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Yorrede  zur  ersten  Auflage. 


Bei  der  Bearbeitung-  der  vorliegenden  Schrift  habe  ich  ge- 
sucht, neben  der  Forderung  wissenschaftlicher  Strenge  vor  allen 
Dingen  der  didaktischen  Forderung  möglichster  Fasslichkeit  zu 
genügen. 

In  Betreff  der  speciellen  Ausführang  bemerke  ich,  dass  ich 
mich  bemüht  habe,  die  Einsicht  in  den  Gang  der  analytischen 
Untersuchung  durch  graphische  Darstellungen  zu  erleichtern, 
und  ferner,  dass  ich  bei  schwierigen  oder  wichtigen  Stellen  die 
Entwickelung  der  allgemeinen  Theorie  durch  Erörterung  eines 
speciellen  Falles  eingeleitet  habe. 

Die  gi'osse  Anzahl  von  Beispielen  und  Anwendungen  in 
jedem  Capitel,  sowie  die  gelegentlichen  Bemerkungen  sind  zu- 
nächst für  solche  Leser  bestimmt,  welche  durch  Selbst -Studium 
sich  in  der  Wissenschaft  weiter  ausbilden  und  mehr  befestigen 
wollen;  indess  dürften  sie  auch  dem  Lehrer  ein  Mittel  bieten, 
um  seine  Schüler  zur  freien  Selbstthätigkeit  anzuregen. 

In  Betreff  der  äusseren  Ausstattung  ist  die  Verlagshandlung 
sowohl  wie  die  Druckerei  allen  meinen  Wünschen  bereitwillig 
entgegengekomm  en . 

Hannover,  den  1.  August  1862. 

M.  Stegemaun. 


Vorrede  zur  fünften  Auflage. 


Als  der  Unterzeichnete  den  Auftrag  erhielt,  die  neue  Auf- 
lage dieses  Werkes   herauszugeben,   ahnte  er  noch  nicht,  dass 
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Schliesslich  sei  noch  mit  bestem  Dauke  die  gütige  Mit- 
wirkung des  Herrn  Petzold  bei  dem  Lesen  der  Con^ectur  her- 
vorgehoben. 

Hannover,  den  15.  November  1892. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  siebenten  Auflage. 


Schon  bei  der  Herausgabe  der  fünften  und  sechsten  Auflage 
waren  die  erforderlichen  Aenderungen  so  grundlegend  und  um- 
fassend, dass  von  dem  Stegemann'schen  Grundrisse  nur  äusserst 
wenig  übrig  geblieben  ist.  Deshalb  ist  es  nicht  mehr  gerecht- 
fertigt, Stegemann  als  Verfasser  des  Buches  zu  bezeichnen.  Die 
neue  Auflage  erscheint  vielmehr  unter  dem  Namen  des  Unter- 
zeichneten, der  die  vollständige  Umarbeitung  des  Stegemann'schen 
Leitfadens  ausgeführt  hat.  Da  die  siebente  Auflage  der  sechsten 
in  sehr  kurzer  Zeit  gefolgt  ist,  so  unterscheidet  sie  sich  von 
dieser  nur  an  wenigen  Stellen.  Doch  hat  der  Verfasser  die  Ver- 
besseningsvorschläge.  die  ihm  von  befreundeter  Seite  zugegangen 
sind,  nach  Möglichkeit  berücksichtigt  und  benutzt  diese  Gelegen- 
heit, um  allen  Fachgenossen  für  die  gütige  Empfehlung  des 
Buches  und  füi'  die  freundschaftliche  Unterstützung  dui'ch  wolü- 
wollende  Rathschläge  den  aufrichtigsten  Dank  auszusprechen. 

Insbesondere  dankt  er  auch  den  Herren  Franz  Meyer 
und  Petzold  für  die  förderliche  Mitwii^kung  beim  Lesen  der 
Correctur  und  der  Verlagsbuchhandlung  für  die  opferfi*eudige 
Gewährung  aller  bei  der  schwierigen  Drucklegung  hervortreten- 
den Wünsche. 

Hannover,  den  21.  Mai  1895. 

L.  Kiepert, 


Vorreden.  VII 

Vorrede  xur  achten  Auflage. 


Seit  dem  Erscheinen  der  siebenten  Auflage  ist  eine  so  kui'ze 
Zeit  verflossen,  dass  der  Verfasser  inzwischen  nur  wenig-  Müsse 
finden  konnte,  um  durchgreifende  Aenderungen  an  dem  Leitfaden 
vorzunehmen.  Deshalb  weicht  die  achte  Auflage  nur  in  einigen 
Punkten  von  der  vorhergehenden  ab.  Vorangestellt  ist  eine 
kui'ze  geschichtliche  Darstellung,  in  welcher  Weise  gerade  Auf- 
ga})en  aus  der  Technik  mit  Nothwendigkeit  zur  Auffindung  der 
Differential-  und  Integral-Rechnung  geführt  haben.  Damit  sollte 
•darauf  hinge^^■iesen  werden,  wie  unentbehrlich  die  Infinitesimal- 
rechnung, d.  h.  die  Rechnung  mit  unbegrenzt  wachsenden  mid 
unbegrenzt  abnehmenden  Grössen  für  die  Technik  ist,  und  wie 
zweckmässig  es  andererseits  ist,  diese  Rechnungsart  in  möglichst 
weitem  Umfange  der  Technik  dienstbar  zu  machen. 

Aus  diesem  Grunde  wüixle  der  Verfasser  für  freundliche 
Rathschläge  und  nützliche  Anregungen,  welche  er  von  Seiten 
der  Herren  Techniker  zur  Verbesserung  und  Bereicherung 
des  Stoffes  in  späteren  Auflagen  erhalten  sollte,  besonders 
dankbar  sein.  Ein  solches  Zusammenarbeiten  der  Techniker 
und  der  Mathematiker  würde  die  Sache  und  auch  die  beider- 
seitigen Interessen  mehr  fördern  als  umfangreiche  Auseinander- 
setzungen über  Ausdehnung  oder  Beschränkung  des  mathema- 
tischen Unterrichts  an  technischen  Hochschulen,  wie  sie  zur  Zeit 
an  der  Tagesordnung  sind.  Ob  die  Mathematik  für  die  Techniker 
eine  grundlegende  Wissenschaft  oder  nur  Hülfs Wissenschaft  sei, 
ist  ein  Streit  um  Worte.  Es  kommt  vielmehr  darauf  an,  den 
mathematischen  Unterricht  an  der  technischen  Hochschule  so  zu 
gestalten,  dass  er  bei  einem  nicht  übermässig  grossen  Zeitauf- 
wande  der  Technik  recht  gute  Dienste  leistet.  Um  dieses  Ziel 
zu  erreichen,  müssen  sich  aber  die  Techniker  und  Mathematiker 
möglichst  eng  in  ihren  Bestrebungen  an  einander  anschliessen. 
Mit  vereinten  Ki'äften  wird  es  gelingen,  die  mathematische 
Behandlung  technischer  Aufgaben  in  nutzbringender  Weise  aus- 
zugestalten und  gleichzeitig  der  Mathematik  den  Anstoss  zu 
weiteren  Fortschritten  zu  geben. 


VIII  Vorreden. 

Für  die  Abfassung  der  geschichtlichen  Einleitung  stellte 
mir  Herr  Max  Simon  in  Strassburg  ehi  umfangreiches  Mann- 
script zur  Verfügung,  wofür  ich  hiermit  bestens  danke. 

Auch  Herrn  Petzold  habe  ich  wieder  für  die  Mitwii'kung 
beim  Lesen  der  Correctur  und  der  Verlagsbuchhandlung  für  das 
fi'eundhche  Entgegenkommen  bei  Drucklegung  der  neuen  Auflage 
meinen  aufrichtigen  Dank  auszusprechen. 

Hannover,  im  October  1897. 

L.  Kiepert. 


Yorrede  zmt  neunten  Auflage. 


In  den  Vorreden  zn  den  früheren  Auflagen  hatte  der  Ver- 
fasser die  Bitte  ausgesprochen,  ihm  doch  Vorschläge  für  etwaige 
Verbesserungen  und  Zusätze  zu  machen.  Daraufhin  sind  ihm 
von  vielen  Seiten  nützliche  Eatlischläge  ertheilt  worden.  Mit 
besonderem  Danke  sind  in  dieser  Beziehung  hervorzuheben  eine 
sehr  eingehende  und  sachkundige  Besprechung  von  Herrn 
Edward  B.  Van  Vleck  in  dem  Bulletin  of  the  American 
mathematical  Society  (1897,  Nr.  10),  mehrere  briefliche 
Mittheilungen  der  Herren  Voss  in  Würzburg  und  Stäckel  in 
Kiel  und  verschiedene  Anregungen  von  Seiten  hiesiger  Collegen. 

Um  die  mir  zugegangenen  Wünsche  nach  Möglichkeit  zu 
berücksichtigen,  mussten  mehrere  Abschnitte  der  Diflferential- 
Eechnung  vollständig  umgearbeitet  werden,  wie  z.  B.  die  Be- 
stimmung des  Kestgliedes  bei  der  T aylor 'sehen  Eeihe,  die  Con- 
vergenz  der  Reihen  u.  s.  w.  Einige  andere  Abschnitte, 
z.  B.  die  Untersuchung  der  hyperbolischen  Functionen ,  die 
Lagrange'sche  Interpolationsformel,  die  Näherungsmethoden 
für  die  numerische  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen, 
sind  neu  aufgenommen.  Dem  entsprechend  war  auch  eine  andere 
Eintheiluug  ertbrderlich,  so  dass  die  Differential -Rechnung,  die 
bisher  nur  zwei  Theile  mit  1<">  Abschnitten  und  140  Para- 
graphen enthielt,  jetzt  auf  drei  Theile  mit  21  Abschnitten  und 
161  Paragraphen  ausgedehnt  ist.  Dabei  umfasst  der  zweite 
Theil  diejenigen  algebraischen  Untersuchungen,  welche  für  den 
zukünftigen  Techniker  von  Wichtigkeit  sind.  Die  Figuren, 
deren  Anzahl  ebenfalls  vermehrt  ist,    sind  sämmtlich  neu  her- 


X  Vorreden. 

gestellt.     Auch  eine  Tafel  für  den  Gebraucli  der  hyperbolischen 
Functionen  ist  im  Anhange  abgedruckt. 

Der  Verlagsbuchhandlung,  die  für  die  neue  Drucklegung 
besondere  Opfer  zu  bringen  hatte,  sage  ich  für  die  bereit\\illige 
Berücksichtigung  aJler  meiner  Wünsche  und  Herrn  Petzold  für 
die  gütige  Mitwirkung  beim  Lesen  der  Correctur  meinen  ver- 
bindlichsten Dank. 

Hannover,  den  3.  Januar  1901. 

L.  Kiepert. 
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Geschichtliches. 


Die  Bifferenlial-Bechnunq  und  ihre  Umkelirung-,  die  Integral- 
Rechnung,  werden  mit  dem  g-emeinsamen  Namen  Infinitesimal- 
Rechnung  zusammengefasst,  weil  sie  auf  dem  Gebrauche  der 
unbegrenzt  viachsenden  und  der  unbegrenzt  abnehmenden  (oder 
der  sogenannten  unendlich  kleinen)  Grössen  beruhen.  Solche 
unendlich  kleine  Grössen  und  die  damit  in  Beziehung  stehenden 
Begriffe  der  Grenze  und  der  Stetigkeit  wm^den  bereits  in  den 
mathematischen  und  philosophischen  Untersuchungen  des  Alter- 
thums  angewendet,  wenn  auch  die  Vorstellungen  über  diese 
Begriffe  theilweise  noch  unklar  und  mangelhaft  waren. 

Schon  bei  den  Schülern  des  Pythagoras  (etwa  582  v.  Chr. 
geb.)  und  bei  dem  Eleaten  Zeno  (etwa  500  v.  Chr.)  spielen 
unendlich  kleine  Grössen  eine  Eolle.  Aristoteles  (384 — 322  v.  Chr.) 
gab  sogar  eine  Erklärung  der  Begriffe  „Stetigkeit"  und  „Mächtig- 
keit". Daraus  entwickelte  sich  dann  in  der  Schule  des  Plato 
(429  —  347  V.  Chr.)  und  noch  mehr  in  der  des  Eudoxos  (etwa 
370  V.  Chr.)  der  Begriff  der  Grenze  mit  Hülfe  der  sogenannten 
^^Exhamtions  -  Methode'-'- ,  deren  Wesen  darin  besteht,  dass  eine 
Grösse,  welche  berechnet  werden  soll,  z.  B.  der  Flächeninhalt 
eines  Kreises,  zwischen  zwei  Reihen  bekannter  Grössen  ein- 
geschlossen wird,  von  denen  die  eine  beständig  zunimmt  und  die 
andere  beständig  abnimmt.  Bei  der  Kreisfläche  benutzt  man 
dazu  die  einbeschiiebenen  und  umschriebenen  regelmässigen 
w-Ecke,  wobei  n  nach  und  nach  die  Werthe  6,  12,  24,... 
annimmt.  Der  Unterschied  zwischen  den  Grössen  der  zunehmen- 
den   und    der    abnehmenden    Reihe   wird    immer   kleiner    und 
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scliliesslicli  beliebig  klein,   so  dass  sich  daraus  auch  der  Weith 
der  gesuchten  Grösse  selbst  mit  beliel)iger  Genauigkeit  ergiebt. 

Derartige  Schlüsse  wui'den  namentlich  von  Euklid  (etwa 
300  V.  Chr.),  ArcJn7nedes  (287 — 212  V.  Chr.)  und  Pappus  (etwa 
400  n.  Chr.)  angewendet.  Archimedes  hat  bei  der  Berechnung 
des  Flächeninhaltes  von  Figuren,  des  Kubikinhaltes  der  Körper 
und  der  Lage  des  Schwerpunktes  ein  Verfahren  benutzt,  Avelches 
der  Integral -Rechnung  nahe  verwandt  ist  und  den  Forschem 
der  Neuzeit  wesentliche  Dienste  geleistet  hat. 

Nach  Pappus  tritt  aber  Stillstand  ein.  Erst  Kepler  (1571 
bis  1630)  und  Galilei  {\h^\ — 1642)  knüpfen,  von  astronomischen 
und  ph3'sikalischen  Gesichtspunkten  ausgehend,  an  die  von  Archi- 
medes gefundenen  Resultate  an.  Kepler  dehnt  die  Anwendung 
der  unendlich  kleinen  Grössen  aus  auf  die  Lösung  von  Aufgaben 
aus  der  Theorie  der  Maxima  und  ^Minima  und  auf  die  Berech- 
nung des  Volumens  von  Körpern.  Damit  war  für  die  wirkliche 
Erfindung  der  Diiferential -  und  Litegral- Rechnung,  welche  in 
die  Zeit  von  1615  bis  1684  fällt,  der  Anfang  gemacht. 

Einen  weiteren  Schritt  that  der  Franzose  Descartes  (1596 
bis  1650),  der  die  Rechnung  mit  unendlich  kleinen  Grössen 
benutzte,  um  das  sogenannte  „Tangenten-Problem"  zu  lösen,  bei 
welchem  es  darauf  ankommt,  die  Lage  der  Tangente  an  eine 
gegebene  Curve  in  einem  Punkte  derselben  zu  bestimmen.  Die- 
selbe Aufgabe  behandelte  in  jener  Zeit  auch  der  Franzose  Fprmaf. 
(1608—1665),  der  die  Methoden  der  Differential-Rechnung  bereits 
in  umfangreicher  Weise  beherrschte  und  die  Methoden  der  Inte- 
gral-Rechnung für  die  Ermittelung  des  Flächeninhaltes,  der 
Länge  von  Curvenbögen,  der  Lage  des  Schwerpunktes  u.  s.  w. 
geschickt  verwendete.  Auch  den  BegTiff  der  Stetigkeit  kannte 
Fermat  genau  und  löste  mit  Hiüfe  der  Differential-Rechnung  Auf- 
gaben aus  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima. 

Noch  schärfer  und  zielbe'U'usster  werden  die  neuen  Methoden 
von  dem  Engländer  Wallis  (1616  — 1703)  und  dem  Franzosen 
Pascal  (1623 — 1662)  erfasst.  Wallis  rechnete  bereits  mit  unend- 
lichen Reihen,  d.  h.  mit  Summen,  welche  unendlich  viele  Summan- 
den enthalten,  und  mit  Producten.  welche  aus  unendhch  vielen 
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Factoren  bestehen.     Pascal  wendete  sogar  schon  melirfache  Inte- 
grale an. 

So  war  die  Erfindung  der  Infinitesimal -Rechnung  in  viel- 
seitigster Weise  vorbereitet  durch  die  Behandking  von  Aufgaben, 
deren  Lösung  die  Rechnung  mit  nnendüch  kleinen  Grössen  er- 
fordert.   Solche  Aufgaben  lieferte 

1.  die  Mechanik,  und  zwar  die  Statik  bei  der  Bestünmung 
der  Lage  des  Schwei'punktes  und  die  Dynamik  bei  der 
Erklärung  und  Anwendung  der  Begriffe  Geschwindigkeit, 
Beschleunigung  u.  s.  w.; 

2.  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima; 

3.  die  Berechnung  des  Flächeninhaltes  ebener  Figuren,  des 
Kubikinhaltes  der  Körper  und  der  Länge  von  Curven- 
bögen; 

4.  das  Tangenten -Problem; 

5.  die  Rechnung  mit  unendlichen  Reihen,  unendlichen  Pro- 
ducten,  periodischen  Kettenbrüchen  u.  s.  w. 

Es  kam  nur  noch  darauf  an,  den  innigen  Zusammenhang 
zwischen  allen  diesen  Aufgaben  zu  erkennen  und  in  die  unklaren, 
den  weiteren  Kreisen  der  Mathematiker  bisher  unzugänglichen 
Methoden  Gesetz  und  Ordnung  zu  bringen. 

Diesen  letzten,  wichtigsten  Schritt  thaten  der  englische 
Astronom  und  Mathematiker  Newton  (16i3  — 1727)  und  der 
deutsche  Mathematiker  und  Philosoph  Leihniz  (1646  —  1716), 
welche  als  die  eigentlichen  Erfinder  der  Infinitesimal -Rechnung 
zu  betrachten  sind.  Neicto7i  hatte  schon  im  Jahre  1665  bei 
seiner  „Fluxionen  -  Rechming'''  die  Methoden  zur  Anwendung 
gebracht,  welche  für  die  Differential-Rechnung  grundlegend  ge- 
worden sind.  Er  veröffentlichte  aber  seine  Erfindung  erst  im 
Jahre  1711,  Leihniz  dagegen  schon  im  Jahre  1684.  Es  darf 
jetzt  wohl  als  sicher  angesehen  werden,  dass  beide  Forscher 
von  einander  unabhängig  auf  die  neue  Rechnungsart  geführt 
worden  sind,  wenn  auch  Leihniz  bei  seinem  ersten  Aufenthalte 
in  London,  welcher  in  das  Jahr  1673  fällt,  durch  den  Verkelu- 
mit  Freunden  von  Newton  zweifellos  zu  seinen  Untersuchungen 
über  Infinitesimal -Rechnung  angeregt  worden  ist.  Neivton  hat 
sogar  selbst  einen  Brief  an  Leihniz  gerichtet,   in  welchem  er 
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das  Tangenten-Problem  erwähnt.  Jedenfalls  gebührt  Siber  Leibniz 
das  unsterbliche  Verdienst,  für  die  neue  Eechnung  Formen  ge- 
funden zu  haben,  welche  auch  einem  grösseren  Leserkreise  ver- 
ständlich sind,  wähi^end  die  Fluxionen- Rechnung  Newton' a  nur 
von  wenigen  auserwählten  Geistern  erfasst  werden  konnte.  Die 
Bezeichnungen  und  Kunstausdrücke,  welche  noch  heut  in  der 
Diiferential-  und  Integral-Rechnung  gebräuchlich  sind,  stammen 
zumeist  von  Leibniz  her,  der  auch  zuerst  erkannte,  welche 
ausserordentliche  Bedeutung  der  neuen  Rechnungsweise  für  die 
gesammte  Mathematik  zukommt. 

Auf  die  weitere  Ausgestaltung  der  Infinitesimal  -  Rechnung 
verwandten  sodann  die  beiden  Brüder  Jacob  Bemoulli  (1654 — 
1713)  und  Johann  Bemoulli  (1667 — 1748)  alle  Kraft,  und  zwar 
im  besten  Einvernehmen  mit  Leibniz  und  als  eifrige  Vorkämpfer 
desselben,  während  zwischen  Leibniz  und  Newton  ein  heftiger 
Prioritäts-Streit  entbrannt  war.  Die  beiden  Brüder  Bemoulli 
hielten  die  ersten  Vorlesungen  über  Infinitesinial-Rechnung,  über 
die  Johann  Bemoulli  auch  das  erste  Lehrbuch  verfasste. 

Aus  der  nun  folgenden  Ent\\ickelungsgesichte  der  Inflni- 
tesimal-Rechnung  mögen  noch  besonders  hervorgehoben  werden : 
Euler  (1707 — 1783),  La^ranc/e  (1736—1813)  und  Cauchy  (1789  — 
1857).  Es  würde  aber  nicht  zweckmässig  sein,  an  dieser  Stelle 
noch  tiefer  auf  die  wissenschaftlichen  Leistungen  dieser  Männer 
einzugehen,  da  zur  richtigen  Würdigung  derselben  eine  genaue 
Kenntniss  der  Infinitesimal -Rechnung  erforderlich  ist. 
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Begriff  und  Eintheiiung  der  Functionen. 

Erklärung.  Eine  Grösse  heisst  variabel  oder  veränderlich, 
wenn  sie  im  Verlaufe  derselben  Untersuchung  nach  und  nach 
verschiedene  Werthe  annehmen  darf ;  eine  Grösse  heisst  dagegen 
constant  oder  unveränderlich,  wenn  sie  im  Verlaufe  derselben 
Untersuchung  denselben  Werth  beibehält. 

Die  tinveränderlichen  Grössen  werden  gewöhnlich  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabets,  also  mit 

a,  b,  c, .  .. , 
oder  mit 

A,  B,  C,..., 
oder  mit 

a,  ß,  Y,.  .  ., 
bezeichnet.     Zum  Unterschiede  davon  werden  die  veränderlichen 
Grössen  gewöhnb'ch  mit  den  letzten  Buchstaben  des  Alphabets, 
also  mit 

^,  y,  ~> 
oder  mit 

t,    M,    V,    IV, 

oder  mit  den  x,  y,  z  entsprechenden  griechischen  Buchstaben 

bezeichnet. 

Man  kann  den  Werth  einer  (veränderlichen  oder  unver- 
änderlichen) Grösse  auch  durch  die  Lage  eines  Punktes  auf  einer 
geraden  Linie  g-eometrisch  darstellen,  wenn  auf  derselben  ein 
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fester  Punkt  0  als  Aiifangspunkt  gegeben  ist.    bind  z.  B.  in 

Figur  1  die  Strecken 

Fig.  1.  OA  =  a,     0F=  X,     OB  =  ö, 

o  -i  p  JJ  SO  entsprechen  die  Punkte  A,P,  B  den 
Werthen  a,  x,  b.  Die  Masseinheit, 
durch  welche  dabei  die  Strecken  gemessen  sind,  ist  beliebig; 
dagegen  muss  man  festsetzen,  dass  die  Punkte  auf  der  einen 
Seite  des  Anfangspunktes  O,  z.  B.  auf  der  rechten  Seite  von  0, 
positiven  Zahlwerthen  entsprechen;  dann  müssen  alle  Punkte, 
welche  necjatiten  Zahlwerthen  entsprechen,  auf  der  anderen  Seite 
von  0  liegen,  während  0  selbst  dem  Werthe  Null  entspriclit. 

Gewöhnlich  denkt  man  sich  x  in  der  Weise  veränderlich, 
dass  x  alle  Werthe  zwischen  zwei  constanten  ^Verthen  a  und  h 
annehmen  kann.  Der  Punkt  1\  welcher  x  entspricht,  duixhläuft 
dann  in  Figur  1  die  Strecke  von  A  bis  B.  Deshalb  sagt  man 
in  diesem  Falle:  „-D/e  veränderliche  Grösse  x  durchläuft  das 
Intervall  von  a  bis  6."  Wenn  a  gleich  —  co  und  b  gleich  -f  oo 
wird,  wobei  mit  oo  eine  in's  Unbegrenzte  wachsende  Zahl  be- 
zeichnet werden  möge,  so  darf  die  Veränderliche  x  alle  \\'erthe 
zwischen  — oo  und  +  oo  annehmen,  so  dass  der  Punkt  P  die 
ganze  unbegrenzte  gerade  Linie  durchläuft. 

Wenn  man  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  x  und  ij 
eine  Gleichung  aufstellt,  so  sind  diese  beiden  Grössen  dadurch 
in  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  gebracht,  und  zwar  so,  dass 
die  eine  Grösse,  z.  B.  y,  nur  einen  oder  mehrere  ga7iz  bestimmte 
AVeithe  haben  kann,  sobald  man  für  die  andei-e  veränderliche 
Grösse  x  irgend  einen  bestimmten  Werth  ausgewählt  hat.  Es 
sei  z.  B. 


(1.) 

>J  =  .^■"• 

■  +  2 

\x  —  2, 

dann  wird 

y=  +  8 

für 

X  =  —  5, 

y  =  +  2 

?5 

x  ^^  —  4, 

y  =  -2 

)» 

x  =  —  3, 

i/  =  -^ 

55 

x  =  —2, 

y  =  -^ 

:7 

x  =  -l, 

1/  =  -  2 

5» 

X—       0, 

y=  +  -2 

;? 

.^=  +  1, 

y  =  +  8 

•: 

:f  =  +  2, 
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Hätte  man  in  der  Gleichung  (1.)  beliebige  Weithe  fiii-  y 
angenommen,  so  wären  dadmcli  die  entsprechenden  Wertlie  von 
X  ebenfalls  bestimmt  gewesen.  Weil  aber  die  Gleichung  (1.)  in 
Bezug  auf  x  vom  zweiten  Grade  ist,  so  entsprechen  jedem  belie- 
bigen Werthe  von  y  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Wei  the  von  x. 
So  sind  z.  B.  dem  Werthe 

y=+-2 
die  beiden  ^^'erthe 

x=  -\-  1,  x  =  —  \ 
zugeordnet.  Die  veränderliche  Grösse  x,  deren  Werthe  man 
beliebig  annimmt,  nennt  man  „die  unahhünyige  Veränderliche 
oder  das  Argument'^  \  die  andere  veränderliche  Grösse  y  dagegen 
nennt  man  „die  abhängige  Veränderliche  oder  eine  Function 
von  a.". 

In  der  Gleichung  (1.)  wurde  also  zuerst  x  als  die  unabhängige 
Veränderliche  und  y  als  eine  von  x  abhängige  Veränderliche, 
d.  h.  als  eine  Function  von  x  betrachtet. 

Gewöhnlich  ist  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  zwischen  einer 
Function  y  und  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  durch  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y  gegeben.  Ganz  allgemein  kann 
man  aber  den  Begriff  der  Function  in  folgender  Weise  erklären: 

Fine  veränderliche  Grösse  y  hcisst  eine  Function  einer  anderen 
veränderlichen  Grösse  x  in  dem  Intervalle  von  x  =^  a  bis  x  =^  b, 
wenn  jedem  Werthe  von  x  in  diesem  Intervalle  ein  oder  mehrere 
W^erthe   con  y  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zugeordnet  sind. 

So  ist  z.  B.  der  Umfang  eines  Ki*eises  eine  Function  von 
dem  Halbmesser  des  Kreises.     Dasselbe  gilt  vom  Flächeninhalt 
des  Kreises.  Diese  Functionen  können  auch  durch  die  Gleichungen 
y  =  Ixrr,     y  =  x-tv 

dargestellt  werden. 

Ebenso  sind  Oberfläche  und  Volumen  einer  Kugel  Functionen 
von  dem  Halbmesser  der  Kugel,  welche  bez,v.  duix-h  die  Glei- 
chungen 

,  o  ix^xr 

y  =  4:x-7r,     y  =  —^ 

dargestellt  werden. 
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Bei  diesen  Beispielen  war  der  Halbmesser  als  eine  ver ander- 
liehe  Grösse  betrachtet  worden.  Lässt  man  aber  den  Halbmesser 
unveränderlich,  so  kann  man  z.  B.  auch  die  Sehne,  das  Segment 
und  den  Sector  des  Ki^eises  als  Functionen  des  zugehörigen  Centri- 
-smkels  ansehen. 

Ferner  ist  die  Intensität  des  Lichtes  eine  Function  von  der 
Entfernung  des  leuchtenden  Punktes;  die  Spannkraft  des  Dampfes 
ist  eine  Function  der  Temperatur  desselben;  die  Geschwindigkeit 
eines  fallenden  Körpers  ist  eine  Function  der  Fallzeit;  die 
Schwingungsdauer  bei  einem  Pendel  ist  eine  Function  seiner 
Länge,  u.  s.  w. 

Wie  oben  schon  erwähnt  wurde,  kann  man  die  Abhängigkeit 
einer  Function  von  der  unabhängigen  Veränderlichen  häufig 
durch  eine  Gleichung  ausdrücken.  Demnach  sind  z.  B.  folgende 
Ausdrücke  Functionen  von  x: 

y  =  .r2 -j- 3.r  —  2,     y  =  4^x^—1  X- +  2x— II, 
2z  —  1 


y  =  smr,  y  =  cosa;, 

y  ==  tg:r,  y  =  ctg^, 

y  =  \0gx,  y  =  log(sui:r), 

y  =  a^,  y  =  b""  +  b-"", 

y  =1  a'  -\-  bco'&x  —  cx"\ 
Ist  die  Abhängigkeit   zwischen  x  und  y  durch  eine  nach  y 
aufgelöste  Gleichung  gegeben,  wie  das  in  den  soeben  erwähnten 
Beispielen  geschehen  ist,  so  nennt  man  y  eine  ^entwickelte  (oder 
explicite)  Function  von  x". 

Ist  dagegen  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  nicht  nach  y 
aufgelöst,  so  nennt  man  y  eine  ..unenticickelte  (oder  implicite) 
Function  von  .r".    Dui'ch  jede  der  Gleichungen 

xy^  —  ^xY-  +  (2.r2  _  5)1/  —  or^  =  0, 
y-  —  4:xy  +  4.r-  —  7a;  +  3  =  0, 
y^  —  COSa:  +  :r"  +  7  =  0 
ist  z.  B.  y  als  eine  unenticickelte  Function  von  x  gegeben. 


§  1.     Begriff  und  Eintheilung  der  Functionen.  9 

In  vielen   Fällen   ist   es   möglich,   y   als   eine  entioickelte 
Function  von  x  darzustellen,   obgleich  y  zunächst  als  eine  un- 
entwickelte Function  von  x  gegeben  ist.    Aus 
y-  —  4:ry  +  4:r2  _  7^  _|_  3  _  Q 

folgt  z.  B. 

y  =  2x  ±  yix  —  3 ; 

und  aus 

y'  —  cosa;  +  rr"  +  7  =  0 

folgt  ^ 

y  =  -p^C0S:r  —  x"^  —  7. 

Will  man  andeuten,  dass  y  eine  entwickelte  Function  von  x 
ist,  so  schreibt  man  gewöhnlich 
y  =f{x),     oder    y  =  F{x),     oder    y  =  y(rr),     oder    y  =  (t){x). 

Hat  man  es  mit  mehrei-en  Functionen  zu  thun,  die  man 
von  einander  unterscheiden  will,  so  geschieht  dies  durch  Indices, 
indem  man  schreibt 

fi{x),  f^{x\  fz{x),  .... 

Will  man  andeuten,  dass  y  eine  unentivickeüe  Function  von 
X  ist,  so  schreibt  man  gewöhnlich 

f{x,  y)  =  0,     oder    F{x,  y)  =  0,     oder    (p{x,  y)  =  .0. 

Man  denkt  sich  dabei  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  so 
umgeformt,  dass  auf  der  rechten  Seite  nur  0  stehen  bleibt. 

Aus  den  angeführten  Beispielen  erkennt  man  auch,  wie 
schon  oben  gelegentlich  bemerkt  wui^de,  dass  jedem  Werthe  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  nicht  immer  nm-  ein  Werth  der 
Function  y  entspricht,  sondern  dass  häufig  jedem  Werthe  von 
X  mehrere  Werthe  von  y  zugeordnet  sind.  Demnach  muss  man 
eindeutige  und  mehrdeutiye  Functionen  unterscheiden. 

In  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y  wurde  bisher  x  als 
diejenige  Veränderliche  angesehen,  deren  AVerth  man  beliebig 
annehmen  durfte.  Mit  demselben  Rechte  kann  man  aber  auch 
y  als  die  unabhängige  und  x  als  die  abhängige  Veränderliche 
betrachten,    (Vergl.  das  Beispiel  auf  S.  6.)    Das  giebt  den  Satz: 

JVenn  y  durch  eine  Gleichung  {welche  die  beiden  Veränder- 
lichen X  und  y  xoirklich   enthält)    als    eine   entioickelte   oder   un- 
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entwickelte  Function  von  x  geyebeu  ist^  so  üt  auch  umgekehrt  x 
eine  Function  ton  y,  oder  mit  anderen  Worten:  Die  durch  eine 
Gleichung  gegebene  Abhängigkeit  zwischen  zwei  ceränderlichen 
Grössen  x  und  y  ist  eine  gegenseitige. 

Daraus  ergiebt  sich  auch  die  Erklärung  solcher  Functionen, 
welche  aus  bereits  bekannten  Functionen  „durch  Umkehrung*^ 
hervorgehen,  indem  man  das  Argument  zur  Function  und  die 
Function  zum  Aigumente  macht. 

Es  sei  z.  B. 
(2.)  g  =  b-, 

dann  kann  auch  x  als  eine  Function  von  g  betrachtet  werden, 
und  zwar  wird  diese  Function  der  „Logarithmus^^  von  g  mit 
der  Basis  b  genannt.     Dies  giebt  die  Gleichung 

b 

(2a.)  X  =  logy; 

das  stimmt  überein  mit  der  bekannten  Erklärung  des  Loga- 
rithmus: ,,Der  Logarithmus  einer  Zahl  g  ist  der  Exponent .^  zu 
dem  die  Basis  b  erhoben  werden  muss,  damit  man  y  erhält.''' 

Die  Gleichungen  (2.)  und  (2a.)  sag'en  also  dem  Sinne  nach 
genau  dasselbe  aus. 

Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Gleichung 
(3.)  y  =  ^mx. 

Es  sei  aber  hier  zunächst  darauf  hingewiesen,  dass  man  in 
der  höheren  Mathematik  bei  den  trigonometrischen  Functionen 
sin.r,     cosa:,     tg:r,     oXgx 

unter  x  nicht  einen  Winkel  in  Graden,  IVlinuten  und  Secunden, 
sondern  das  Verhältniss  des  dem  Centriwinkel  entsprechenden 
Kreisbogens  zum  Halbmesser  des  Kreises  versteht.  Macht  man 
den  Halbmesser  der  Einheit  gleich,  so  ist  x  geradezu  die  Länge 
des  Kreisbogens.  Einem  Winkel  von  360''  entspricht  also  der 
Bogen  27r,  nämlich  der  Umfang  des  ganzen  Kreises  mit  dem 
Halbmesser  1,  einem  Winkel  von  1°  entspricht  daher  der  Bogen 

und  einem  Winkel  von  «''  entspricht  der  Bogen 
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----  =  «.0,017.153  29. 
180 

In  Figur  2  sei  deshalb 

MA  =  31  B  =  1, 

dann  entspricht  dem  Centriwinkel  AMB 

oder  «  der  Bugen 

Aß  ^  x  = 


Tis 


180 
Dies  vorausgeschieJit ,  ist  der  Sinn  der 
Gleichung  (3.)  der,  dass  x  der  Bogen 

(arcus)   ist,    dessen   Sinus  {CB)   gleich  y   wird.     Dasselbe  soll 
auch  die  Gleichung 
(3a.)  X  =  arcsmy 

(sprich:  x  gleich  Arcus  Sinus  y)  aussagen;  nämlich  x  ist  gleich 
dem  Arcus,  dessen  Sinus  gleich  y  ist. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  Gleichungen 


(4.)               y  =  cos.r 

und 

(4a.) 

X  =  arccosy 

(5.)               y  =  tgx 

und 

(5a.) 

X  =  arctgy, 

(6.)                y  =  ctg-a: 

und 

(6a.) 

X  =  arcctgy 

gleichbedeutend. 

Diese  Functionen 

arcsin.r,     arccosa:,     arctg.r,     arcctg\r, 

"welche  durch  Umkehrung  aus  den  trigonometrischen  Functionen 
abgeleitet  werden,  heissen  .^cyhlometrische  Functionen".  Man 
kann  es  leicht  so  einrichten,  dass  dieselben  eindeutige  Functionen 
werden,  indem  man  alle  Werthe  ausserhalb  gewisser  Grenzen 
ausschliesst. 


Eintheilung  der  entwickelten  Functionen.  Die  entwickelten 
Functionen,  von  denen  zunächst  nur  die  Eede  sein  soll,  theilt 
man  wieder  ein  in  algebraische  und  iranscendente  Functionen^ 
und  zwar  heisst  y  eine  algebraische  Function  von  x,  w^enn  y 
einem  Ausdrucke  gleich  ist,  welcher  aus  x  und  aus  constanten 
Grössen  nur  durch  die  gewöhnlichen  algebraischen  Operationen, 
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nämlich  nur  durch  Addition,  Subtraction,  Multiplicaiion,  Division 
und   Wurzelausziehung  gebildet  ist. 

Ist  dieses  nicht  der  Fall,    so    heisst  y  eine  transcendente 
Function  von  x.    Durch  jede  der  Gleichungen 

(7.)  ij  =  '2x^  +  sYz—  x'-fx, 

Sz-  -{-  7x  —  11       -,  „      ,    ^ 
(8.)  ^  =  ^ l^^  +  Ö' 


(^.)  y 


__  -ihz^  +  Sx  —  S       -iVx—l 
"  F  x-^l  /]/i+2 


wird  daher  ij   als   eine    algebraische   Function   von  x  erklärt: 

durch  jede  der  Gleichungen 

(10.)         y  =  sina;,     y  =  cosa-,     y  =  tgx,     y  =  oXgx, 

(11.)        y  =  <        y  =  \ogx, 

(12.)         y  =  Ssina:  +  4cosa-, 

(13.)  y  =  a'-  -\-2^~b  +  x^  —  c 

dagegen  wird  y  als  eine  transcendente  Function  von  x  erklärt. 

Die  algebraischen  Functionen  werden  wieder  eingetheilt  in 
rationale  und  irrationale,  jeuachdem  man  bei  der  Bildung 
Wurzelausziehung  vermeiden  kann  oder  nicht;  und  die  ratio- 
nalen Functionen  werden  weiter  eingetheilt  in  ganze  rationale 
und  in  gebrochene  rationale  Functionen,  jenachdem  man  bei  der 
Bildung  die  Division  vermeiden  kann  oder  nicht. 

1)  Die  ganzen  rationalen  Functionen  xcerden  aus  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen  nur 
durch  Additio?i,  Subtraction  und  MuUiplication  gebildet. 

(Die  Division  und  die  Wurzelausziehung  sind  also  hierbei 
ausgeschlossen.) 

Es  ist  z.  B. 


y  =  32:*  —  ^x^  +  Ix^  —  IIa;  + 


eine  ganze  rationale  Function  von  x,  denn  sie  ist  aus  x  und  den 
constanten  Grössen  3,  -|,  |,  11,  |  nur  durch  Addition,  Subtrac- 
tion und  Miütiplication  zusammengesetzt. 
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Da  hierbei  die  Brüche  |,  |,  |  vorkommen,  so  könnte  man 
glauben,  die  Bildung-  dieser  Function  widerspräche  der  soeben 
angegebenen  Eegel,  weil  diese  Brüche  durch  Division  entstan- 
den sind.  Dieser  Einwand  ist  aber  deshalb  unbegründet,  weil 
die  Resultate  der  Division  selbst  wieder  constante  Grössen 
sind,  die  man  bei  der  Bildung  einer  ganzen  rationalen  Function 
beliebig  verwenden  darf. 

Ferner  ist  zu  beachten,  dass  die  Potenzen  von  x,  also 

-7i2   -/"V  "T*^  —    nfr^  ^^   —   ^'y^'V 

durch  Multiplication  entstanden  sind,  so  lange  der  Exponent  eine 
positive  ganze  Zahl  ist. 

Die  Function 

y  =  a.r  -t-  «1 
heisst  eine  (/a?ize  raiiotiale  Function  ersten  Grades,  weil  x  (ohne 
dass  Klammern  auftreten)  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommt. 
Ebenso  heisst 

y  =  ax^  -\-  üix  +  Ö2 

eine  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades, 
y  =  ax^  -f-  a\X-  +  a^x  +  «3 
eine  ganze  rationale  Function  dritten  Grades, 

y  =  ax"-  -\-  aix"'~^  +  a2X"~-  +  •  •  ■  +  dn-ix  +  a„ 
eine  ganze  rationale  Function  w*"'  Grades,  weil  (ohne  dass  Klam- 
mern auftreten)    die  höchste  Potenz  von  x,   welche  vorkommt, 
2:"  ist. 

Die  Gleichung 

y  =  ax'*  +  Oia:"-^  +  a^x""-'^  +  •  ■  •  +  «n-i^c  +  a„ 
giebt  auch  diejenige  Form  an,  auf  welche  jede  ganze  rationale 
Function  gebracht  werden  kann,    wenn  man  sämmtliche  Klam- 
mern auflöst.    Ist  z.  B. 

y  =  (23;2— 3a:-t-ll)(3a:— 5j+rr[(2.f+3)  (x+2)  +  {x—l)  (2;+l)— 7j, 
so  findet  man,  indem  man  alle  Klammern  auflöst  und  die  Glieder 
mit  gleichen  Potenzen  von  x  vereinigt, 

y  =  6z^  —  19:^2  +  ^8x  —  55  -f  x[{2x'^  -f  7rr  +  6)  +  (.r^  _  1)  —  7] 
=  9x^  —  12.^2  +  46a:  —  55. 
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Dieses  Verfahren  führt  immer  zum  Ziele,  wie  aucli  die 
Fimction  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  gebildet 
sein  mag,  wenn  nur  die  Anzahl  der  angewendeten  Operationen 
eine  endliche  ist.  Unter  dieser  Yoraussetzimg  kann  man  näm- 
lich zunächst  die  innersten  Klammem  auflösen,  d.  h.  diejenigen 
Klammerausdiiicke ,  in  denen  keine  weiteren  Klammern  stehen, 
und  in  den  gefundenen  Eesultaten  die  Glieder  vereinigen,  welche 
mit  gleichen  Potenzen  von  x  multipliciit  sind.  Indem  man  dieses 
Verfahren  fortsetzt,  kann  man  nach  und  nach  alle  Klammern 
auflösen,  die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  .r  vereinigen  und 
nach  fallenden  Potenzen  von  x  ordnen. 

Um  anzudeuten,  dass  y  eine  ganze  rationale  Function  von 
X  ist,  schreibt  man 

y  =  g{x),     oder     y  =  G{x). 

2)  Die  gebrochenen  ratioyxalen  Functionen  uerden  aus  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen  ge- 
bildet durch  Addition,  Subtraction.  Multiplication  und  Division. 
(Die  "Wurzelausziehung  ist  also  hierbei  ausgeschlossen.) 

So  sind  z.  B. 

ax"-  —  b 

1  Ix 

•^  ~x^  2^^^ ' 

2x  —  1       22;  +  9 
_    bx-j-2        Sx~-^4: 


2x       2z  -f  5 

gebrochene  rationale  Functionen  von  x.  Hier  tritt  also  zu  den 
Operationen,  welche  bei  der  Bildung  von  ganzen  rationalen 
Functionen  zulässig  waren,  noch  die  Division  liinzu.  Wie  oft 
aber  auch  die  Di^^sion  bei  der  Bildung  einer  gebrocheneu  ratio- 
nalen Function  verwendet  sein  mag,  es  lässt  sich  die  Function 
immer  so  umformen,  dass  bei  ihi-er  Bildung  nur  eine  einzige 
Division  vorkommt.     Es  gilt  nämlich  der  Satz: 
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Jede  gebrochene  rationale  Function  lässt  sich  darstelle)!  als 
Quotient  von  zivei  ganzen  rationalen  Functiotien,  d.  h.  es  lässt 
sich  jede  gebrochene  rationale  Function  auf  die  Form 

_  qy"  +  r/ja:"-'  + f-  «>.-iar  +  a„ 

y  ~  IX^J^  6,a:"'-l  +   •  •  •  +  bm-iX  +  b,n 

bringen. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  daraus,  dass  man  Brüche 
addiit  oder  subtrahirt.  indem  man  sie  auf  gleichen  Nenner  bringt 
und  die  Zähler  addirt  oder  subtrahirt,  dass  man  ferner  Brüche 
mit  einander  multiplicirt,  indem  man  Zähler  mit  Zähler  und 
Nenner  mit  Nenner  multiplicirt,  und  dass  man  endlich  Brüche 
durcheinander  dividirt,  indem  man  den  Divisor  umkehrt  und 
dann  multiplicirt.  Alle  diese  Operationen  liefern,  Avenn  sie  auf 
Quotienten  von  ganzen  rationalen  Functionen  angewendet  werden, 
als  Endresultat  immer  wieder  den  Quotienten  von  zwei  ganzen 
rationalen  Functionen. 

Fülul  man  also  bei  der  Bildung  einer  gebrochenen  ratio- 
nalen Function  alle  Additionen,  Subtractionen ,  Multiplicationen 
und  Divisionen  in  der  gehörigen  Reihenfolge  wirklich  aus,  indem 
man  immer  nur  mit  Brüchen  operirt,  welche  schon  die  vor- 
geschriebene Form  haben,  so  kann  man  schliesslich  die  Function 
selbst  auf  die  vorgeschriebene  Form  bringen.  Vorausgesetzt 
ist  dabei ,  dass  die  Anzahl  der  Operationen  nicht  unendlich 
gross  ist. 

Es  ist  z.  B. 


2x  —  3       3a-  —  2 


X^  1  X 

bx^~  16x2  _j_  iia._^  2 


4-  7.r 


x"  —  X 
7x*  +  5x^  —  232;2  +  Ha:  -f  2 
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Bekanntlich  ist 

deshalb  sind  Potenzen  von  x  mit  negativen^  ganzzaliligen  Expo- 
nenten auch  gebrochene  rationale  Functionen  von  x. 

Um  anzudeuten,  dass  y  eine  (ganze  oder  gebrochene)  rationale 
Function  von  x  ist,  schreibt  man  gewöhnlich 

y  =  R{^)- 

4)  Die  irrationalen,  entwickelten  Functionen  werden  aus  der 
unabhüngigeri  Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen  ge- 
bildet durch  Addition,  Subtraction,  Multiplication,  Division  und 
Wurzelausziehung. 

Hier  tritt  also  noch  die  Wurzelausziehung  hinzu. 

Durch  die  Gleichungen 

y  =  y  3.r  —  ]/4a;2  +  5 , 


—  y^— 3       -^2a:-  —  3a:  +  5 
^"l/rr  +  S  ^'-1 

werden  also  irrationale  Functionen  erklärt.  Man  erkennt  aus 
diesen  Beispielen,  dass  Potenzen  von  x  mit  gebrochenen  (posi- 
tiven oder  negativen)  Exponenten  irrationale  Functionen  von  x 

sind,  denn  es  ist 

1  1 

X       =fx,     X       =in=- 
y  X 

Bemerkung^. 

Bei  dieser  Eintheilung  der  Functionen  handelte  es  sich  nur  um  ent- 
wickelte Functionen;  nimmt  man  aber  die  unenttoickelten  Functionen  hinzu, 
so  erweitert  sich  der  Begriff  der  algebraischen  Functionen,  und  zwar 
heisst  dann  y  eine  algebraische  Function  von  a;,  wenn  y  die  Wurzel 
einer  Gleichung  von  der  Form 

Go{x)  .  y'^  -f  G^ix) .  yn-i  +  •    .  +  6-'„-i(a;) .  y  +  Gnix)  =  0 
ist,    wobei    Gq{x),    Gi{x),  .  .  .  Gn—i(x),    Gn(x)    sämmtlich    garize  rationale 
Functionen    von    x   sind.      Vorläufig    können     aber    solche    algebraische 
Functionen  übergangen  werden. 


§  2.     Geometrische  Darstellung  der  Functionen. 
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Geometrische  Darstellung  der  Functionen. 

Von  dem  Verlaufe  einer  Function  kann  man  sich  auf  zwei- 
fache Weise  eine  Vorstellung  macheu,  erstens  durch  eine  Tabelle 
und  ziceüens  durch  eine  Figur. 

Solche  Tabellen  sind  z.  B.  für  die  Functionen  -•>  ^x,  j^x, 

\ogx,  log(sina-),  log(cosa-)  u.  s.  w.  hergestellt  und  zwar  in  der 
Weise,  dass  in  der  einen  Coloime  die  verschiedenen,  nach  regel- 
mässigen Intervallen  eingetheilten  Werthe  von  x  und  in  der 
anderen  Colonne  die  zugehörigen  Wei'the  von  y  stehen,  z.  B. 


X 

y  =  ^ogx 

1 

0 

2 

0,301  030  0 

3 

0,177  121  3 

4 

0,602  060  0 

Das  andere  Mittel  bietet  die  analytische  Geometrie.  Sind 
nämlich  in  einer  Ebene  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien  OX 
und  0  Y  gegeben  (Fig.  3),  und  legt  mau  durch  einen  beliebigen 
Punkt  P  die  Gerade  JRP  parallel  zu  OX  und  die  Gerade  QP 
parallel  zu  OY,  so  erhält  man  ein  Pa- 
rallelogramm OQPB,  in  welchem 

0Q  =  RP=x, 

0E=  QP  =  y 
die  Coordinaten  des  Punktes  P  heissen, 
und  zwar  nennt  man  x  die  ^^Abscisse'' 
und  y  die  ,,Ordinate^^  des  Punktes  P. 
Die  gegebenen  Geraden  OX  und  OY 
heissen    die    ,^Coordinaten-Axe7i'-^,   und 

zwar  heisst  OX  die  „Absasie/i-Axe'''  oder  „X-^a-e",  OYheisst 
die  „Ordifiaten-Axe''^  oder  „Y-Axe^^,  und  ihre  Zusammenstellung 
heisst  ein  „Parallel- Coordinatensystem''.  Dabei  nennt  man  0 
den  „Nullpunkt'-''  oder  den  „Anfangspu7ikt  des  Coordinaten- 
systems". 

Kiepert,  Differential- Rechnung.  2 
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Durch  die  Lage  des  Punktes  P  sind  also  seine  Coordinaten 
X  und  y  bestimmt;  umgekehi't  ist  aber  auch  die  Lage  des 
Punktes  P  bestimmt,  wenn  seine  Coordinaten  .r  und  y  gegeben 
sind.  Schneidet  man  nämlich  OQ  =  z  von  0  aus  auf  der  X-Axe 
und  OB  =  y  von  0  aus  auf  der  Y-Axe  ab ,  so  schneiden  sich 
die  Geraden,  welche  man  bezw.  durch  P  parallel  zur  X-Axe 
und  durch  Q  parallel  zur  l'-Axe  legt,  im  Punkte  /-*. 

Allerdings  ist  diese  Construction  nur  dann  eindeutig,  wenn 
man  die  ei?ie  Seite  der  X-Axe,  z.  B.  die  rechts  von  0  verlaufende, 
als  die  positive  und  deshalb  die  andere  Seite  als  die  negatice 
festsetzt,  so  dass  0Q  =  x  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite 
abzutragen  ist,  jenachdem  x  einen  positiven  oder  negativen  Werth 
hat.  Ebenso  muss  man  auf  der  Y-Axe  die  eine  Seite,  z.  B.  die 
über  der  X-Axe,  als  die  positive  und  deshalb  die  andere  als  die 
negatice  festsetzen. 

Für  Adele  Untersuchungen  ist  es  am  bequemsten,  ein  ..recht- 
icinkliges'^  Coordinatensystem  zu  Grunde  zu  legen,  bei  welchem 
die  Coordinaten -Axen  sich  rechtwinklig  schneiden.  Das  Parallelo- 
gramm OQPP  wird  dann  ein  Rechteck. 

Betrachtet  man  nun  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten eines  Punktes,  so  entspricht  jedem  Werthepaare  der  eben 
beschriebeneu  Tabelle  ein  Punkt.  Da  man  den  Unterschied 
ZAAischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Werthen  von  .r,  wie  eine 
nähere  Untersuchung  zeigt,  beliebig  klein  machen  kann,  so  wii"d 
die  Anzahl  dieser  Punkte  beliebig  gross;  auch  werden  im  All- 
gemeinen die  auf  einander  folgenden  Punkte  einander  beliebig 
nahe  liegen  und  dadurch  eine  stetig  verlaufende  Ciu've  bestimmen, 
W'Clche  der  Gleichung 

y  =/(^) 
entspricht.     Ist  z.  B, 

(1.)  y  =  .r2  +  3.r  — 2, 

SO  ergiebt  sich  die  Tabelle 
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und  daraus  die  in  Fig.  4  dargestellte  Curve. 


Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Gleichung 

(2.)  a;2  +  y'  —  25  =  0, 

oder 


(2a.)  ?/  =  d='|/25— a;2. 

Die  Curve,  welche  dieser  Glei- 
chung entspricht,  ist  der  in  Fig.  5 
dargestellte  Kreis. 

Liegt  die  einer  Gleichung  zwi- 
schen X  und  y  entsprechende  Curve 
gezeichnet  vor,  so  kann  man  zu  jedem 
Werthe  von  x  die  zugehörigen  Wertlie 
von  y  finden,  indem  man  im  Ab- 
stände X  eine  Parallele  zur  Y-Axe 
zieht,  welche  die  Curve  in  einem  oder 

in  mehreren  Punkten  P  schneidet.  Der  Abstand  eines  solchen 
Punktes  P  von  der  X-Axe  ist  dann  ein  zugehöriger  Werth 
von  y. 

Möglicher  Weise  wird  diese  Parallele  die  Curve  in  gar 
keinem  Punkte  schneiden.  Dies  tritt  in  dem  zw^eiten  Beispiele 
ein,  wenn  x''-  >  25  ist;  dann  wird  nämlich  y  imaginär. 
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§  3. 

Functionen  von  mehreren  Veränderlichen. 

Besteht  eine  Gleichung-  zwischen  drei  Veränderlichen  x.  y, 
z,  ist  z.  B. 

z  =  ?,z-~-l3:y  +  lly^', 

SO  heisst  ;::  eine  Function  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y, 
weil  jedem  Werthepaare  x,  y  ein  oder  mehrere  Werthe  von  z 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  zugeordnet  sind. 

Ganz  allgemein  kann  man  eine  Function  von  zwei  Veränder- 
lichen in  folgender  Weise  erklären: 

Eine  veränderliche  Grösse  z  heisst  eine  Function  der  beiden 
Veränderlichen  x  und  y  für  ai<x<a<2,  bi<y<b2,  wenn  jedem 
Werthepaare  x,  y  in  den  angegebenen  Intervallen  ein  oder 
mehrere  Werthe  ton  z  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zugeordnet 
sind. 

Diese  Erklärung  lässt  sich  leicht  auch  auf  Functionen  von 
drei  und  mehr  unabhängigen  Veränderlichen  erweitern. 

So  ist  z.  B.  der  Flächeninhalt  \~)  eines   Dreiecks    eine 

{r'^7Th\ 
Function  der  Grundlinie  g  und  der  Höhe  A;  das  Volumen  (  — ^ ) 

eines  Kreiskegels  ist  eine  Function  vom  Halbmesser  r  des  Grund- 
kreises und  der  Höhe  h. 

Das  Volumen  eines  Kegelstumpfes 

— -  {i\-  -\-  r^r^  -f  ra^j 
o 

ist  eine  Function  der  Höhe  h  und  der  Halbmesser  ri  und  r^  der 
beiden  begrenzenden  Kreise. 

Die  Schwingungszahl  einer  gespannten  Saite  ist  eine  Func- 
tion ihrer  Länge,  ihrer  Dicke  und  der  spannenden  Gewichte. 

Der  Zins,  w^elchen  ein  ausgeliehenes  Capital  bringt,  ist  eine 
Function  des  Capitals,  der  Zeit  und  des  Zinsfusses. 

Um  anzudeuten,  dass  y  eine  Function  von  n  Veränderlichen 
2-1,  xi,  ...Xn  ist,  schreibt  man 

V  =/(^t,  x^,  ...a-„), 
oder 
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3/  =  FiXi ,   a-o ,    ...Xn), 

oder 

y  =  (f{Xi,    X.2,    ...Xn). 

Die  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen  kann  man  in 
derselben  Weise  eintheilen  wie  die  Functionen  von  einer  Ver- 
änderlichen ;  es  giebt  also  auch  hier  eindeutige  und  mehrdeutige^ 
entwickelte  und  unentwickelte  Functionen. 

Die  entwickelten  Functionen  werden  eingetheilt  m  alge- 
braische und  transcendente.  Dabei  unterscheidet  man  unter  den 
algebraischen  Functionen  je  nach  ihrer  Bildung  aus  den  unab- 
hängigen Veränderlichen  und  constantcn  Grössen  gerade  so  wie 
bei  den  Functionen  von  einer  Veränderlichen 

1)  ganze  rationale  Functionen, 

2)  gebrochene  rationale  Functionen, 

3)  irrationale  Functionen. 

Alle  übrigen  Functionen  heissen  transcendent. 


§4. 

Begriff  der  Grenze. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Kr.  1.)*) 
Wen7i   eine  Reihe   von   Grössen  Xi,  Xo,  X^, ...  sich  ei?ier 
Constanten  Grösse  A  immer  mehr  nähert,  so  dass  schliesslich  der 
Unterschied    zicischen    Xn    und   A   für    hinreichend   grosses    n 
beliebig  klein  tcird,  so  heisst  A  die  Grenze  (limes)  von  X„. 

Dabei  kann  es  vorkommen,  dass  X„  immer  kleiner  bleibt 
als  die  Grenze  A,  oder  dass  X„  immer  grösser  bleibt  als  die 
Grenze  A;  es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  diese  Grössen 
Xn  bald  grösser  sind ,  bald  kleiner  als  die  Grenze  A ,  der  sie 
sich  nähern.  Ausserdem  ist  es  möglich,  dass  für  gewisse  Werthe 
von  n  der  Unterschied  zmschen  Xn  und  A  kleiner  ist  als  der 
Unterschied  zwischen  Xn+i   und  A,  wenn  nur  für  hinreichend 


*)  Die  wichtigsten  Formeln  sind  im  Anhange  zu  einer  Tabelle  zu- 
sammengestellt. 
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grosse  Wei'the  von  n  dieser  Unterschied  beliebig  klein  gemacht 
werden  kann. 

Um  auszudrücken,  dass  A  die  Grenze  von  X„  ist,  schreibt 
man 

lim  X„  :=  A  .        (spricli:  limes  A'n  für  limes 
,>=oo  n  gleich  unendlich.) 

Es  kommt  auch  vor,  dass  man  die  Reihe  von  Grössen  Xi, 
X2,  X3, ...  duixh  eine  veränderliche  Grösse  X  ersetzt,  die  sich 
so  verändert,  dass  der  Unterschied  zwischen  X  und  der  con- 
stanten  Grösse  A  immer  kleiner  und  scliliesslich  beliebig  klein 
wird.  Auch  in  diesem  Falle  nennt  man  A  die  Grenze  von  X 
und  schreibt 

lim  X  =  A. 


Beispiele. 

1)  Der  Umfang  eines  Kreises  ist  die  Grenze  vom  Umfange 
des  dem  Kreise  einbeschriebenen  regelmässigen  w-Ecks,  wenn 
die  Anzahl  der  Seiten  immer  grösser  wü'd,  denn  der  Unterschied 
zwischen  beiden  whd  beliebig  klein  .^  wenn  man  n  hinreichend 
gross  macht. 

Ebenso  kann  der  Umfang  des  Kreises  als  Grenze  des  dem 
Kreise  umschriebenen  regelmässigen  w-Ecks  angesehen  werden. 

2)  Auch  die  Fläche  des  Kreises  ist  die  Grenze  vom  Flächen- 
inhalt des  dem  Kreise  einbeschriebenen  und  ebenso  des  um- 
schiiebenen  w-Ecks,  wenn  n  immer  grösser  wird. 

3)  Es  ist 

0,7777...  =  ito  (^  +  3^  +  -;-  +  ... +  j^)  =  ^. 

Hierbei  bedeutet  das  Zeichen  lim  (sprich :  limes  für  limes /^  gleich 

n=oo 

unendlich),  dass  der  Werth  der  Summe  (t^  +  j!^  +  -tt^  H 

+  — —  j  gesucht  wii'd,  wenn  w  über  jedes  Mass  hinaus  wächst. 

7 
Dieser  gesuchte  Grenzwerth  ist  in  der  That  -  ?  denn  es  wii'd 
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9"    10~90' 

7 
100       900 ' 

7  _  /  7     ,J__,       7    \  _  J 7_  _  _7__ 

9  ~"  UÖ       100       1000/  ~  900       1000  ~  9000 


9       VlO       100/       90       10( 
VlO       100       1000/       90( 


9       \10  ^  100       1000  lOV        9 .  10'* 

7 
Der  Unterschied  zwischen  -  und  0,777...  wird  also  beliebig 

9 

Mei/i,   wenn  man   eine  hinreichend  grosse  Anzahl  von  Decimal- 
stellen  berücksichtigt. 

Aehnliches  gilt  ganz  allgemein,  wenn  man  einen  gewöhn- 
lichen Bruch,  dessen  Nenner  von  2  und  5  verschiedene  Factoren 
enthält,  in  einen  periodischen  Decinialbruch  verwandelt. 

4)  Es  ist 

i™0+2  +  i  +  l  +  -  +  |;)  =  2- 

In  der  That,  es  wird 

Der  Unterschied  zwischen  l+o+T  +  ^"^ ^  '^^    ™^ 

J  '1  o  ^ 

2  wird  also  beliebig  klein,  wenn  man  n  hinreichend  gross  macht. 

5)  Die  Gleichung        _ 

]/3  =  1,732  05 

ist  nicht  genau,  denn  es  wird 

1,732  052  =  2,999  997  202  5, 
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ein  Ausdruck,  der  von  3  um  eine  kleine  Grösse  verschieden  ist ; 
nimmt  man  aber  mehr  Decimalstellen,  so  kann  man  den  Unter- 
schied zwischen  dem  Quadrat  des  Decimalbruches  und  3  immer 
kleiner  machen.  Es  ist  also  |/3  die  Grenze,  welcher  sich  der 
Decimalbruch  nähert;  d,  h.  der  Unterschied  zwischen  dem  Deci- 
malbruch  und  Ys  wird  beliebig  /dein,  wenn  man  die  Anzahl 
der  Stellen  hinreichend  gross  macht. 


6) 


lim 


%\\\z 


=  1. 


Fis 


Hierbei  bedeutet  das  Zeichen 

sinz 
lim  (sprich:  limes  — -  für  limesz 

==0  z 

gleich  0),    dass  der  Werth   von 

— -  bestimmt  werden  soll,  wenn 
z 

sich  der  Werth  des  Bogens  z  der 

Null  beliebig  nähert. 

Zum  Beweise  beachte  man,  dass  für  alle  Bogen  z,  welche 

kleiner  als  —  (d.  h.  kleiner  als  90*^;  sind,  in  Figur  6 
(1.)  "       ACOB^SectOYAOB^ADOB 

wird.  Das  Gleichheitszeichen  kommt  hierbei  nur  in  Betracht, 
wenn  der  Bogen  AB  gleich  Null  wird.  Macht  man  den  Halb- 
messer des  Ki'eises  um  0  gleich  1,  so  ist 

sinz  =  CB,     cosz  =  CO,     tgz  =  BD, 
also 

2  ACOB  =  CB  .CO  =  sinz  cosz, 

2  Sector  AOB  =  AB  .  AO  =  z, 


2  aDOB  =  OB  .  BD  =  tgz  = 


smz 
cosz 


folglich  gehen  die  Ungleichungen  (1.)  über  in 

/-,    \  •  ^    _.sinz 

(la.)  smz  cosz  ^  z  ^ • 

^     ^  —    —  cosz 

Indem  man  die  Gleichungen 

(2.)  sinz  =  sinz  =  sinz 

durch  die  Ungleichungen  (la.)  dividirt,  erhält  man 
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/    N  1     .^sin-  ^ 

(3.)  ^ >cosz: 

'  C0S2:  —      z     — 

d.  h.  --^  lie2t  immer  zwischen  cos~  und  •     Da  nmi  aber 

z  °  COSz 

(i.)  lim  COS-  =  1     und    lim  =  1 

^      ■  s=o  a=o  cos 2 

wird,  so  muss  auch 

,.     sins 
(5.)  hm  -^  =  1 

2=0  2 

sein. 

Der  Sinn  dieses  Resultates  lässt  sich  folgendermassen  aus- 
sprechen : 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Sinus  eines  Bog-ens  z  und 

dem  Bogen  selbst  wh^d  im  Verhältniss  zu  diesem  Bogen  z  beliebig 

klein,  wenn  man  den  Bogen  hinreichend  klein  macht.     So  ist 

arcus  4«  =  0,069  813  17,       sin  4«  =  0,069  756  47, 

arcus  2°  =  0,034  906  58,       sin  2»  =  0,034  899  42, 

arcus  1«  =  0,017  453  29,       sin  1^  =  0,017  452  41, 

arcus  30'  =  0,008  726  64,     sin  30'  =  0,008  726  54, 

arcus  15'  =  0,004  363  32,     sin  15'  =  0,004  363  31, 

arcus  7-1'  =  0,002  181  66,     sin  7^  =  0,002  181  66, 


also 


arcus  40  -^  ^  _5^^  ^  ^^^^^  3^^  17, 


arcus  4°  69  818  17 

arcus  2°  —  sin  2°  716 


arcus  2°  34  906  58 

arcus  V  —  sin  1°  88 


=  0,000  205  12, 
=  0,000  050  42, 


arcus  1"  17  453  29 

arcus30'-sin30'  _  _10__^  _  ^^^ 

arcus  30'  8  726  64 
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§5. 

Das  unendlich  Kleine  und  das  unendlich  Grosse. 

( Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Kr.  2— i.J 

Nähert  sich  eine  ter'dnderliche  Grösse  der  Grenze  0,  so  sagt 
man,  sie  loerde  unendlich  klein. 

Nach  den  Auseiiiandersetzung'en  des  vorhergehenden  Para- 
graphen könnte  man  die  Erklärung  des  unendlicli  Kleinen  daher 
auch  so  fassen: 

Wemi  eine  veränderliche  Grösse  immer  kleinere  und  kleinere 
Werthe  annimmt ,  so  dass  sie  kleiner  xoerden  kann  als  Jede  ge- 
gebene Grösse,  so  sagt  man,  sie  xcerde  unendlich  kleiji,  oder  noch 
besser,  sie  xcerde  verschxüinde7id  klein. 

Wenn  man  also  von  „verschu-indend  kleinen^''  oder  von  „xtn- 
endlich  kleinen  Grössen'''  spricht,  so  muss  man  sich  stets  dessen 
hewusst  bleiben,  dass  man  zunächst  mit  kleinen  veränderlichen 
Grössen  rechnet,  die  sich  dann  der  Grenze  0  beliebig  nähern 
sollen. 

Es  ist  sehr  bequem,  diese  vereinfachte  Bezeichnung  zu  be- 
nutzen, damit  man  es  nicht  nöthig  hat,  in  jedem  einzelnen  Falle 
die  Auseinandersetzung  des  hier  angedeuteten  Grenz  Verfahrens 
zu  wiederholen. 

Wenn  ei?ie  veränderliche  Grösse  immer  grössere  und  grössere 
Werthe  annimmt,  so  dass  sie  jede  gegebene  Grösse  übersteigen 
kann,  so  sagt  man,  sie  xcerde  xmendlich  gross,  oder  noch  besser^ 
sie  sei  eine  unbegrenzt  wachsende   Grösse. 

Das  Zeichen  für  unendlich  gross  ist  oo. 

AVenn  man  also  von  „unbegrenzt  loachsenden''^  oder  von 
^,u7iendlich  grossen  Grösse?i"  spricht,  so  will  man  wiederum  ein 
Grenzverfahren  andeuten,  welches  darin  besteht,  dass  man  zu- 
nächst mit  endlichen,  veränderlichen  Grössen  rechnet,  die  dann 
aber  grösser  werden  dürfen  als  jede  angebbare  Grösse. 

So  wird  z.  B.  tg«  erklärt  als  das  Verhältmss  der  beiden 
Katheten  im  rechtwinkligen  Dreieck,  von  denen  die  erste  dem 
spitzen  Winkel  «  gegenüberliegt.  Wächst  der  Winkel  w,  so 
wächst  auch  tga.     Für   u  —  90"   hat  diese  Erklärung  keinen 
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Sinn  mehr,  weil  es  kein  geradliniges  Dreieck  giebt,  das  zwei 
rechte  Winkel  enthält;  trotzdem  sagt  man 

tg900  =  oo 

und  will  damit  ausdrücken,  dass  tg«  über  jede  angebbare  Grösse 
hinaus  wächst,  wenn  sich  a  dem  Werthe  90*^  beliebig  nähert. 

Eine  Grösse  heisst  ^^eudlich''\  wenn  sie  tceder  unendlich  klein 
noch  unendlich  gross  xoird. 

Satz  1.  Neben  einer  endlichen  Grösse  darf  eitie  verschicin- 
dend  kleine  Grösse  vernachlässigt  werden,  oder  mit  anderen 
Worten:  eme  endliche  Grösse  bleibt  unverändert,  wenn  man  sie 
um  eine  unendlich  kleine  Grösse  cermehrt  oder  vermindert. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  aus  der  Erklärung  der 
unendlich  kleinen  oder  verschwindend  kleinen  Grössen.  Man 
könnte  die  unendlich  kleinen  Grössen  geradezu  dadurch  erklären, 
dass  sie  neben  einer  endlichen  Grösse  vernachlässigt  werden 
dürfen. 

Von  diesem  Satze  kann  man  sofort  einige  Anwendungen 
machen.    Es  sei 

lim  X  =  A,  lim  Y  =  B, 

also      X  =  A-\-  u,  Y  =  B  -\-  ß, 

wobei  a  und  ß  beim  Uebergange  zur  Grenze  verschtvindend 
kleine  (positive  oder  negative)  Grössen  sind.  Dann  werden  aber 
auch  u  -{-  ß  und  «  —  ß  verschwindend  klein,  folglich  wird 

lim(X  =fc  F)  =  \m\{{A  -±i  B) -\- {a  ±.  ß)^  =  A  ±:  B , 
oder 

(1.)  lim  (X  ±  Y)  =  lim  X  dz  lim  Y. 

Dies  giebt  in  Worten  die  beiden  folgenden  Sätze: 

Satz  2.  Der  Grenzwerth  einer  Summe  ist  gleich  der  Summe 
der   Grenzwerthe  der  einzelnen  Summanden. 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  Summen  von  beliebig  vielen 
Gliedern. 

Satz  3.  Der  Grenzicerth  einer  Differenz  zweier  Grössen 
ist  gleich  der  Differenz  ihrer  Grenzicerthe. 

Ferner  ist 
X  .  Y={A  +  a)  {B  -]-  ß)  =  AB  -{■  aB  +  ßA  +  uß. 
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Da  A  und  B  endliche  Grössen  sind,  so  werden  beim  Ueber- 
gange  zur  G-renze  aB  und  ßA  verschwindend  klein,  und  da  auch 
aß  verschwindend  klein  wird,  SO  erhält  man 

lim(X.y)  =  ^.^, 
oder 
(2.)  lim (X  .  y )  =  lim  X  .  lim  Y. 

Dies  giebt  in  Worten: 

Satz  4.  Der  Grenzioerth  eines  Productes  ist  gleich  dem 
Producte  der  Grenzwerthe  der  einzelneji  Factor en. 

Schliesslich  ist 

X  _  ^  +  «  _A       aB  —  ßA 

Y~  B  +  ß  "B^  'B{B~+ß) ' 

Beim  Uebergange  zur  Grenze  werden  uB  und  ßA  ver- 
schu-inde7id  klein,  während  unter  der  V^oraussetzung,  dass  B^O 
ist,  B(B  +  ß)  den  endlichen  Werth  B-  erhält,  folglich  wird 

'""(f)  =  5' 

oder 

limX 


(3.)  l^"^('y)  = 


lim  Y 
wenn  lim  Y  ^  0  ist. 
Daraus  ergiebt  sich 

Satz  5.  Der  Grenzwerth  eities  Bruches,  dessen  Nenner  an 
der  Grenze  Don  Null  verschieden  bleibt,  ist  gleich  dem  Grenz- 
icerthe  des  Zählers,  dividirt  durch  den  Grenzwerth  des  Netmers. 

Aus  der  Erklärung  der  unbegrenzt  wachsenden  Grössen 
folgt: 

Satz  6.  Eine  unbegrenzt  wachsende  Grösse  wächst  auch 
dann  noch  unbegrenzt,  toenn  man  sie  um  eine  endliche  Grösse 
vermehrt  oder  vermindert,  oder  mit  anderen  Worten:  eine  Grösse 
bleibt  unendlich  gross,  auch  wenn  man  eine  endliche  Grösse  zu 
ihr  addirt  oder  von  ihr  subtrahirt. 
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§  6. 

Ueber  die  Rechnung  mit  unendlich  kleinen  Grössen. 

Nach  den  Erklärungen  des  vorhergehenden  Paragraphen 
Avird  eine  Grösse  dann  unendlich  klein  (oder  verschwindend 
klein),  wenn  man  sie  kleiner  machen  kann  als  jede  gegebene 
Grösse.  Wie  gross  auch  die  Genauigkeit  sein  mag,  mit  der 
man  rechnen  will,  man  kann  die  verschwindend  kleinen  Grössen 
sü  klein  machen,  dass  sie  neben  einer  endlichen  Grösse  nicht 
mehr  in  Betracht  kommen. 

Verlangt  man  z.  B.,  dass  eine  Zahl  bis  auf  n  Decimalstellen 
genau  berechnet  wird,  so  genügt  es,  eine  etwa  hinzutretende- 
unendlich  kleine  Grösse  kleiner  anzunehmen  als 

1 
2T1O" ' 
damit  sie  im  Vergleich  zu  der  endlichen  Zahl  verschioindend 
klein  wird.  Man  kann  daher  die  unendlich  kleinen  Grössen 
nicht  mit  endichen,  sondern  nur  mit  unendlich  kleinen  Grössen 
vergleichen;  das  Verhülhiiss  zweier  unendlich  kleinen  Grössen 
kann  nämlich  sehr  wohl  einen  endlichen  Werth  haben,  wie  die 
beiden  folgenden  Aufgaben  aus 
der  Geometrie  und  Mechanik 
zeigen  mögen. 

1.   Es  sei 

(1.)  y=f{^) 

die  Gleichung  einer  Curve  PP^ 

(Fig.  7),  in  welcher  die  Punkte 

P  und  Pi   durch  eine  Secante 

verbunden  sind.    Der  Winkel  ß, 

den  diese  Secante  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet^ 

ist  dann  bestimmt  diu-ch  die  Gleichung 

(2.)  tsß  =  tgRPP,  =  ^- 

Bezeichnet  man  nun  die  Coordinaten  des  Punktes  P  mit  x 
und  y,  die  des  Punktes  Pi  mit  xi  und  t/i*),  so  wird 


Fi£ 


^•=)  In  dem  Folgenden  sollen  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  immer 
mit  X,  y,  die  eines  Punktes  Pi  mit  xi,  yi,  allgemein  die  eines  Punktes- 
Pn  mit  xn,  yn  bezeichnet  werden. 
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OQ  =  .r,     QP  =  y,     OQ,=xy,     Q,P,  =  y,, 
also 

Pi2=    QQi  =  OQi— OQ  =  :r,  —  .r, 

folglich  wird 

(3.) 

Die  Differenzen  a-i  —  x  und  y^  — y  bezeichnet  man  gewöhn- 
lich mit  Jx  und  Jy.  Die  Gleichung  (3.)  nimmt  dadurch  die 
Form 

(3a.)  tg,-*  =  ^ 

an.  Nähert  sich  jetzt  der  Punkt  P\  dem  Punkte  P,  so  werden 
auch  Jx  und  Jy  immer  kleiner.  Wird  schliesslich  der  Abstand 
des  Punktes  Pi  von  P  verschwindend  klein,  so  werden  auch  Jx 
und  Jy  verschwindend  kleine  Grössen,  welche  man  dann  ^.Diffe- 
rentiale'-^  nennt  und  mit  dx  und  dy  bezeichnet.  Gleichzeitig  geht 
die  Secante  PPi  in  die  Tangente  TP  über,  welche  mit  der  positiven 
Richtung  der  X-Axe  den  Winkel  a  bildet.  Die  Tangente  im 
Curvenpunkte  P  ist  nämlich,  eine  Secante,  bei  der  zwei  Schnitt- 
punkte P  und  Pi  i?i  einen  Punkt  ^  den  Berührungspunkt  P  zu- 
sammengefallen sind. 

Die  Gleichung  (3a.)  geht  daher  über  in 

Den  Quotienten  der  beiden  Differentiale  dy  und  dx  nennt 
man  einen  , .Differential-Quotienten^^. 

2.  Unter  der  Geschwindigkeit  c  eines  (z.  B.  in  gerader 
Linie)  gleichförmig  fortbewegten  Massenpunktes  versteht  man 
die  Länge  des  Weges,  der  in  der  Zeiteinheit  (Secunde)  zurück- 
gelegt wh'd.  In  t  Secunden  ist  daher  die  Länge  des  zuiiick- 
gelegten  Weges 
(5.)  s  —  ct. 

Ebenso  ist  die  Länge  des  Weges,  welchen  der  Massenpunkt 
in  tx  Secunden  zmiicklegt, 
(5a.)  si  =  c^i,    also    «1  —  Ä  =  c\t^  —  t). 
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Dabei  ist  61  —  s  der  in  dem  Zeitintervall  von  t  bis  fi 
zurückgelegte  Weg.  Dies  giebt  für  die  Geschwindigkeit  bei 
gleichförmiger  Bewegung  den  Werth 

(6.)  .        ■"-' 


U  —  t 


In  dieser  Formel  ist  es  ganz  gleichgültig,  wie  gross,  bezw. 
wie  klein  das  Zeitintervall  ^  —  f  ist ,  weil  der  zui^ückgelegte 
Weg  si  —  s  in  demselben  Verhältnisse  -wächst  und  abnimmt  wie 
U—t 

Wenn  die  Bewegung  nicht  mehr  gleichförmig  ist,  d.  h.  wenn 
der  bewegte  Massenpunkt  in  gleichen  Zeiten  nicht  mehr  gleiche 
Strecken  zurücklegt,  so  kann  man  doch  noch  von  der  mittleren 
Geschwindigkeit  im  Zeitintervalle  von  t  bis  t^  sprechen  und  diese 
wieder  erklären  als  das  Verhältniss  der  in  der  Zeit  /i  —  t  zurück- 
gelegten Strecke  61  —  s  zu  diesem  Zeitintervalle  if,  —  t.  Bezeichnet 
man  diese  Differenzen  s^  —  s  und  ^  —  t  bezw.  mit  Js  und  dt^ 
so  ist  also  die  mittlere  Geschwindigkeit 

z/s 6-1  ■ —  6- 

~It  ~  t^  —  t ' 

Wird  das  Zeitintervall  Jt  immer  kleiner  und  schliesslich 
verschwindend  klein,  so  wird  auch  Js  verschAnndend  klein. 
Diese  verschwendend  kleinen  Grössen  bezeichnet  man  bezw.  mit 
dt  und  ds  und  nennt 

/r-  \  ds       ,.     Js 

<'•'  "  =  7(  =  '™2-/ 

„die  Geschicindigkeit  der  ungleichförmigen  Bewegung  zur  Zeit  /". 

Auch  hier  nennt  man  die  verschwindend  kleineu  Grössen 
ds  und  dt  „Differentiale''''  und  ihren  Quotienten  einen  „Differen- 
tial- Quotienten''''. 


]\lit  solchen  Differentialen   und  Differential-  Quotienten    hat 
man  es  hauptsächlich  in  der  Differential -Rechnung  zu  thun. 

Man  kann  aber  auch  in  anderer  Weise  mit  verschwindend 
kleinen  Grössen  rechnen. 
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Tlieilt  man  nämlich  eine  endliche  Grösse  F  m  n  Theile  (die 
übrigens  nicht  gleich  zu  sein  brauchen),  so  ist  F  gleich  der 
Summe  aller  dieser  Theile.  Wenn  nun  die  Zahl  w,  d.  h.  die 
Anzahl  der  Theile  in's  Unbegi^enzte  wächst,  so  dass  die  einzelnen 
Theile  immer  kleiner  und  schliesslich  unendlich  klein  werden, 
so  erkennt  man,  dass  auch  die  Summe  von  unendlich  vielen, 
unendlich  kleinen  Grössen  sehr  wohl  einen  endlichen  Werth  F 
haben  kann. 

Solche  Summen  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Grössen  treten  in  der  Integral- Rechnung  auf. 

Beispiele  davon  kommen  schon  in  der  Planimetrie  und 
Stereometrie  vor. 

Indem  man  einen  Kreis  als  ein  regelmässiges  w-Eck  mit 
unendlich  vielen  Seiten  betrachtet,  findet  man  den  Umfang  des 
Kreises  als  die  Summe  dieser  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Seiten. 

Ferner  berechnet  man  die  Fläche  eines  Kreises  mit  dem 
Halbmesser  r,  indem  man  sie  in  unendlich  viele,  unendlich 
schmale  Sectoren  zerlegt.  Jeder  solche  Sector  wird  dann  als 
ein  Dreieck  betrachtet,  dessen  Spitze  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
ist,  und  dessen  Grundhnie  in  der  Peripherie  des  Kreises  liegt. 
Da  diese  Dreiecke  alle  dieselbe  Höhe  r  haben,  so  braucht  man 
nur  ihre  Grundlmien  zu  addiren  und  erhält  als  Summe  derselben 
den  Umfang  des  Kreises,  nämlich 

u  =  2rn. 

Der  Flächeninhalt  des  Kreises  ist  daher 

jT  ^  ^-  =  r-TT. 

Das  Volumen  einer  Kugel  kann  man  berechnen,  indem  man 
dieselbe  durch  Schnitte  senkrecht  zu  einem  Durchmesser  in 
unendlich  viele,  unendlich  dünne  Schichten  zerlegt  und  die  ein- 
zelnen Schichten  als  Kegelstumpfe  betrachtet. 

In  ähnlicher  Weise  berechnet  man  die  Oberfläche  einer 
Kugel,  indem  man  dieselbe  in  unendlich  viele,  unendlich  schmale 
Zonen  zerlegt,  welche  man  als  Mäntel  von  Kegelstumpfen  be- 
trachtet. 
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Das  Volumen  V  einer  Kugel  kann  man  auch  finden,  indem 
man  die  Kugeloberfläclie  in  unendlich  kleine  Dreiecke  zerlegt 
und  diese  Dreiecke  als  die  Grundflächen  von  Pyramiden  be- 
trachtet, die  alle  ihre  Spitze  im  Mttelpunkte  der  Kugel  haben. 
Die  Höhe  ist  bei  allen  diesen  Pyramiden  gleich  dem  Halbmesser  r 
der  Kugel,   folglich  ist  die  Summe  ihrer  Volumina  gleich  der 

Summe  ihrer  Grundflächen,  multiplicirt  mit  -  •     Da  die  Summe 

der  Volumina  gleich  dem  Volumen  der  Kugel  und  die  Summe 
der  Grundflächen  gleich  der  Kugeloberfläche  {-^r-n)  ist,  so 
findet  man 

3  3 

Bei  der  Eechnung  mit  unendlich  kleinen  Grössen  kommen 
daher  hauptsächlich  nur  zwei  Aufgaben  in  Betracht: 

1)  Es  ist  der  Werth  zu  bestimmen^  welchen  das  Verhältniss 
von  zuei  unendlich  kleinen  Grössen  annimmf. 

2)  Es  ist  die  Summe  von  unendlich  vielen^  unendlich  kleinen 
Grössen  zu  bestimmen. 

In  dem  Folgenden  wii-d  daher  auch  nur  auf  diese  beiden 
Aufgaben  Eücksicht  genommen  werden. 


§  7. 

Verschiedene  Ordnungen  der  unendlich  kleinen  Grössen. 

Die  verschwindend  kleinen  Grössen,  welche  in  einer  Rechnung 
vorkommen,  können  noch  sehr  verschiedenartig  sein.  Zerlegt 
man  z.  B.  einen  Würfel  durch  Schnitte,  senki-echt  zu  einer  Seiten- 
kante, in  n  gleiche  Schichten,  so  werden  die  einzelnen  Schichten 
verschwindend  kleine  Grössen,  wemi  n  in's  Unbegrenzte  wächst. 
Legt  man  jetzt  noch  Schnitte,  senki^echt  zu  einer  zweiten 
Kante,  so  kann  man  jede  dieser  Schichten  in  n  gleiche  Säulen 
zerlegen.  Wenn  jetzt  n  wieder  in's  Unbegrenzte  wächst,  so 
werden  diese  Säulen  versch"u1ndend  kleine  Grössen,  und  zwar 
sind  sie  auch  noch  verschwindend  klein  im  Verhältniss  zu  jeder 
einzelnen  Schicht,  weil  erst  unendhch  viele  Säulen  eine  solche 
Schicht  ausmachen. 

Kiepert.  Differential  -  Rechnung.  3 
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Schliesslich  kann  man  noch  durch  Schnitte,  senkrecht  zu 
einer  dritten  Kante  des  Würfels  jede  Säule  in  n  Würfel  zerlegen. 
Wächst  n  wieder  in"s  Unbeg-renzte,  so  werden  diese  Wüi'fel  noch 
verschwindend  klein  sein  im  Verhältniss  zu  den  verschwindend 
kleinen  Säulen,  weil  erst  unendlich  viele  Würfel  eine  solche  Säule 
ausmachen. 

Dies  Beispiel  zeigt,  dass  man  die  unendlich  kleinen  Grössen 
noch  in  verschiedene  Ordnungen  eintheilen  muss. 

Kommen  also  in  einer  Eechnung  verschiedenartige  unendlich 
kleine  Grössen  vor,  so  kann  man  eine,  z.  B  «,  nach  Belieben 
auswählen  und  festsetzen,  dass  «  eine  wiendlich  kleine  Grösse 
erster  Ordnung  heisse. 

Ist  dann  ß  eine  andere  unendlich  kleine  Grösse,  und  wird 

eine  endliche  Gi'össe,  so  heisst  ß  gleichfalls  eine  ^.unendlich  kleine 
Grösse  erster  Ordnung''^. 

Die  unendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung  haben  daher 
nach  dieser  Festsetzung  alle  die  Form  ap. 

Li 

Wenn  dagegen  -  selbst  wieder  eine  unendlich  kleine  Grösse 

erster  Ordnung  ist,  wenn  also        auf  die   Form    ap   gebracht 
werden  kann,  so  ist 

?=^ 

eine   endliche   Grösse.     Man  sagt  dann,  ß  sei  eine   ^^unendlich 
kleine  Grösse  zweiter  Ordnung''^ . 

Die  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung  haben  daher 
alle  die  Form  a^p. 

Ist  auch  noch  ^  eine  unendlich  kleine  Grösse  erstei-  Ord- 

p 

nung,  lässt  sich  also  -^  auf  die  Form  ap  bringen,  so  ist 

ß 

a^ 
eine  endliche  Grösse,  und  ß  heisst  eine  „unendlich  kleine  Grösse 
dritter  Ordnung''^. 
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So  kann  man  fortfahren;  es  heisst  dann  ß  eine  ..unendlich 
Meine  Grösse  /^'*''  Ordnung" ,  wenn 

eine  endliche  Grösse  ist.  wenn  also 

ß  =  a"p. 

Dabei  ist  n  nicht  nothwendiger  Weise  eine  ganze  Zahl, 
sondern  n  darf  auch  eine  gebroche?ie  positice  Zahl  sein. 

Auch  wenn  man  für  n  gebrochene  Werthe  zulässt,  so  sind 
in  der  Form  «"jo  noch  nicht  alle  unendlich  kleinen  Grössen  er- 
schöpft, wie  später  gezeigt  werden  soll.  Deshalb  möge  die 
gegebene  Erklärung  dahin  erweitert  werden,  dass  y  im  Vergleich 
zu   u    eine  ,.tine?idlich   Meine    Grösse  höherer    Ordnung'-''  heissen 

Y 
möne.  toenn  noch  —  unendlich  klein  wird. 
u 

Dies  vorausgeschickt,  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Satz  1.  unterscheiden  sich  die  unendlich  Meinen  Grössen 
derselben  Ord^iung  a  und  a'  vo?i  einander  7iur  durch  eine  unend- 
lich Meine  Grösse  hölierer  Ordnung  y^  so  ist  der  Grenzwerth 
ihres   Verhältnisses  gleich  1. 

Beweis.     Nach  Voraussetzung  ist 
(1.)  «'  —  «  =  y,     oder    «'—•«  +  y, 

wobei  y  eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  ist,    so 

dass  -=  e  selbst  noch  unendlich  klein  wird.    Deshalb  folgt  aus 

Gleichung  (1.) 

(2. )  -  =  1  +  £ ,     oder    lim  "'  =  1, 

denn  die  unendlich  kleine  Grösse  e  darf  neben  der  endlichen 
Grösse  1  vernachlässigt  werden  (nach  Satz  1  in  §  5). 
Von  diesem  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung: 
Ist  dei-  Grenztverth,  dem  sich  das  Verhältniss  zweier  tin- 
endlich  Meinen  Grössen  a  und  a'  nähert^  gleich  1,  so  können 
sich  u  und  a'  nur  durch  eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer 
Ordnung  von  einander  unterscheiden, 

3* 
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Beweis.    Ist  nämlich  wieder 


also 


a  u 


SO  folfft  aus  lim--  =  1,  dass  ~  unendlich  klein  werden  muss. 
°  «  « 

Beispiel.    Es  war  (vergl.  Formel  Nr.  1  der  Tabelle) 

,.    sinz 

hm =  1 , 

folglich  wird  c  — smz  unendlich  klein  von  höherer  Ordnung, 
wenn  z  unendlich  klein  von  der  emieti  Ordnung  wird. 

Satz  2.  Hat  das  Verhältniss  zweier  unendlich  klehien  Grössen 
a  und  ^  einen  endlichen  Grenzwerth  {oder  den  Grenziverth  0), 
so  ändert  sich  dieser  Grenzwerth  nicht,  icen?i  man  u  und  ß  um 
unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  vermehrt  oder  ver- 
mindert. 

Man  soll  also  zeigen,  dass 

wenn  «  und  ß  unendlich  kleine  Grössen  von  beliebiger  Ordnung 
sind,  während  /  und  d  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 
sein  sollen,  so  dass 

Y  O 

-^  =  r'    und    -T  =  (J' 

u  p 

selbst  noch  unendlich  kleine  Grössen  sind. 
Beweis.    Es  ist 

a  zkzY Ci        zh  ßy  ^  (Ji^ "         ±  y  ^  (^^' 

^^'^  ß~±d  ^ß'^    ßiß  ±  d)     "ß'^         ßd=ö 

ot       a     ±  /'  ^^  (J' 
^ß'^ß'     l±d' 

Da 

lim (1  ±  ö')  =  i,     lim (ir:  y'  =F  d')  =  0, 

(X 

und  da  -j  einen  endlichen  Werth  hat,  so  wird 

ß 
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(4.)  "'»^-•^^=°' 

d.  h.   —  •  ^ —  wird  verschuindend  klein  und  darf  neben 

ß  1  zir  o 

der  endlichen  Grösse  -n  vernachlässigt  werden.    Man  erhält  daher 

P 

(5.)  to^_^  =  l,m^- 

Da  sich  die  verschwindend  kleinen  Grössen  a  und  ß  von 
a'  =  a±:y     und     ß'  =  ß  d- ö 
nur  durch  verschwindend  kleine  Grösseu  höherer  Ordnung  unter- 
scheiden, so  kann  man  die  Gleichung  (5.)  auf  die  Form 

1-     cc'       ..     a 
(5a.)  hm-  =  lim- 

bringen  und  dem  Satze  2  die  folgende  Fassung  geben: 

CC 

Satz  2a.     Der  Grenzwerth  x>on  —   hleiU    wigeändert,    wenn 

mau  die  verschwindend  kleinen  Grösseii  a  und  ß  durch  andere 
a'  und  ß'  ersetzt^  icelche  sich  von  den  ersteren  nur  durch  ver- 
schtcindend  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unterscheiden. 

Beispiel.     Nach  Formel  Nr.  1   der  Tabelle  ist,  wenn  man 
für  z  das  eine  Mal  2>x  und  das  andere  Mal  ^x  setzt, 

,.     sin  (3a;)       ^      ,.     sin  (4a;) 

lun — ^ — ^  =  1,    lim — 7 — ^  =  Ij 

a;=0        OX  2=0         ^^ 

folglich  unterscheiden  sich  limsin(3.r)  und  limsüi(4a;)  von  lim  (8a;) 

und  lim  (4a;)   nur  diuxh  verschwindend  kleine  Grössen  höherer 

Ordnung;  man  erhält  daher 

,.      sin(3a:)       ,.     3a;      3 
hm    .  ;,  ,  =  hm  —  =  - • 
^=0  sm(4a;)  4a;      4 

Satz   3.     Sind  «i,  «2,   ...«„  verschwifidetid  kleine  Grössen, 
deren  Anzahl  n  iti^s  Unbegrenzte  wächst,    und  weiss  man,   dass 
die    Summe   dieser   unendlich  vielen,   unendlich   kleinen  Grössen 
einen  endlichen   Grenzwerth  S  besitzt,  dass  also 
iiS*  =  lim  (ofi  +  «2  H +  «m) 
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ist,  so  bleibt  dieser  Grenzwerth  unverändert,  xcenii  man  die  ver- 
schwindend kleinen  Grössen  «i,  «2, .  •  •  «n  um  verschxoindend  kleine 
Grössen  höherer  Ordnung  Y\,  y-2,  ■  ■  ■  Vn  vermehrt  oder  vermindert. 
Dem  Beweise  dieses  Satzes  möge  ein  Beispiel  zur  Erläuterung 
vorangestellt  werden. 

Es  sei  eine  ebene  Figur  AiABBi 
(Fig.  8),  oben  begrenzt  durch  einen 
Curvenbogen  AB,  links  und  rechts 
von  den  Ordinaten  AiA,  BiB  und 
unten  dui'ch  den  Abschnitt  A^B^ 
der  X-Axe.  Indem  man  AiBx  in 
n  (gleiche  oder  ungleiche)  Theile 
zerlegt  und  durch  die  Theilpunkte 
Parallelen  zu  der  Y-Axe  zieht,  kann 
man  den  Flächeninhalt  F  der  Figur 
in  n  Streifen  «1,  «2,  ...w„  zerlegen.    Dadm^ch  wird 

(6.)  F=  «1  4-  «.,  +  ...  +  an  =  ^u. 

Ist  nun  QPPiQi  ein  solcher  Streifen,  und  zieht  man  durch 
P  eine  Parallele  PP  zur  X-Axe,  so  zerfällt  der  Streifen  u  in  das 
Rechteck  QPEQi  =  a'  und  das  Dreieck  PRPi  =  y,  folglich  wii^d, 
wenn  man  dieselbe  Construction  für  sämmtliche  Streifen  ausführt, 

(7  )  Ui  =  «1'  +   ^1  ,       «2  =  «2'   +  r2,    .  .  •  <^n  =  «n'  +  ?'« , 

oder 


(7a.) 


«1 


«1 


Yx,       «2'  =  «2  r-2,  .  .  ■  CCn    =  «n  —  Vn  , 


(8.)  F=:^a  =  ^(u'  +  r)  =  -«'  +  ^r- 

In  Figui'  8  sind   die  Streifen  «  sämmthch  grösser  als  die 
Rechtecke  «',   so   dass   in   den  Gleichungen  (7.)   und   (8.)   die 

Fig.  ü.  Fig.  10. 
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Grössen  y  sämmtlicli  positiv  sind.  Es  können  aber  auch  (wie 
in  Figur  9)  die  Streifen  u  sämmilich  kleiner  sein  als  die  Eeclit- 
ecke  «',  oder  es  können  (wie  in  Figiu-  10)  die  Streifen  a  zum 
Theü  grösser,  zum  Theil  kleiner  sein  als  die  Eechtecke  u'. 
Die  Gleichungen  (7.)  und  (8.)  bleiben  auch  in  diesen  Fällen 
noch  richtig,  wenn  man  unter  den  Grössen  y  ^uch  negative 
zulässt. 

Wü'd  jetzt  die  Anzahl  n  der  Streifen  immer  grösser,  werden 
also  die  Streifen  selbst  immer  schmaler,  so  werden  die  Dreiecke 
;'  nicht  nur  selbst  immer  kleiner,  sondern  auch  ihre  Summe  wii^l 
.immer  kleiner.  Selbst  wenn  man  die  Dreiecke  y  alle  positiv 
nimmt,  so  ist  ihi'e  Summe  kleiner  als  ein  Eechteck,  das  die 
Seite  -4 1^1  zur  Grundlinie  und  die  grösste  Höhe  der  Dreiecke  y 
ziu'  Höhe  hat.  Da  nun  aber  diese  Höhe  mit  wachsendem  n 
immer  kleiner  wird,  so  wü^d  auch  der  Flächeninhalt  des  Recht- 
ecks und  deshalb  erst  recht  2y  beliebig  klein.  Man  erhält  daher 
(9.)  lim  J;'  =  0,     F=  lim:^a  =  lim  Ja'. 

Nach  diesem  Beispiele  möge  der  oben  ausgesprochene  Satz 
zunächst  für  den  Fall  be^^■iesen  werden,  dass  die  Grössen  a  und 
y  sämmtlich  positiv  sind.     Es  wird  dann 

[  Ä  =  (ai  +  n)  +  («2  +  ;-2)  +  •••  +  («»  +  r.) ^  s,. 
Nach  Voraussetzung  sind  y\,  y-2,...yn  verschwindend  kleine 
Grössen  höherer  Ordnung,  d.  h.  es  sind 

(11.)  —  £l,        —   —  ^2,     •••  —  En 

«1  «2  Un 

selbst  wieder  verschwindend  kleine  Grössen,  die  man  also  kleiner 
machen  kann  als  jede  gegebene  Grösse.  Man  kann  sie  z.  B. 
kleiner  machen  als 

(12.)  *  =  iV«' 

wobei  man  den  Exponenten  /.  noch  so  gross  machen  kann,  wie 

man  will.    Dies  giebt 

(13.)  f  1  ^  f j     *2  ^  £,    ..-  Sn  ^  e- 
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Deshalb  wii^d 

S2  —  («1   +  «i£i)  +   («2  +  «2£2)   + !-(««+   «„€„) 

=  «1(1   +  £1)    +  «2(1   +   £2)   +  •••  +  ««(1   +   £n), 

oder 

(14.)  ^S'2^«,(l   +£)-}-   «2(1  +  €)  H f-  «„(1   +£), 

(14a.)         ^2^(ßl  +   «2  +  ---   +  «n)(l   +  £)=   ^1(1   +£), 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichung  (10.) 
(15.)  6-,  ^  ^-s  ^ -Si  +  f^, . 

Wächst  jetzt  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  nach  Voraus- 
setzung lim  -5"!  =  aS  eine  bestimmte  endliche  Grösse ,  und  £  wird 
beliebig  klein;  folglich  wü^d  auch  limfAS"!  beliebig  klein,  d.  h- 
verschwindend  klein,  so  dass  die  Ungleichung  (15.)  übergeht  in 
die  Gleichung 
(16.)  lim.S'2  =  hm.S'i  =  aS". 

Sind  die  Grössen  a  und  ;'  theilweise  positiv  und  theilweise 
negativ,  so  möge  der  Satz  nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen 
werden,  dass 

S  =  lim  («1  +  «2  +  •  •  ■  +  ««)  =  Ihn  -« 

auch  dann  noch  einen  endlichen  Werth  behält,  wenn  man  die 
Grössen  «  alle  positiv  ninunt.  Bezeichnet  man  also  den  absoluten 
Betrag  von  «  mit  |  «  j  und  den  absoluten  Betrag  von  y  mit  \y\, 
so  kann  mau  jetzt  in  derselben  "Weise  wie  vorMn  zeigen,  dass 

lim.^l;'!  =  0 
♦1=00 

wird.    Folglich  ist  erst  recht 

üm.5';'  =  0 
»»=00 

und  deshalb 

lim.^«  =  lün^(a  +  y). 


Setzt  man 

cci   =  «1  =b  Yi,      «2'  =  "2  :ir  r2,   •  •  •  «n'  =  ««  dr  Yn, 

SO  unterscheiden  sich  die  verschwindend  kleinen  Grössen  u  und 
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a'  von  einander  nm^  um  verschwindend  kleine  Grössen  höherer 
Ordnung;  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  3  w^ii^d  dann 

Hm(«i'  +  «2'  H f-  «,/)  =  lim(«i  +  «2  H h  «»)• 

Man  kann  daher  diesem  Satze  auch  die  folgende  Fassung 
geben : 

Satz  3a.  Der  Grenzwerth  vott  «1  +  «2  +  ■  •  •  +  «„  bleibt  un- 
cerü7idert,  wenn  die  terscliwindend  Jdeinen  Grössen  ai,  Ui,  ...  «„ 
durch  andere  «1',  «2',  ...««'  ersetzt  werden^  die  sich  von  ihnen 
nur  um  verschwindend  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unter- 
scheiden. 

Eine  Anwendung  dieses  Satzes  uiaclit  man  schon  bei  der 
Berechnung  der  Kreisfläche,  denn  man  betrachtet  dabei  die  un- 
endlich vielen  Kreissectoren ,  in  welche  die  Kreisfläche  zerlegt 
werden  kann,  als  geradlinige  Dreiecke.  Ein  solches  Dreieck 
unterscheidet  sich  von  dem  entsprechenden  Sector  um  ein  Ki-eis- 
segment;  da  aber  diese  Segmente  unendlich  kleine  Grössen 
höherer  Oi-dnung  werden ,  so  darf  man  sie  nach  dem  vorigen 
Satze  in  der  That  vernachlässigen. 

Ebenso  dürfen  bei  der  Berechnung  der  Kugeloberfläche  die 
Kugelzonen  nur  deshalb  durch  die  Mäntel  abgestumpfter  Kegel 
ersetzt  werden,  weil  sie  sich  von  den  letzteren  nur  um  ver- 
schwindend kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unterscheiden. 

Schliesslich  sind  auch  bei  der  Berechnung  des  Volumens 
einer  Kugel  die  in  §  6  angegebenen  Schichten,  streng  genommen, 
nicht  abgestumpfte  Kegel,  sondern  sie  unterscheiden  sich  von 
diesen  um  verschwindend  kleine  Grössen  höherer  Ordnung. 

Aehnliches  gilt  von  den  kleinen  Theilen,  welche  man  bei 
der  Berechnung  des  Volumens  einer  Kugel  als  di^eiseitige  Pyra- 
miden ansah. 

§8. 

Begriff  der  Stetigkeit. 

( Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  5.) 

Wenn  durch  die  Gleichung 
irgend  eine  Function  von  x  erklärt  ist,  so  werden  im  Allgemeinen 
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uuendlich  kleine  Aenderungen  von  x  auch  unendlich  kleine 
Aenderungen  von  y  nach  sich  ziehen.  Fiü'  alle  Werthe  von  z, 
bei  welchen  dies  der  Fall  ist,  heisst  die  Function  stetig  oder 
contmmrlich. 

Diese  Bezeichnung  ist  der  in  §  1  angedeuteten  geometrischen 
Darstellung  einer  Veränderlichen  entnommen.  Dui'chläuft  näm- 
lich dei'  Punkt  Q,  welcher  auf  der  X-Axe  den  Werthen  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  entspricht,  stetig  eine  Strecke 
Q1Q2,  so  wird  im  Allgemeinen  der  Punkt  E,  welcher  den  zu- 
geordneten Werthen  von  y  entspricht,  auf  der  F-Axe  eine 
Strecke  ItiR^  stetig  durchlaufen,  wobei  auch  einzelne  Theile  der 
Y-Axe  (innerhalb  oder  ausserhalb  der  Strecke  EiJti)  mehrfach 
durchlaufen  werden  können,    (Vergl.  Fig.  11.) 


Fig.  11- 


Fig.  12. 


Y 
■R, 

R 
■R, 


Qi 


Q: 


Noch  besser  wii'd  man  den  Begi'iff  der  Stetigkeit  erfassen, 
wenn  man  Gleichung  (1.)  durch  eine  Cm^ve  geometrisch  dar- 
stellt.   Die  Punkte  F  und  Pi,  welche  den  Abscissen 

x=  OQ  und  zi  =  OQi 
entsprechen,  werden  einander  beliebig  nahe  liegen,  wenn  die 
Function  f{x)  für  den  betreffenden  Werth  von  x  stetig  ist,  und 
w^emi  xi  —  X  himeichend  klein  wird.  Nach  Voraussetzung  wird 
dann  nämlich  y\-  y  mit  xi  —  x  zugleich  verschwindend  klein, 
folglich  auch 

(2.)  PPi  =  y{x,~xf  +  {y,-yY. 

(Vergl.  Fig.  12.) 

Der  Verlauf  der  CuiTe,  welche  der  Gleichung 

entspricht,  ist  also  im  Punkte  P  ein  stetiger  {continuirlicher). 
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Wird  aber  ^i  —  y  nicht  mit  xi  —  x  zugleich  verschwindend  klein, 
so  ist  die  Curve  im  Punkte  P  unstetig  {discojitinuirUch) ,  wie 
die  folgenden  Beispiele  zeigen  sollen.  Solche  Unstetig keiten  sind 
nur  Ausnahmefälle,  d.  h.  nur  ausnahmsweise  wird  der  Fall  ein- 
treten, dass  die  Function  y  für  endliche  Werthe  von  x  unendlich 
gross  wii'd,  oder  dass  sie  sich  sprungweise  (um  endliche  oder 
uneudhch  grosse  Beträge)  ändert,  während  die  Aenderung  von 
X  unendlich  klein  ist. 


1.   Es  sei 


(3.) 


Beispiele. 


y--^- 


Fig.  13. 


dann  wird  y,  so  lange  x  kleiner  als  a  bleibt,  negativ  und  stetig 
sein.    Wird  aber  x  gleich  a,  so  wird 

?/  =  — oo 

und  springt  dann  von  —  oo  bis 
-|-  oo,  wenn  x  den  Werth  a 
passirt.     (Vergl.  Fig.  13.) 

Hier  ist  x  das  eine  Mal, 
wemi  es  sich  der  Grenze  a  nähert, 
kleiner  als  «,  das  andere  Mal 
grösser  als  a.  Um  diese  beiden 
Fälle  zu  unterscheiden,  schreibe 
man  in  dem  ersten  Falle 
(4.)  lim  a;  =  a  —  0 

imd  in  dem  zweiten  Falle 
(5.)  lima;  =  a  +  0. 

Dadurch  kann  man  die  vorhin  untersuchte  Unstetigkeit  von 
y  duixh  die  Gleichungen 


(6.) 

zum  Ausdruck  bringen 


lim  ^  =  — •  CO , 

x=a     0 


lim  i/  =  +  oo 

a;=o+o 


2.   Es  sei 


(7.) 


y  —  igx. 
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Wenn  x  von  0  bis  —  wächst,  so  wächst  ij  gleichzeitig  von 

0  bis  -f  cxD ;  wenn  aber  x  noch  etwas  grösser  wird,  so  erhält  y 
einen  sehr  grossen  negativen  Werth.     Es  ist  also 
(8.)  lim  y  =  +  CO,  lim  y  =  —  co^ 


d.  h.  der  Werth  von  y  springt  von   +  oo  bis  zu  —  co ,  wenn 


Fig.  14 


X  den  Werth  —  passirt. 

Li 

Fig.  U.) 
3.    Ist 


(Vergl. 


(9.) 


y  = 


so  bleibt  y  immer  positiv  und  wird 
um  so  grösser,  je  kleiner  x  ist.  Für 
Ja  ,,  unendlich  kleine  (positive  oder  nega- 
tive) Werthe  von  x  wii'd  y  unendlich 
gross,  d.  h.  y  wii'd  für  diesen  Werth 
von  X  unstetig.    (Vergl.  Fig.  15.) 

In  den  vorstehenden  Beispielen 
besteht  die  Unstetigkeit  der  Function 
y  darin,  dass  y  unendlich  gi'oss  wii'd, 
wie  das  zumeist  der  Fall  sein  wird. 
Doch  kann  die  Function  auch  un- 
stetig werden,  ohne  dass  sie  unend- 
lich gross  wii'd,  wie  man  aus  dem  folgenden  Beispiele  ersieht. 
^'^■'^\  4.    Ist 


(10.)    y  = 


OB  =  71. 


+  1 


1  +a 

und  beschränkt  man  x  zunächst  auf 
positive  Werthe,  so  wird 


lim  \a    "  )=  lim 


-    1     - 

r 

a^ 


=  0, 


also 


lim  y  =  l- 

i=+0 
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Um  auszudrücken,  dass  a;  negative  Werthe  annimmt,  setze 
man  x=  —  z,  dann  wird 

(10a.)  y  =    ^^        • 

a"  +  1 

Nähert  sich  jetzt  z  dem  Werthe  0,  so  wird 

lim  a'=  oo,    also    lim  y  =  lim  y  =  0. 

2=+0  z=+0  X——0 

Fig.  16. 
Y 


0 

0R  =  1. 

Daraus  erkennt  man,  dass  sich  y  sprungweise  ändert,  wenn 

X  den  Werth  0  passirt,  und  zw^ar  springt  y  von  0  bis  1.   (Vergl. 

Fig.  16.) 

Bemerkung. 

Eine  Unstetigkeit  der  Function  kann  auch  dadurch  eintreten ,  dass 
die  Werthe  von  i/  imaginär  werden,  wenn  x  das  Intervall  von  xi  bis  X2 
durchläuft.    Ist  z.  B. 

y  =  ±  ]/x2— a^ 

so  ist  y  nm-  reell,  so  lange  x^  >  «-  ist ;  y  wird  dagegen  imaginär,  wenn 
x-  <  «2  igt,  wenn  also 

—  ö  <C  X  <  +  a. 

Für  die  Werthe  von  x  =  —  a 
bis    X  =  +  a    wird   deshalb    die 
Curve  unterbrochen ,   wie   man  \ 
aus  Fig.  17  ersieht.     Diese  Auf-      ^ 
fassung  ist    aber  nur  unter  der 
Voraussetzung  richtig,  dass  man 
sich  auf  reelle  Werthe  der  Func- 
tion beschränkt;  lässt  man  auch  — 
imaginäre  Werthe  von  y  zu,  so 
darf  man  den  vorliegenden  Fall 
nicht  als  eine  Unstetigkeit  be- 
trachten, wie  bei  der  Theorie  der 
complexen  Grössen  gezeigt  wer- 
den soll.  Vorläufig  kommt  übri- 


Fig.  17. 
Y 
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gens  dieser  Fall  nicht  in  Betracht,  weil  nur  reelle  Werthe  der  Func- 
tionen berücksichtigt  werden  sollen,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegen - 
theil  gesagt  wird. 

Man  kann  den  Begiiff  der  Stetigkeit,  ganz  unabhängig  von 
der  geometrischen  Anschauung,  in  folgender  Weise  erklären: 
Eine  Function 

heisst  für  solche   Werthe  von  x  stetig^  für  uelche  die  Differenz 

(11.)  J=f{x+e)-f{x—d) 

mit  den  positiven   Grössen  d  und  s  zugleich  verschicindend  Mein 

uird. 

Ist  z.  B. 

fix)  =  -^—  .    also  /(a-f  €)  =  — -^ ,  fix-d)  = \ , 

■       '       X  —  a  x+e — a     ^  ^         '      x — o — a 

so  wird 

1  1  -  (^  +  «) 


J  — 


x-\-€  —  a      X — d — a       {x — af  -j-  [e  —  ö){x — a)  —  de 
Dieser  Ausdruck  wird  niit  c^  und  e  zugleich  versch^mdend 
klein,  so  lange  x  von  a  verschieden  ist.    "Wird  aber  x  gleich  a, 
so  ist 

-(ö-he)       1    ,1 
—  de  e        o 

ein  Ausdruck,  der  für  unendlich  kleine  Werthe  von  d  und  f 
sogar  unendlich  gi^oss  wird.  Die  Function  ist  deshalb  für  x 
gleich  a  unstetig. 

Ist 
fix)  =  tgx,    also  fix  -\-e)  =  tg(^  +  e),  fix  -  J)  =  tg(:r  -  S), 

«0  wird 

4.  r     ,     \      +  /        JN                sin  (d  +  6) 
J  =  tgfa:  +  £)  —  tg(x  —  O)  = ^ / r-  • 

^^      '     ■>         ^^  >        cos(a;  +  £jCOS(a:— t)) 

Dieser   Ausdruck   wii^d   mit    ö   und   e   zugleich   unendlich 
klein,  wenn 

n  TT 
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denn  dann  ist  cosa;  von  0  verschieden.    Wird  aber  x  gleich  ^  ? 
so  ist 

cosf  — +€J= — sine,     cosf  —  —  J  j  =  sinJ, 

also 

_  ^  süi((5  +  £)  _  — sin  ^  cos«  —  cos  J  sin« 

~     sin (^  sine  sind  sin« 

oder 

^  =  —  ctg-  (J  —  ctg£, 

ein  Ausdrack,  welcher  füi-  unendlich  kleine  Werthe  von  8  und  « 
gleich  —  CO  wird.    Die  Function  tg.r  ist  daher  für  x  gleich  -- 
unstetig. 
Ist 
fix)  =  —  »    also  /(a:  +  «)  = , ö  '    /(^  —  d)  = TT  ' 

so  wird 

__1 1        ^  —  2a:(d  +  f)  +  (??  —  g2 

{x  +  ef        {X  —  J/  ~        {x  +  £)2  (a;  —  öf 

Für  alle  Werthe  von  x,  welche  von  0  verschieden  sind,  wird 
dieser  Ausdruck  mit  ö  und  s  zugleich  verschwindend  klein;  ist 
aber  x  =  0,  so  wird 

und  nimmt  beliebig  grosse  Werthe  an,  wenn  d  und  g  hinreichend 
klein  und  von  einander  verschieden  sind;  d.  h.  y  wird  für  x  —  0 
unstetig. 

Ist 

1  1  1 

f{x)  =  — ^^ — -  ,    also  /(a:  +  «)  = -T  'f{^'—^)  = —_  ' 

SO  wird 

1  1 

a  a 

j  — . 


also  f ür  a;  =  0  wird 


1  +  ö  1  +  a 
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i_  i_ 


a 

1 


1  +  a'        1  +  a    "^ 


Setzt  man  der  Kürze  wegen  j  =  «,  -  =  /:',  so  erhält  man 


ö 


ri  —a  , 

cv  a  1 


1  +  a'*         1  +  a-"         1  +  a-^       1  +  «-" 

Nun  werden  aber  «  und  /i^  unendlich  gross,  wenn  d  und  £ 
unendlich  klein  werden.     Aus 

lim  a-«  =  lim  —  =  0,   lim  «-(*  =  lim  -^  =  0 

folgt  daher 

liniz/  =  1; 

d.  h.  y  wird  für  x  =  q  umtetig. 

Satz  1.*)  Ä'wc?  die  Functionen  f{x)  und  g{x)  in  dem  Intervall 
von  Xi  bis  Xi  endlich  und  stetig*'*)^  so  siyid  auch  die  Functionen 
f{x)  +  g{x)  und  fix)  —  g{x)  in  diesem  Intervalle  endlich  und 
stetig. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  werden 
(12.)     J,=f{x^E)-f{x-d),     J,  =  g{x  +  e)-g{x-Ö) 
mit  ö  und  e  zugleich  verschwindend  klein,  folgKch  auch 
^  =  [fix  +  £)  ±  g{x  +  6)]  -  [f{x  -d)±  g{x  -  di\  =  J,±  J,. 


*)  Sollten  die  hier  folgenden  Sätze  1  bis  14  dem  Anfänger  nocli  zu 
schwer  sein,  so  können  sie  vorläufig  übergangen  werden;  der  Leser 
muss  aber  bei  den  späteren  Untersuchungen  beachten,  dass  die  Stetig- 
keit der  Functionen  für  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  x  vor- 
ausgesetzt wird,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  gesagt  ist. 

**)  Wenn  eine  Function  y  in  dem  angegebenen  Intervalle  stetig  ist, 
so  ist  damit  schon  gesagt,  dass  sie  in  dem  Intervalle  nicht  unendlich 
gross  werden  kann.  Trotzdem  fügt  man  in  der  Regel  hinzu,  dass  sie 
auch  endlich  bleibe,  um  den  häufigsten  FaU  der  ünstetigkeit  noch  aus- 
drücklich auszuschliessen. 
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Satz  2.  Sind  die  Functionen  f{x)  und  g(x)  in  dem  Inter- 
valle von  x\  bis  a-o  endlich  und  stetig,  so  ist  auch  die  Function 
F{x)  =■  f{x) .  g{x)  in  diese?n  Intervalle  endlich  und  stetig. 

Beweis.     Wendet  man  dieselben  Bezeichnungen  an  wie  in 
den  Gleichung-en  (12.),  so  erhält  man 
J  =  F{x+  e)  -F{x  -  ö)  =f{x  +  6) .  g{x+e)  —f{x  -  d) .  g{x—d) 

=  f{x  +  €) .  g{x  +  £)  —f{x  —  J) .  g{x  +  e) 

+ fix  -  d) .  g{x  +  E)  -fix  -~8).gix-d) 

=  J, .  gix  +  £)  +  ./2  .fix  —  6). 

Nach  Voraussetzung  sind /(a; — J),  ^(or+f)  endliche  Grössen, 
und  ^1,  .^2  ^^■erden  verschwindend  klein  zugleich  mit  d  und  «, 
folglich  auch  J. 

Satz  3.  Jede  ganze  rationale  Function  von  x  ist  stetig  für 
alle  endlichen   Werthe  von  x. 

Der  Beweis  folgt  daraus,  dass  die  ganzen  rationalen  Func- 
tionen aus  der  Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen 
nur  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  gebildet 
werden. 

Satz  4.  Sind  die  Functionen  f{x)  und  gix)  in  dem  Inter- 
valle von  Xi  bis  X2  endlich  utid  stetig,  und  bleibt  gix)  in  diesem 
Intervalle  entioeder  beständig  positiv   oder   beständig  negativ,   so 

fix) 
ist   auch   die  Function   Fix)  =  - — -  in  diesem  Intervalle  endlich 

und  stetig. 

Beweis.     Hier  ist 

^  y(^  +  £)      g{^  —  8) 

_  gjx  —  (?)  Jjx  +  t)  —gjx  +  e)  .fix  —  ö) 

~~  gi^  + «)  •  g{^  —  ^) 

__  gjx  -  d)  .fix  +  f )  -  g{x   -  ö)  .fix  ~  8) 
gix  +  e) .  gix  —  d) 

gix  -f  £)  .fix  —  6)—  gix  —  d)  .fix  —  d)  ^ 
gix  -h  e) .  gix  —  ö) 
Kiepert,  Differential- Eechnung.  4 
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oder,  wenn  man  dieselben  Bezeichnungen  anwendet  wie   in  den 
Gleicliungen  (12.), 

^  _  ^1 .  g{x  —  (?)  —  ^2  'fix  —  6)  ^ 

~        g{?^  +  «)  •  9{^  —  ^) 
Nach  Voraussetzung  werden  ^i,  Ji  mit  6  und  £  zugleich 
verschwindend  klein,  folglich  auch  ^,  da  g{x  —  ö)  und  g{x  +  «) 
nach  Voraussetzung  von  0  verschieden  sind. 

fix) 
Satz  5.     Der  Quotient      ,      ziceier  ganzen  rationalen  Func- 

9{^) 
tionen  f{x)   und  g(x)    kann    nur  für  diejenigen   Werthe   von   .r 
unstetig  werden,  für  v:elclie  g{x)  gleich  0  wird. 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  Satz  4. 

Da  man  Jede  gebrochene  rationale  Function  als  Quotienten 
zweier  ganzen  rationalen  Functionen  darstellen  kann,  so  findet 
man  aus  Satz  5,  für  welche  Werthe  von  x  die  gebrochenen 
rationalen  Functionen  stetig  sind  oder  nicht. 

Satz  6.  Die  n^^  Wurzel  aus  einer  etidlichen  stetigen  Function 
f{x)  ist  tcicder  endlich  und  stetig.*) 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  wird 

J,=fix  +  e)~f{x-d) 
mit  ö  und  6  zugleich  verschwindend  klein.    Setzt  man  nun 

-j//(a:  +  «)  =  w ,     ^/{x  ~Ö)  =  v, 
so  ist  nachzuweisen,  dass  auch 

J  =^  u 0 

verschwindend  klein  wird. 

Ist  zunächst  f{x)-^Q,  so  kann  man  6  und  e  so  klein 
machen,  dass /(a:  +  s)  und /ü  —  d)  dasselbe  Zeichen  haben 
wie  f{x) ;  dann  muss  man  auch  den  Grössen  u  und  v  das  gleiche 
Zeichen  geben.    Deshalb  smd  in 

z/i  —f{x  4-  e)  — /(.r  —  d)  =  u"  —  ü" 

=  (u  —  v)  (w«-  1  +  u"-'^c  H 1-  nv""-^  +  ü"-*) 


*)  Ist  n   gerade,   so  möge  bei  diesem  Satze  x  auf  solche  Werthe 
beschränkt  werden,  für  welche  f(x)  >  0  ist. 
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die  Grössen  m"-',  u"-^o,    ...ud''-^,   ü"~^  alle  von  0  verschieden 
und  haben  sämmtlich  dasselbe  Vorzeichen,  folglich  ist 

S  =  ti''-^  +  u^'-'-v  -\ h  uo"--  +  v"-^  ^  0, 

und 

u»  —  ü»  Ji 

^  =  ''-'  =  ^^-  =  -8 
wird  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein. 

Ist/(a;)  =  0,  so  sind  f{x  +  e)  und  f{x —  d)  einzeln  beliebig, 
klein  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  5  und  f,  folglich  auch 
w,  t  und  J,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  u  und  o  beide  reelle 
Grössen  sind. 

Dieser  Satz  giebt  Aufschluss  über  die  Stetigkeit  der  irratio- 
nalen Functionen. 

Satz  7.    Die  Functionen  sina;  und  co^x  sind  für  alle  Werthe 
von  X  stetig. 

Beweis.    Für /(.r)  =  sin a;  wird 

^  =  sin(a-  -\-  e)  —  sin(a:  —  d)  —  2  sin  (  — ±^  jcos(  x  -\ ^— ^  j  • 

Dabei  liegt  cos(:r-| -— j  zwischen  — 1  und  -f  1,  und- 

sinf  ^'---^ij  wird  nach  Formel  Nr.  1   der  Tabelle  mit  8  und  e 
zugleich  verschwindend  klein,  folglich  auch  J. 

Y\\v  f{x)  =  cosa;  wird 
J  z=  cos(a;  4-  f)  —  cos(a;  —  ö)  =  —  2sinf — - — jsinf  a; H — j • 

Auch  liier  liegt  sinfa;  H — j   zwischen  — 1    und   +  1, 

imd  sin(-  — -*  j  wütI  mit  ä  und  «  verschwindend  klein,   folglich 
auch  J. 

Satz  8.     Die  Function  tg-r  = loird  nur  für   diejenigen 

^         cosa; 

Werthe  von  x  unstetig^  für  welche  COS.r  gleich  0  wird^  also  für 
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TT  Stc       ,    on  ,     _     _        .  COSa: 

X  =  dr  ^  J   ±  "TT  '  —  ^7T*  5  •  •  •  >    und  die  Fanchon  ctffa;  =  -; — 

2  2  2  ^         %\Wx 

wird   nur  für   diejenigen    Werthe    von  x  unstetig ,  für    welche 

siila;  =  0  wird,  also  für  a:  =  0,   i^  tt^  zb  27r, .... 

Der  Beweis  folgt  ohne  Weiteres  aus  den  Sätzen  5  und  7. 

Satz  9.    Die  Function  a^  ist  stetig  für  alle  endlichen  Wertlie 

V0?l    X. 

Beweis.    Für  f{x)  =  «^  ist 

^  =  a^+'  —  a''-^  =  a""  .a'  —  "^,  =  a'^ia' .V 

a^  \  aV 

Nun  ist 

lima''  =  1,  lima*  =  1, 

J=0  f=0 

folglich  wird  J  mit  ö  und  e  zugleich  verschwindend  klein. 

Satz  10.     Die  Functionen   arcsina:  und  arccosa;  sind  stetig, 
icenn  —  1  <  a;  <  +  1  ist. 

Beweis.    Ist /(a:)  =  aresin a:,  und  setzt  man 

ti  =  arcsin(a:  +  6),     c  =  arcsin(a;  —  ö), 
so  wird 

J  =  arcsin(a;  +  £)  —  arcsm(a;  —  d)  —  u  —  c. 
Dabei   kann   man  d  und  e  so    klein   machen,   dass   auch 
—  l<a;  —  (J<a;+£<  +  l  ist.     Dies  giebt 
sinu  =:  X  -\-  €,    sin  c  =  x  —  d, 
wobei  u  und  v  so  gewählt  werden  müssen,  dass 


also 


n  TT  TT  ,      TT 

-2<"<+2'    -2<''='+   2' 

Tt  U  -\-  V  Tl 

—  TT  <  u  -]-  V  <.  +7r,     oder    —  -—  <  — — -  <  +  -^ 

Nun  wird 

f  .    /m  —  c\      {u  -\-  v\ 

smw —  smü  =  ö  +  £  =  2sinf — - — Jcosf — - — j? 


sm| — ^— )= ^ : — -)  J  =  u  —  tj  =  2arcsin 


.    /w  —  ü\ 


^        (u  -\-  v\  c^       /u-hv\ 


d  +  s 
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da  cosf  ^'^ )  von  0  verschieden  ist,  so  wird , — —  mit 

^  '  ^  -^-C^-) 

d  und  £  zugleich  verschwindend  klein,  also  auch  J. 

Dadurch  ist  die  Stetigkeit  der  Function  arcsina;  bewiesen, 
aus  der  sich  auch  die  Stetigkeit  von  arccosa;  in  folgender  Weise 
ergiebt.    Es  sei 

y  =  arcsinj:,    z  —  arccos.r, 
dann  wird 

X  =  siny  =  cosc  =  cosf  —  —  y  V 
Deshalb  kann  man  z  so  bestimmen,  dass 

TV  ,  TT.  . 

2  = y,     oder     arccosa:  =  -^ —  arcsma: 

2       ^  2 

wird,  und  zwar  durchläuft  z  alle  Werthe  von  n  bis  0,  wenn  y 

7t  TV 

alle  Werthe  von  — -  bis   +  —  durchläuft. 

Satz  11.  Die  Functionen  arctga;  n?id  arcctg.-r  siJid  für  alle 
endlichen    Werthe  von  x  stetig. 

Beweis.     Ist  fix)  =  arctga-,  und  setzt  man 

u  =  arctg(a;  +  e),     v  =  arctg(a:  —  d), 
so  wird 

J  =  arctg(.r  +  e)  —  arctg(a:  —  d)  =  u  —  v. 

Dabei  kann  man  u  und  v  so  wählen,  dass 

7t  7t  ,  TT  .TT 

-2<^<  +  2      ^^d     -2"^'<  +  2 
ist.    Dies  giebt 

igu  =  X  -\-  E,     tgv  ^^  X (J, 

,  ,  „  ,  sin(?-/— ü) 

tgM  —  tgü  =  d  +  £  =  — ^ -^  > 

'^  COSM  COSü 

sin(M  —  g)  =  (d  +  f)  •  cosM  cosy, 
J  =  tc  —  V  =■  aresin  [(()~  +  a) .  cos  2^  cosf], 
folghch  wird  J  mit  ö  und  a  zugleich  verschwmdend  klein. 
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Aus  der  Stetigkeit  von  arctg':r  ergiebt  sich  dann  auch  die 
Stetigkeit  von  arcctgrr  in  folgender  Weise.    Es  sei 

y  =z  arctgic,     z  =  arcctga;, 
dann  wird 

x  =  tgy  =  Gtgz  =  ctg(^|  -  -  y^  ■ 
Deshalb  kann  man  z  so  bestimmen,  dass 

2  =  •—  —  y,     oder     arc  ctga;  =  —  —  arctga; 
wii'd,  und  zwar  durchläuft  z  alle  Weithe  von  n  bis  0,  wenn  y 

TT  7t 

alle  Werthe  von  —  —  bis  +  —  durchläuft. 

Satz  12.     Die   Function  \Qgx  ist  stetig  für   alle  endlichen, 
positiven    TVerthe  von  x. 

Beweis.    Ist  f{x)  —  loga:,  so  wii'd 

J  =  \0g{x  +  £)  -  log(:r  -  ö)  =  log(^|^^.)=  log(^l  +  -^-|.)  • 

Da  nun,  so  lange  x  >  0  bleibt, 


lim  \og(l  +  —4^  =  log  1  =  0 

J=0  \  X  —  0/ 

£=0 

ist,  so  wird  J  mit  d  und  £  zugleich  verschwindend  klein. 


Bei  den  folgenden  Betrachtungen  ist  es  von  grosser  Wichtig- 
keit, ob  die  Functionen,  mit  denen  man  operirt,  stetig  sind  oder 
nicht,  weil  die  meisten  Sätze,  die  hergeleitet  werden  sollen,  nur 
für  stetige  Functionen  gelten. 

Satz  13.  Ist  die  Function  f{x)  für  alle  Werthe  von  x 
zwischeti  Xx  und  x-i  reell  und  stetig^  und  ist 

/(^i)<0,    f{x,)>0, 
so   giebt   es  zwischen   Xi   und  xi  mindestens  einen   Werth  von  x^ 
für  xc eichen  f{x)  gleich  0  wird. 

Beweis.  Am  leichtesten  erkennt  man  die  Eichtigkeit  des 
Satzes  aus  der  geometrischen  Darstellung.    Setzt  man  nämlich 
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Fig.  18. 


so  entspricht  den  Cooidinaten  x^,  iji  ein  Punkt  Pi  auf  der 
negaticen  Seite,  und  den  Coordinaten  X2 ,  y^  entspricht  ein  Punkt 
Po  auf  der  positiven  Seite  der 
X-Axe  (vergl.  Fig.  18).  Da  nun 
die  Curve,  welche  der  Gleichung- 
y  =f{x)  entspricht,  zwischen  den 
Punkten  Pi  und  Pi  stetig  verläuft, 
so  muss  sie  die  X-Axe  zwischen 
den  Punkten  Qi  und  Qo  min- 
destens in  einetn  Punkte  Q  schnei- 
den, um  von  der  negativen  Seite 
der  X-Axe   auf   die  positive  zu 

gelangen.     OQ  =  x  ist   dann  der  Werth  von  a-,   für  welchen 
f{x)  =  0  wird. 

Man  kann  aber  den  Beweis  auch  unabhängig  von  der  geo- 
metrischen Darstellung  fühi-en. 

Es  sei  X2  >  xt,  und  es  werde  die  Differenz  X2  —  xi  in  zwei 
gleiche  Theile  h  getheilt,  so  dass 

X2  —  Xi  =  '2h ,     oder     li  =  — - — 

wii'd.  Ist/(a:i  +  //)  =  0,  so  hat  man  bereits  einen  Werth  von 
X  zwischen  ^i  und  X2  gefunden,  für  welchen  f{x)  gleich  0  wird ; 
ist  dagegen  f{xi  +  h)  >  0,  so  setze  mau 

Xi  =  X3,      Xi  -\-  h  —  Xi-, 

und  ist  f{xi  +  Ä)  <  0,  so  setze  man 

a-,   -f-  A  =  3:3  ,       3*1   -f-   2/i  =:  3-2  =  Xi. 

In  beiden  Fällen  ist 

/(r3)<0,    f{xi)>0, 
wobei  aber  das  Intervall  von  xs  bis  Xi  halb  so  gross  ist  wie 
das  zwischen  xi  und  X2.    Setzt  man  jetzt 


a-4  —  :r3  =  2hl ,     oder    hi  = 


X4  —  x^ 
2 


so  hat  man  den  gesuchten  Werth  von  x  bereits  gefunden,  wenn 
/{^3  -\-  hl)  =  0  wird.    Ist  dagegen  /{xz  +  h)  >  0,  so  setze  man 
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2:3  =  ^5,     X3  +  hl  —  Xe; 
und  ist  f(zz  +  hl)  <  0,  so  setze  man 

^3  +  hl  =  X5,     X3  -{-  2hl  —  Xi  =  Xß. 
In  beiden  Fällen  ist 

f{x,)<cO,    f{xe)>0, 
wobei  aber  das  Intervall  zwischen  a-5  und  x^  viermal  kleiner  ist 
als  das  Litervall  zwischen  xi  und  xo. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet  entweder 
fixin-i  +  /^n-i)  =  0,  oder 

/(.r2u+i)  <  0,  /(a:2„+o)  >  0, 
wobei  das  Inten^all  zwischen  xin-ir\  und  x^n^i  (2'*)*^'^mal  kleiner 
ist  als  das  zwischen  xi_  und  x.^.  Da  aber  die  Function  für  die 
betrachteten  Werthe  von  x  stetig  ist,  so  wird  der  Unterschied 
zwischen /(a:2„+i)  und/(a:2„+2)  beliebig  klein,  wenn  man  nur  n 
hinreichend  gross  macht,  folglich  ist  erst  recht  der  Unterschied 
zwischen  0  und /(.ron+i),  oder  zwischen  0  und /(rc2rt-t-2)  beliebig 
klein,  da  0  zwischen  diesen  beiden  Werthen  liegt,  d.  h. 

Iim/(rr2rt+i)  =  lim/(a:2«+2)  =  0. 

»1=00  n^=.co 

Der  Satz  gilt  auch  noch,  wenn 

/(a-i)  >  0     und    f{xt)  <  0 
ist.    Der  Beweis  wird  dann  in  ganz  ähnlicher  Weise  geführt 
wie  vorhin. 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar  nosh  folgenden  allgemeineren 

Satz  14.  Ist  die  Function  fyx)  für  alle  Wort  he  von  x 
zwischen  Xi  und  xi  reell  und  stetig^  so  tcird  f{x)  jeden  Werth 
M  zwischen  f{x^  und  f{x^  mindestens  einmal  annehmen^  xi^enn 
X  alle  Werthe  zwischen  xi  und  x-i  durchläuft. 

Beweis.  Ist  M  irgend  ein  Werth  zwischen  f{xi)  und  f{x^, 
ist  also  entweder 

f{xi)<M<f{x.2), 
oder 

f{xi)>  M>f{x.^, 
so  bilde  man  die  Function 
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F{x)=f{x)-~M, 

welche  zwischen  xi  und  x-i   stetig-  ist  und  sicher  das  Zeichen 
wechselt. 

Für  F{x)  gelten  daher  genau  dieselben  Voraussetzungen  wie 
in  dem  vorigen  Satze  im:f{x).  Deshalb  giebt  es  in  dem  Intervalle 
von  X],  bis  xi  mindestens  einen  Werth  von  x,  für  welchen  F{x) 
gleich  0  wird.    Dieser  Werth  sei  'i,  dann  ist 

also 

.m  =  M, 

was  zu  beweisen  war. 


Httlfssätze  aus  der  algebraischen  Analysis. 


§  9. 

Der  binomische  Lehrsatz  für  positive,  ganzzahlige 
Exponenten. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  <j— 10.) 

Es  sei 
,,  ,  /n\       n{n—l)(n~2)...(n  —  k+l) 

(^•^        U  = r:¥:3:.Ti ' 

wo  /c  eine  positive,  ganze  Zahl  sein  möge,  während  n  auch  negativ 
und  gebrochen  sein  darf;  dann  gelten  für  die  durch  Gleichung  (1.) 
erklärten  Grössen,  welche  man  „Binomial-Coef/icienten'''  nennt, 
die  folgenden  Sätze: 

Satz  1. 

(-)  G)+G-i)=Cr> 

Der  Beweis  möge  zunächst  für  einige  besondere  FäUe  durch- 
gefühlt werden. 

1.  Beispiel.    Es  ist 


/10\        /10\  _  10  .  9  .  8  .  7       10.9.8 
Vi/       \^)~  1.2.3.4  "^  1.2.3 


10 ■ 9 . 8  .  7       10.9.8.4 
1.2.3.4         1.2.3.4 
10  .9.  8(7  4-4)  _  11  .  10.9.8 
1.2.3.4       ~     1.2.3.4 


=Q' 
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2.  Beispiel. 

(?)h:)=s 


6.5.tt.3    .    9.8.7-6 


3.4.5.6.7        1.2.3.4.5.6 

9.8.7.6.5.4.39.8.7.6.5.4 


=  ( 


1.2.3.4.5.6.7       1.2.3.4.5.6.7 

9  .8.7  .6.5  .4(3  +  7)  _  10.  9.8.  7.6.  5.4 
1.2.3.4.5.6.7      ~  1  .2.3.4.5.6..  7 
10^ 


Allgemeiner  Beweis. 

n{?i  ~  1) . . .  (n  —  l:  +  2)  (?i  —  k  +  1) 


(:)+G-0= 

+ 


+ 


1 . 2 . . .  (^•  —  i)k 

n(n  —  1) ...  (w  —  X-  +  2) 

1  .2...(k~l) 
7i(n  —  l)...(?i~k  -i-  2)  (n  —  l;-\-l) 
1  .  2  . . .  (/t  —  l)/(; 

y^(y^  —  1) . . .  (;e  —  ^-  +  2)>^ 

1  .  2  . . .  (/C-  —  1)Ä 
?i(n  —  1) . . .  ('?^  —  /?;  +  2)  (n  —  /l-  +  1  +  X-) 


1  .  2  .  3 . . .  (/l-  —  1}/?; 

_  (?i  +  l)n(n—l)...(n-{-l—/c+  1)  _  /«  +  1\ 
~  1  .  2  .  3  ...(/?:  —  1)/?;  ~  V     k     )' 

Ist  ?^  eiiie  positive,  ganze  Zahl,  so  folgt  aus  Gleicliimg  (1.) 
unmittelbar  noch  der  folgende  Satz  2: 

Auch  hier  möge  der  Beweis  des  Satzes  zunächst  durch  ein 
Zahlenbeispiel  erläutert  werden.     Es  ist 

.7.6.5.4       8.7.6.5.4    3.2.1 


Q-\ 


2.3.4.5       1.2.3.4.5    1.2.3 
8.7.6    5.4.3.2 
1.2.3' 1. 2.3 


2.  1  ._  8.7.6  _/8\ 
4.5  ~r.2.3~V3/ 
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Allgemeiner  Beweis.    Es  ist 

7i(n  —l)(n    -2)...{n  —  /c  +  1) 


C) 


1  .  2  .  3  . . .  /l- 

_  n(n  —  1) (n—  2)...(n—k-\-l)  _  (?i  —  l:)(ti  —  /c  —  l)...S .2.1 
~~  1  .2  .d.../c  '  1  .  2  .  3  . . .  (w  —  yt) 

_  n{n  —  1)  (w  —  2)  . . .  {k  +  1)  ^  /^(X:  —  1) . . .  3  .  2  .  1 
~  1  .  2  .  3  . . .  (w  —  /^)  1  .  2  .  3  . . .  (/i-  —  1)/!; 

_  y^(;^  —  1)  (n  —  2) . . .  (^  +  1) 
~  1 .  2  .  3  . . .  (w  —  ^) 

oder,  da  /t:  +  1  gieich  ^^  —  (w  —  >?;)  +  1  ist, 

Der  Gleichung-  (3.J  eutsprecbend,  setze  man 
dann  gut  die  Gleichung  (2.)  auch  noch  für  ä  =  1,  d.  h.  es  wird 

(^^•)      (i)  +  (o)  =  i+i=   r  =(  1  •)• 

Satz  3.      Wenn  m  eine  positive,  ganze  Zahl  ist,  so  sind  die 
£i?iomial-  Coefficienten  (  7  )  ebenfalls  positive,  ganze  Zahlen. 
Beweis.     Aus  den  Gleichungen 

erkennt  man,  dass  der  Satz  für  m  gleich  2  richtig  ist.  Dui'ch 
den  Schluss  von  n  auf  ;/.  +  1  findet  man  dann,  dass  der  Satz 
allgemein  richtig  ist;  d.  h.  man  setzt  voraus,  dass  der  Satz 
bewiesen  sei  für  einen  bestimmten  Werth  von  m,  nämlich  füi^ 
m  gleich  n ,  und  zeigt ,  dass  er  dann  auch  für  w  gleich  »  +  1 

richtig  bleibt.    In  der  That,  smd  r^  j  und  (7^,)  positive, 

ganze  Zahlen,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

'  0+ 0/10= er) 
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ohne  Weiteres,  dass  auch  (     /.     )  ^i^^e  positive,  ganze  Zalil 

ist.     Der  Satz  gilt  für  m  gleich  2,  folglich  auch  für  m  gleich  3; 
dann  gilt  er  aber  auch  für  m  gleich  4,  u.  s.  w. 

Satz  4.      Wenn  m  eine  liositive.  ganze  Zahl  ist,  so  ivird 

(4.)   (1 +  .).=! +(-).+ (:;).^H-(»y+... 

/    m     \        ,       /'m\ 
\7n  —  1/  \m/ 

Beweis.  Der  Satz  ist  sicher  richtig  für  ?n  =  1,  2,  3,  denn 
man  erhält  der  Reihe  nach 

(^1  +  a;)i  =  1  +  X, 

{1  +  xf  =  1  +  Sx  -h  Sx-^  -i-  x'  =  1  +  Qy  +  Qy^  +  Q)  x^ 

Dass  die  Gleichung  (4.)  allgemein  richtig  ist,  wenn  m 
irgend  eine  positive,  ganze  Zahl  ist,  findet  man  wieder  durch 
den  Schluss  von  n  auf  w  +  1. 

Aus  der  Gleichung 

(i+^)"=i+C)-+(2)-'+-+G:0^-+G)^'+- 

folgt  durch  die  Multiplication  mit  1  +  x 
(5.)         (1  +  «:)"+'  = 

+G)^+G)^=+G)^'+-     +G-i)^ 

+  (';).'+'  +  -; 
nun  ist  aber  nach  Gleichung  (2.)  und  (2a.) 
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\n)       ~U  +1/  " 

folglich  erhält  man  dadurch,  dass  man  auf  der  rechten  Seite  in 
Gleichung  (5.)  je  zwei  unter  einanderstehende  Glieder  vereinigt, 

(5a.)  (1  +  xr+^  ^i-]-(^'-^^y+  (^'  +  ^y^  + . . . 

Gilt  also  der  vorstehende  Satz,  welcher  der  Mnomischp 
Lehrsatz'-''  genannt  wird,  für  m  =  3,  so  gilt  er  auch  für  m  =  -1. 
und  daraus  folgt  wieder,  dass  er  auch  f ür  m  =  5  gilt.  So  kann 
man  fortfahren  und  die  Gültigkeit  des  Satzes  für  alle  Fälle 
beweisen,  in  denen  tn  eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 

Bemerkungen. 

1.  Es  wird  später  gezeigt  werden,  dass  die  Gleichung 

(1  +  x>  =  1  +  ('")  X  +  (2)  x2  +  (3 )  a:3  +  . . . 

unter  der  Voraussetzung 

-l<x<+l 
auch  noch  richtig  bleibt,  wenn  m  keine  positive    ganze  Zalil  ist.    In  dem 
Falle  aber,  wo  ■m  eine  positive,  gebrochene,  oder  eine  negative  (ganze  oder 
gebrochene)  Zahl  ist,  hat  die   rechte  Seite  eine   unendliche  Anzahl  von 
Gliedern  und  ist  ein  besonderer  Fall  der  Tay7(M-"schen  Reihe. 

2.  Die  Coefficienten  in  der  Entwickelung  von  (1  -)-  x)»",  also  die 
Grössen 

(T)'  (;•>  Ca)-- 

werden  die  „zirr  Zahl  m  gehörigen  Binomial-Coefficienteit^  genannt. 
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o.    Das  Product  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  k  wird  ,,Ti- Fakultät"- 
genannt  und  roit  k\  bezeichnet.    Es  ist  daher 

A!  =  1.2.3...(Ä;  — l)yt; 
da 

(A;  —  1) !  =  1 ,  2  .  3  .  . .  (Ä  —  1) 

ist,  so  besteht  die  Gleichung 

k\=={k  —  l)\h. 

Dui^ch  Anwendung  der  Formel 

/m\      /    ^     \ 

ykj'^ym—k) 

kann  man,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  m  eine  positive, 
ganze  Zahl  ist,  die  Gleichung  (4.)  noch  auf  eine  einfachere  Form 
bringen ;  es  wii'd  nämlich 

und  deshalb 

(6.)  (1  +  xy-  = 

!+(-),+(-),.  +  ...  +(^).^-  +  (^).'"-  +  .'». 

Satz  5.  Es  sind  also  je  zwei  Coefßcienten  in  der  Entwicke- 
lung  nach  dem  hinomischan  Lehrsatze  einander  gleich,  wenn  sie 
zu  Gliedern  gehören,  vo)i  denen  das  eine  ebenso  loeit  vom  An- 
fange wie  das  andere  vom  Ende  absteht. 

Beispiele. 

(1  4-  a;)4  =  1  +  4ä:  +  6a;2  +  4a:3  _{_  ^4^ 

(1  +  a:)5  =  1  +  f)x  +  IQiX'  +  IQx^  +  5a;*  +  x^, 

(1  +  a:)6  =  1  +  6a:  +  Ibx-  -\-  2Qx^  +  15,^*  +  Qx^  +  x^, 

{1  +  xy  =l-\-lx  -\-  2U2  +  35a;3  _^  ^^^i  _|.  ^Ix^  +  Iz^  +  a:^ 

Setzt  man  in  Gleichung  (6.) 

_  b 
a 
und  multiplicirt  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  a'",  so  erhält 
man 
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"V  +a)  =""'['  +(l)«+(2)«^  +  -      +(2)«-^ 

/m\  b'"-^        b" 
"^  \  1  /  a"^^  "*"  a" 
oder 

(7.)       (a  +  Ä)'"  =  a-  +  C'^  a"'-'b  +  ("^  ^a'"'-^b^  +  •  ■  • 

+  (  2  )  «-  *"'-'  +  (7)  «^'"~'  +  *"'• 

Satz  6.     I^ie  Potenz   eines  unächten  Bruches   xoird  beliebig 
gross,  wenn  man  den  Exponenten  hinreichend  gross  macht. 

Beweis.    Es  sei 

a  >  6  >  0,     also     a  —  J  =  c>0,     a  =  b  -\-  c, 

dauu  ist  -,-   ein  tmächter  Bruch.     Bezeichnet  man  7-  mit  x,  so 
0  b 

ist  X  gleichfalls  positiv,  und  man  erhält 
a       b  4-  c  c 

lolg'lich  ist 

>  1  +  mx, 


(jj 


denn  die  Glieder  — ^ — - — ^  x^ , — ^— r ^  a:^ ,  ...  sind 

nach  Satz  3  alle  positiv,  wenn  m  eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 
Da  man  nun  aber  durch  Vergrösserung  von  m  den  Aus- 

(aV" 
h)  ^^^ 
liinreichend  grosse  Werthe  von  m  erst  recht  beliebig  gi^oss,  oder 
mit  anderen  Worten: 

7-  j  unendlich  gross. 

Satz  7.     Z)?e  Potenz  eines  ächten  Bruches  xoird  beliebig  Idein, 
xcenn  man  den  Exponenten  hinreichend  gross  macht. 
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Beweis.    Es  sei  wieder  a>i>0,  also      ein  äc^^er  Bruch; 

a  ' 


dann  wird 


0= 


1~ 

'" 

1 

a 

/ay 

b 

Kb) 

Da  hierbei  7-  ein  unächier  Bruch  ist,  so  wird  nach  dem 
0 

vorhergehenden  Satze  (  .-j    für  hinreichend  grosse  Werthe  von 

m  behebig  gross,  folglich  wird  f-j    beliebig   klein,   oder   mit 
anderen  Worten: 

(b  \'" 
—  )    unendlich  klein. 

Die  Sätze  6  und  7  sind  zunächst  unter  der  Voraussetzung 
bewiesen  worden,  dass  a  und  b  positiv  sind;  weil  aber 

wird,  so   gelten  sie  auch  noch,    wenn  eine  der  beiden  Zahlen 
negativ  ist. 
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Geometrische  Progressionen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  11,  Ha  und  12.) 

Die  Eeihe  der  Zahlen 

A,  Ap,  Ap',...Ap»-^ 
heisst  eine  „geomeh-ische  Reihe''''  oder  ^^geometrische  Progression'-''. 
Die  Anzahl  ihrer  Glieder  beträgt  n\  die  Summe  derselben  ist 
leicht  zu  bilden.     Setzt  man  nämlich 

(1.)  S=  A-{-  Ap  +  Ap^  -\ \-  Ap^-\ 

so  wü'd 

pS  =  Ap  -f  Ap"^  +  •  •  •  +  Ap""-^  +  Ap"", 

also 

Kiepert,  Differential  -  Rechnung.  5 
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S  —  p^  =  aS'(1  ~p)  =  A  —  Ap", 
(2.)  S^^'-'^P"). 

^       '  1  p 

Beispiel.    Es  sei 

(3.)         *??  =  a-i"-'  4-  3-ar,"--  +  z^x^''--'  H h  x''-~x^  +  ■r'*-', 

dann  wird 


n  ^n 


ai  a;  ai  —  a; 

Noch  leichter  findet  man  dieses  Resultat  in  folgender  Weise. 
Es  ist 

Sx^  =  ari"  +  xxi"'^  +  a;-a:,"-2  +  •  •  • -f  a:"^'ar, , 

»Sa-  =  a;a-r'-'  4-  x\ri''--  + f-  x»-h-x  +  a:", 

also 

Äri  —  Sx  =  S{xi  —  a:)  =  a^i"  —  a:", 

oder 

a:i»  —  X" 


(4.)  ^  = 


Xi  — X 


Bisher  war  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dass  n 
eine  endlic/ie  (positive,  ganze)  Zahl  ist.  Ist  aber  p  ein  ächter 
Bruch,  so  behält  S  auch  noch  eine  bestimmte  Bedeutung,  wenn 
n  unendlich  gross  wird.  Es  ist  dann  nämlich  nach  Satz  6  des 
vorhergehenden  Paragraphen 

lim  ;/'  =  0, 

»i=oo 

folglich  wird 

(5.)  S=A-\-Ap-\-  ^/  +  ^jo'  +  ---  =  y4-' 


Beispiele.     1)  Es  ist 


l+2-  +  j+-  +  ^, 


'        2 


'f-^b-m- 


§  10.     Geometrische  Progressionen.  67 

Wächst  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  lim  (.^  )  =  0,  also 

li=0O    \^  / 

2)  Es  ist 
wächst  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  lim(-)  =0,  also 

ji=oo  \^  / 

3  ^  9  ^  27  2 


3)  Es  ist 


7  7  7 

0,7777...  = 1 1 [--— 

'  10  ^  100  ^  10" 


7         vioy  ^  7  r      /j^vn 
1     ~  9  L      Vioy  J ' 


^^     1-^ 

10 


/  1  \" 

wächst  n  in's  Unbegrenzte ,   so  wird  lim  (   -  j  =  0,  also 

)i=00  VIU/ 


0,777...  =  i 


Bemerkung. 

Die  Summe 

<S'  =  ^  +  -^P  +  -^i*^  +  •  •  •  in  inf. 
hat  unendlich  viele  Glieder,  aber  trotzdem  einen  endlichen  Werth.  Man 
nennt  eine  solche  Summe  mit  unendlich  vielen  Gliedern,  welche  einen 
bestimmten,  endlichen  Werth  hat,  eine  „convergente  (unendliche)  Reihe" . 
Später  wird  noch  ausführlich  von  der  Convergenz  der  Reihen  die 
Rede  sein. 


5* 
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§   11- 

Erklärung  der  Zahl  e, 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  13  und  14.) 

Setzt  man  in  der  Gleichung 

?i  fi(n   ~  l)    „    .    n(n  —  l)(n  —  2)    , 

,    w(^— l)(w  — 2j...(«  — >^  +  l)    ,    , 
+  1.2.3...X; ^    +•■• 


X  gleich  -  ?  so  erhält  man 


^^V   "*"«/         "^1     n^     1.2       n'~^        1.2.3  n^  ^ 


n{n  ~-  l){ti  —  2) . .  .{n  —  k  +  1)    J^ 

1.2.  sTTT^  w*^ 


^1  +  1  +  —^  +  ^^ !^^^^ ^  +  ..- 

^1^1.2^  1,2.3 

\  W/v  w/  V  '*     ^    I 

"^  T72^73T7:i  "^  ■  ■  ■• 

Es  soll  nun  der  Werth  von  (l-\ —  j  bestimmt  werden,  wenn 

71  unendlich  gross  wü'd,   wobei    aber  n  zunächst   auf  positive, 
ganzzahlige  Werthe  beschränkt  sein  möge. 

Bezeichnet  man  den  gesuchten  Grenzwerth  mit  e,  so  ist  also 

(2.)  e  =  lim  (l  -r  -)"' 

Zur  Berechnung  dieses  Grenz werthes  trenne  man  auf  der 
rechten  Seite  von  Gleichung  (1.)  die  ersten  k  -{-  1  Glieder  ab 
und  nenne  ihre  Summe  Sk,  während  die  Summe  aller  übrigen 
Glieder  Sk   heissen  möge;  es  ist  dann 
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1,  1     (i--)(i--) 

1  n        \         n/\        nj    . 

(3.)     ^,^1  +  ^+^-^  + ^-^^ + 


+ 


V         n)\         n)  \  n     ) 


1  .2.3...X; 

k  —  wr.     k- 


,    .  ^ ,  _  V         n)\        n)         V n     )\         n) 

(4.)  ^k  -  1.2.3...^(X;+  1)  ^■*' 

und 

(5.)  e—  lim  aSä  -f-  ILn  Su'. 

Nach  Satz  3  in  §  9   sind  die  Binomial-Coefficienten  (^\ 

sämmtlich  positiv,  wenn  n  eine  positive,  ganze  Zahl  ist.    Des- 

/        1  \" 
halb  sind  in  der  Entwickelung  von   (H — j    nach  dem  bmo- 

mischen  Lehrsatz  alle  Glieder  positiv,  so  dass  auch  Su   positiv 

sein  mnss.    Aus  Gleichung  (5.)  folgt  daher 

(6.)  lim  Sn  <  e. 

Unter  der  Voraussetzung,   dass  k  eine  endliche  Zahl  ist, 

werden  die  Grössen 

1        2        3  k—l 

n       n       n  n 

Sämmtlich  unendlich  klein,    wenn  n  unendlich  gross  wird;    die 

Factoren 

12  3  k-\ 

1 j     1 7    1- — ■  -    ■)    •••!  — 

nun  n 

werden  deshalb  alle  gleich  1,  so  dass  man  erhält 

lim6'.=  l+ j  +  3-i^  +  ^-  +  --  +  -^    2.V../L-  ' 
oder 

(7.)  lim-S.  =  1  +  fi  +  ^  +  ^  +  •■•  +  il  • 

Denselben  Schluss  darf  man  aber  nicht  bei  sämmtlichen 
Gliedern  von  Sj^  machen,  denn  in  den  späteren  Gliedern  von 
Sk   hat  der  Zähler  auch  Factoren  von  der  Form 
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bei  denen  nicht  uui^  n  imendiicli  gross  wird,  sondern  auch  m. 
Ist  z.  B.  m  gleich  |w,  so  wird  stets,  wie  gross  auch  n  werden 
mag, 


m 

1 -=\ 

n 


und  ist  in  ->  -- 1  so  wird  sogar  lini  ~  >  ^  i    also 
2  n        2 


lim(l-'^) 


< 


Wollte  man  daher  auch  bei  den  sämmtlichen  Gliedern  von 
Su  die  Factoren  der  Zähler  alle  gleich  1  setzen,  so  würde  man 
die  Zähler  zu  gross  machen.  Setzt  man  trotzdem  die  Factoren 
der  Zähler  alle  gleich  1,  so  ^^ird  aus  der  Gleichwig  (4.)  eine 
Ungleichung^  nämlich 

(8.)  X\mS,' <  ^-L^  +  ,-,-^,  +  jj:^,  + 


oder,  weil 


(X;  +  l)!   '   (X;  +  2)!  +  (A-i-3) 
(Z;+3)!  =  (^-  +  l)l(/. +  2)(^-+3), 


ist, 

(8a.)  lim^it'< 


1 


{k-\-  1)!L 
Nun  ist  aber 
1     .        1 


1  + 


h  + 


2  "^  (/.- 


+  2)(X;  +  3) 


+ 


< 


< 


/t  +  2      Ä  +  1     (k^  2)(/?;  +  3)  ^  (X;  +  l)^ 
folglich  wüxl  die  Ungleichung  (Sa.)  noch  verstärkt,  wenn  man 
1        ...       1  1  ...  1 


^+1  '^^^*  ^+2 '   (^TT? 

Dadurch  erhält  man 

(9.)        lim>$','  <  ,^    ,\^,  ri4- 


statt 


1 


(X-+2)(/l'+3) 


setzt. 


+ 


+ 


(Ä  +  1)!  L     '  /^  +  1   '  (/fc  +  lj' 
Der  Ausdruck   in   der   eckigen  Ellammer   ist   hierbei  eine 
geometrische  Progression 
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1  +P  +  P''+P'  +  ---, 

die  sich  bis  in's  UnencUiclie  erstreckt,  deren  Summe  sich  aber 
leicht  bilden  iässt,  weil 

p  =  kh^i  -^ ' 

ist;   und   zwar  w^ü'd   nach  Formel  Nr.  IIa   der  Tabelle  diese 
Summe  gleich 

/.•  + 1 
Daraus  folgt 

oder,  da  (/.■  +  Ij!  gleich  /c\{k  +  1)  ist, 

1 


(11.)  lim*SV 


/c\  k 


Nach  Gleichung  (5.)  und  Ungleichung  (6.)  ist  daher 

1 


(12.)  lim  aS'ä  <  e  <  lim  ^S'^  + 


k\  k 


Nun  wird  aber  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  k  die 
Grösse  7-^— r  beliebig  klein,  so  dass  man  e  zwischen  zwei  Grenzen 

k\   k 

gebracht  hat,  die  einander  beliebig  nahe  liegen ;  ja  diese  Grenzen 
fallen  sogar  zusammen,  w^enn  man  jetzt  auch  k  unendlich  gross 
werden  lässt.     Es  ist  daher 

(13.)   ^  =  lini(l+^)"=  1  +*^  +  ^  +  ^+---  ininf. 

Kommt  es  nur  darauf  an,  die  Zahl  e  bis  auf  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Decimalstellen  genau  zu  berechnen,  so  genügen  schon 
verhältnissmässig  w^enige  Glieder  der  Reihe  auf  der  rechten 
Seite  von  Gleichung  (13.).  Will  man  z.  B.  e  bis  auf  10  Decimal- 
stellen genau  finden,  so  genügen  schon  die  ersten  16  Glieder  der 
Reihe.  Es  ist  nämlich,  w^enn  man  zunächst  12  Decimalstellen 
berücksichtigt, 
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+ 1 

1! 

=  2 

.  2! 

=  0,5 

.3! 

=  0,166  666  666  667 

4! 

=  0,041  666  666  667 

5! 

=  0,008  333  333  333 

6! 

=  0,001  388  888  889 

7! 

=  0,000  198  412  698 

8! 

=  0,000  024  801  587 

9! 

=  0,000  002  755  732 

10! 

=  0,000  000  275  573 

11! 

=  0,000  000  025  052 

12! 

=  0,000  000  002  088 

13! 

=  0,000  000  000  161 

14! 

=  0,000  000  000  011 

15' 

=  0.000  000  000  001 

also 

(14.)  e  =  2,718  281  828  459 

Hierdurch  ist  e  ohne  Zweifel  auf  10  Decimalstellen  genau 
berechnet,  denn  der  Unterschied  zwischen  e  und  der  Summe 


'+h+h+h+ 


1 
+  15T 


ist  (unter  Berücksichtigung  von  14  Decimalstellen) 

lim  S\5  < ?^-—  =  0,000  000  000  000  05 

n=oo  lo'     15 

und  kommt  daher  bei  den  ersten  12  Decimalstellen  nicht  in 
Betracht.  Dagegen  können  die  11^^  und  die  12^^^  Decimalstelle 
dadurch  fehlerhaft  geworden  sein,  dass  bei  Summh'ung  der  16 
Glieder  die  auf  die  12^^  Decimalstelle  folgenden  Stellen  vernach- 
lässigt worden  sind.  Dieser  Fehler  ist  aber  bei  jedem  der 
GHeder  in  der  12**^^  Decimalstelle  kleiner  als  |.  Die  ersten 
3  Glieder  sind  genau,  so  dass  der  Gesammtfehler  in  der  letzten 
Decimalstelle  kleiner  als 

13  •  I  =  6,5 


§  11.    Erklärang  der  Zahl  e.  73 

seiii  muss.  Im  Allgemeinen  wird  der  gesammte  Felilei-,  welcher 
bei  solchen  Rechnungen  durch  Fortlassung  der  späteren  Decimal- 
stellen  begangen  wird,  noch  viel  kleiner  sein,  als  das  hier  an- 
gedeutete Verfahren  ergeben  würde,  weil  die  einzelnen  Fehler 
verschiedenes  Zeichen  haben  und  sich  in  Folge  dessen  wenigstens 
theilweise  gegen  einander  fortheben. 

In  der  soeben  ausgeführten  Berechnung  der  Zahl  e  ist  z.  B. 
der  gesammte  Fehler  bei  der  12*^°  Decimalstelle  nicht  6,5,  son- 
dern u,  wie  sich  aus  der  Berücksichtigung  der  späteren  Decimal- 
stellen  ergiebt.  Die  Gleichung  (U.)  enthält  daher  die  Zahl  e 
bis  auf  12  Decimalstellen  genau. 

Es  war  vorhin  angenommen  worden,  dass  n  eine  positive, 
ganze  Zahl  sei.  Von  dieser  Voraussetzung  kann  man  sich  noch 
frei  machen.  Liegt  nämlich  n  zwischen  den  positiven  ganzen 
Zahlen  m  und  m  -f  1,  ist  also 

m  <  w  <  m  -f-  1, 
so  wii'd 

Jl      i_       _L 

m        n        m  -f- 1 
und 

1+  —  >  1  +  —  >  1  +  — -.  • 
m  n  m  -f- 1 

Da  die  Potenz  eines  unächten  Bruches  mit  dem  Exponenten 
zugleich  wächst,  so  wird 

V  mj  \         mj        \         nj 

^''•'   (a  +  A)V(i+>  )%(,+   !  r, 

V  nJ        \         m  -\-\/        V        m  -\-  \J 
also 

Nun  ist 

lim  (\  +  — Y"^  :=  lim  (\  +  ^^  '  lim  (\  -f  "^-Y"=  e, 


/  1      X"*  1  /  1      \'»+' 

lim  { IH )  =  lim  ; lim  (  1  H )      = 

m=co\  m+1/  „j=oo    .,      ,  1  m=oo  V  Ttl  -\-  1/ 

m  +  1 
folglich  gehen  die  Ungleichungen  (15a.)  über  in 
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lim  A  +   ^  =  e. 

n=co\  'i  / 


Die  Zahl  e  spielt  eine  sehr  wichtige  Rolle  in  der  höheren 
Mathematik;  sie  ist  die  Basis  der  sogenannten  natürlichen 
Logarithmen,  Welche  Vorzüge  das  Logarithmen -System  mit 
dieser  Basis  besitzt,  soll  an  einer  späteren  Stelle  gezeigt  werden. 

Man  hätte  übrigens  die  Zahl  e  auch  durch  die  Gleichung 

„=oo\  n  / 

erklären  können.    Es  ist  närahch 
oder,  wenn  man  n  —  1  gleich  m  setzt, 

Wird  n  unendlich  gross,  so  gilt  dasselbe  von  m,  folglich  ist 
lim  (l  —  -^y "=  lim  (l  +  "Vi  +  -  y  =  Um  (l  +  —X=  e. 

Satz.  Die  Zahl  e  ist  keine  rationale  ZaJd,  d.  h.  es  ist  nicht 
möglich,  e  auf  die  Form  j  zu  bringe7i,  so  dass  k  und  l  ganze 
Zahlen  sitid. 


'm  / 


Beweis.    Wäre 


H^  —  i-V-  _  Iß  — 1)1 


k  "  {k^iy.k 

so  wäre  nach  Ungleichung  (12.) 


k\ 


-^l:+--^il<^<^+^4+ 


+i+ 


k\   '  k\   k 

oder,   wenn  man  diese  doppelte  Ungleichung  mit  k\  multiplicirt 
und  die  ganze  Zahl 
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mit  A  bezeichnet, 


A<l{k  —  l)\<^A  +  j, 


oder 

Q<l{k  —  l)\^A  <  ~. 

K 

Es  müsste  also  zwischen  0  und  ^  noch  eine  positive  ganze 
Zahl  J{k — 1)!— .4  hegen,  und  das  ist  unmöglich. 


Differential-Rechnung. 


Erster  Theil. 

Functionen  von  einer  unabhängigen  Veränderlichen. 


I.  Abschnitt. 

Erklärung  und  Bildung  der  Differential- 
Quotienten. 

§   12. 

Bildung  des  Differential-Quotienten  einer  stetigen  Function 

y  =f{^\ 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  15.) 

Es  sei  die  Function 

für  die  betrachteten  Werthe  der  unabhängigen  Veränderlichen 
X  (des  Argumentes)  stetig.    Setzt  man  also 

(2.)  yi  =/(:rO, 

so  sollen  die  Differenzen 

(3.)  a"i  • —  X  =  Jx     und     iji  —  y  =  Jy 

gleichzeitig  verschwindend  klein  werden.   Den  Quotienten  dieser 
Differenzen  Jx  und  Jy,  nämlich 

(4.)  <i  =  i^i^nü , 

Jz         Xi  —  X 
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nennt  man  ^^Differenzen- Quotient''',  Werden  jetzt  die  Diffe- 
renzen Jx  und  Jy  verschwindend  klein,  so  nennt  man  sie 
^^Differentiale'-''  und  bezeichnet  sie  mit  dx  und  dy;  d.  h.  man 
schreibt  der  Kürze  wegen  dx  statt  \\mJx  und  dy  statt  lim^/y,  ■ 

also  -^  statt   lim  — ^  >  wenn  sich  Jx  und  ^y  beide  der  Grenze 
aa:  ^x 

0  nähern. 

Dabei  geht  der  Differenzen- Quotient  über  in  den  Differential- 
Quotienten,  nämlich  in 


(5.) 

^^=lim^-^=lim^^-^. 

dx          Jx=0  ^X          x^z=x  Xx  —  X 

Beispiel 

1. 

Es  sei 

y  =  x^,     also    yx  =  ^l^ 

dann  wii'd 

Xx  —  X          Xx  —  X 

^=  lim(a;,  +  x)  =  2x. 

dx         xi—x 

Beispiel 

2. 

Es  sei 

y  =  x^,     also     yx  =  xx^, 

dann  wird 

2/1 

~^-''''~'''  -Xx'+XxX  +  X^ 

Xi  X  Xx  X 

^  =  lim  {xx^  +  xxx  -f  a;2)  =  3a:^ 

dx  ,     xi=x 

In  den  meisten  Fällen,  in  denen  y  eine  stetige  Function 
von  X  ist,  wird  es  möghch  sein,  —^  d.  h.  den  Grenzwerth  von 

^ zu  bestimmen.    Es  giebt  aber  auch  Functionen,  die  für 

Xi  —  X 

einzelne  oder  für  unendhch  \iele  Werthe  von  x  nicht  differen- 
tiü^bar  sind,  d.  h.  es  giebt  Fälle,  in  denen  -~  keinen  bestimmten 


idlich 


en 


JVerth  hat.    Ist  z.  B.  y  =  xsm(-\  so  wird,  wie  sich 
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zeioen  lässt,  -y-  für  a:  =  0°  unhestimmt,   obg'leich   die  Function 
dx 

selbst  für  diesen  Werth  von  x  noch  stetig  ist. 

In  den   hier   folgenden  Untersuchungen  werden   aber   nur 
Functionen  in  Betracht  kommen,  welche  differentiirbar  sind. 

Die  Gleichungen  (4.)  und  (5.).  dui'ch  welche  der  Differenzen- 
Quotient   und    der  Differential  -  Quotient  erklärt  werden,    kann 
man  noch  auf  eine  etwas  andere  Form  bringen.     Mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  erhält  man  zunächst 
Jy      Jf{x)      fix,)- fix) 


(4a.) 


Jx  ^X  Xx 


(5a.)  |^  =  <?^(-i  =  Hm^^(£l)^^. 

Aus  den  Gleichungen  (3.)  folgt  femer 

a-,  —  a:  +  Jx,    fix^)  =fix  +  Jx) ; 
dies  giebt 

(4b,) 

dx  dx  ^x=(\  Jx 


Jy  _  Jfix)  __  fix  4-  ^x)  —fix) 
Jx         Jx  Jx 


Bemerkungen. 

Der  Anfänger  möge  noch  besonders  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden,  dass  in  den  Ausdrücken  Jx  und  Jy  das  Zeichen  J  nicht  von 
X  oder  von  y  getrennt  werden  darf,  denn  Jx  und  Jy  sind  nicht  etwa 
Producte  von  J  und  x  oder  von  J  und  y.  sondern  sie  sind  Symbole, 
welche  die  gleichzeitigen  Zunahmen  von  x  und  y  bezeichnen. 

Aehnhches  gilt  auch  von  den  Differentialen  äx  und  dy.  Dabei  ist 
noch  zu  beachten,  dass  die  Differentiale  äx  und  dy  immer  mit  einem 
geraden  d  ('nicht  mit  einem  geschwungenen  d)  geschrieben  werden,  weil 
die  Symbole  dx  und  dy  später  in  einer  etwas  anderen  Bedeutung  beniitzt 
werden  sollen.  Ebenso  haben  die  Bezeichnungen  Jx  und  Sy  eine  andere 
Bedeutung  -wie  dx  und  dy. 

Der  Differential -Quotient  -f-    einer    entwickelten    Function 

dx 

y  =:fix)    ist    also    der    Grenztcerth,    icelchem    sich    der    Bruch 

fix+Jx)  fix)  ..,  ^  ^  ,7-     7        77     .  -7 

na/i6rt,  iccmi  Jx  unendiicn  kleiti  icird. 

Jx. 


^ 
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Um  anzudeuten,  dass  -j^  gleichfalls  eine  Function  von  x 
ist.  bezeichnet  man  dieselbe  gewöhnlich  mit/'(^);  es  ist  daher 
(6.)  |=/^4 

Die  Function/'(.r)  nennt  man  im  Gegensatz  zu  der  ursprüng- 
lichen Function  f{x)  die  ^^abgeleitete  Function'-'-  oder  die  „^5- 
leitvng  von  .f{xY- 

In  derselben  Weise,  wie  f'{x)  erklärt  ist  durch  die  Gleichung 

/'(.)  =  lim -^^fct^^-Il/^^ 

werden  auch  die  Ableitungen  der  Functionen  F{x)^  ^{x)  u.  s.  w. 
erklärt.     Es  ist  daher 

(7.)                    FX.)  =  lim  ^'-  +  ^x)--FW  , 
(8.)  if \x)  —  hm  ^^ ^-5^^  1 

Jx=z0  dx 

u.  s.  w. 

Hervorzuheben  ist  noch,  dass  bei  dieser  Erklärung  des 
Differential-Quotienten  die  Grösse  /ix  nach  Belieben  positiv  oder 
negativ  vorausgesetzt  w^erden  darf.  Man  hätte  also  mit  dem 
selben  Eechte/'(a:)  durch  die  Gleichung 

f\x)  =  lim  '^— — ^-5^^ 

^a;=0  -^X 

erklären  können.    Im  Allgemeinen  wird  man  auch  beide  Male 
für  fix)  denselben  Ausdruck  erhalten.     Setzt  man  nämlich  in 
diesem  Falle  x  —  Jx^^x^,  so  wird  x  =  x^,  -f  Jx^  also 
f{x-Jx)-f{x)  ^f{a:r)~f(xy-\-Jx)  _f{x,  -f  Jx)  -/(.rQ  _ 
—  //x  —  Jx  Jx 

Dies  giebt 

f{x~Jx)  —fix) 


lim 


Jx 


/rfj:=0  /IX  x,=x 
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Man  erhält  daher,  wenn  die  Function  f{x)  stetig  ist,  den- 
selben Werth  von  fix),  gleichviel  ob  man  Jx  positiv  oder 
negativ  wählt. 


§  13. 

Geometrische  Deutung  des  Differential -Quotienten. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  16.) 

Für  ^iele  Untersuchungen  ist  die  Bildung  des  Differenzen- 
Quotienten  und  ([%%  Differential-Quotienten  von  grosser  Bedeutung, 
um  zu  beurtheilen,  in  welchem  Verhältnisse  die  Aenderung  der 
Function  zu  der  Aenderung  des  Argumentes  steht.     Ist  z.  B. 

(1.)  y  =J\^) 

die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  19),  und  legt  man  durch  die 

benachbarten  Punkte  P  und  Pi  eine  Secante  in  der  Richtung  von 

P  nach  Pi ,  welche  mit  der  positiven  Richtung  der  A-Axe  den 

Winkel  ß  bildet,  dann  wird,  wie  schon  auf  Seite  29  und  30  gezeigt 

wurde, 

PB  =  QQi  =  OQi--OQ  =  xt  —  X, 

BPi=  QiPi  — QP  =  yi--y, 


also 

(2.) 


icrfi-icrjfpp  _^^i  _y^^y 


Dabei  giebt  der  Differenzen-Quotient  ^^  ^      ein  Mass  für 

die  Steigung  der  Curve  vom 
Punkte  P  bis  zum  Punkte  Pi, 
d.  h.  dieser  Ausdruck  giebt  an, 
in  welchem  Verhältnisse  die 
Zunahme  der  Ordinate  y  zur 
Zunahme  der  Abscisse  x  steht. 
Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Function  y  =f(x)  für 
den  betrachteten  Werth  von  x  differentürbar  ist,  nähert  sich  die 
Secante  PPi  einer  bestimmten  Grenzlage  TP,  wenn  der  Punkt 
Pi  dem  Punkte  P  immer  näher  rückt  und  schliesslich  mit  diesem 


. 

Fig.  19. 

/ 

/p 

^^ 

r/ß 

E 

_0 

^ 
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), 
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Punkte  zusammenfällt.  Eine  solche  Secante,  bei  der  zwei  Schnitt- 
punkte in  einen  Punkt  P  zusammenfallen,  heisst  ,,Tangente^^ 
und  der  Punkt  P  ihr  .,Berührungspunkt^^.  Bei  diesem  Grenz- 
übergange werden  die  Strecken 

PR  =:  xi~  X    und     EPi  =  i/i  —  y 
verschwindend  klein,  der  Winkel  ß  geht  in  den  Winkel  a  über, 
und  man  erhält  aus  Gleichung  (2.)  die  wichtige  Formel 

in  welcher  der  folgende  Satz  enthalten  ist: 

Satz  1.  Der  Differential- Quotient  ist  gleich  der  trigono- 
metrischeyi  Tange^ite  desjenigen  Winkels  a,  welchen  die  geo- 
metrische Tangente  im  Curvenpunkte  P  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  X-Axe  bildet,  wenn  g  =f{x)  die  Gleichung  der  Curce 
ist,  und  der  Punkt  P  die    Coordinaten  x  und  y  hat. 

Wemi  die  Curve  im  Punkte  P  steigt,  so  ist  «  ein  spitzer 
Winkel  (vergl.  Fig.  20),  also 


(4.) 


tga  =  |>0; 


Fig.  20. 


Fig.  21 


und  wenn  die  Curve  im  Punkte  P fällt,   so  ist  «  ein  stumpfer 
Winkel  (vergl.  Fig.  21),  also 


f5.) 


tg«  =  -^<  0. 
dx 


(Dabei  sind  allerdings  nur  die  Winkel  zwischen  0°  und  180° 
berücksichtigt,  weil  auch  nur  solche  Winkel  hier  in  Betracht 
kommen  können.) 

Kiepert.  Differential  -  Rechnung.  g 
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In  Figur  20  ist  also  im  Punkte  P  der  Differential-Quotient 
-7~  positiv,  in  Figiu'  21  ist  er  dagegen  negativ. 

Dies  giebt 

Satz  2.  Wenn  eine  Function  y  z=f{x)  gleichzeitig  mit  x 
zu7iimmtj  so  ist  die  Ableitung  für  den  betrachteten  Werth  von  x 
positic;  icenn  aber  die  Function  abnimmt,  xo'dhrend  x  zutiimmt^ 
so  ist  die  Ableitung  für  den  betreffenden   Werth   von  x  negativ. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  auch  unabhängig  von  der 
geometrischen  Deutung  des  Differential  -  (Quotienten  gefülnt 
werden. 

Nimmt  nämlicli  y  mit  x  gleichzeitig  zu,  so  wird 

xx  —  X  >  0,     ^1  —  y  >  0, 
also  auch 

Xi  X 

Dies  gilt,  wie  klein  auch  xi  —  x  werden  mag,  folglich  wird 
auch 

(4a.)  f^M^vl^JL^o. 

^        '  dx  x^=xXi  — X 

Hierbei  ist  das  Gleichheitszeichen  dem  Ungleichheitszeichen 
hinzugefügt,  weil  möglicher  Weise  der  Zuwachs  von  y  im  Ver- 
gleich zu  dem  Zuwachse  von  x  eine  verschwindend  kleine  Grösse 
höherer  Ordnung  ist. 

Nimmt  y  ab,  während  x  zunimmt,  so  wird 

rri  —  a:  >  0,     yi  -  -  y  <  0, 
also 

Xi  X 

Dies  gilt  gleichfalls ,  wie  klem  xi  —  x  auch  werden  mag, 
folglich  ist 

(öa.)  ^=lim?'l^:i^SO. 

dx        Xi=xXl  —  ^  ~ 

Von  dem  angegebenen  Satze  gilt  auch  die  Umkehi'ung: 
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Satz  3.     Eine  Function  nimmt  gleichzeitig  mit  x  zu  für  alle 

dii 
Werthe  von  x,  für  welche—  positiv,    und  die  Function   nimmt 

ah,  xoährend  x  zunimmt,  für  alle  Werthe  von  x,  für  welche  ~ 
'  '-^  dx 

negativ  ist. 

Der  Beweis  fol^t  aus  Satz  2  selbst  ohne  Weiteres. 


§  14. 
'   Einige  Lehrsätze  über  Differential -Quotienten. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  17— 20.) 
Satz  1.     Zwei    Functionen,    welche    sich    von    einander   nur 
durch  eine  additive  Constante  unterscheiden,  haben  dieselbe  Ab- 
leitung, d.  li.  ist 

<f{x)  =/(:r)  4-  C, 

SO  wird 

Beweis.    Ist 

q{x)  =f{x)  +  C, 


so  \vird 
also 


(p{x  +  Jx)  =f{x  +  ^x)  +  C, 

(p{x  +  Jx)  —  (fix)  =f{x  +  Jx)  —fix), 
(p{x  +  Jx)  —  (f{x)  _f{x  -f  Jx)  —fix) 


Jx  Jx 

f-,  \        //  \        T      (pix-\-Jx) — cpix)       ,.    fix-\-Jx)—fix)        -,,  , 
(1.)     w'ix)  =  lim  -^ ~ — ^-^^  =  lim-^-^^ — ' — /    "^  ^  '  —  fix). 

Jx=0  Jx  jx=Q  Jx  •       V    / 

Bezeichnet  man  fix)  mit  y,  so  wird 

(f{x)  =zy  -\-  C, 

und  die  Gleichung  (1.)  nimmt  die  Form  an 

(la.)  diy^O^dy 

dx  dx 

Satz  2.     Wird  eine  Function  y  ^=fix)  mit  einem  constanten 
Factor  A  multiplicirt,  so  ist  die  Ableitung  dieses  Productes  gleich 

6* 
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der  Ableitung   der  Function  y,   multiplicirt  mit   dem  constanten 
Factor  Ä,  d.  li.  es  ist 

d(Ay)  _    A^, 
dx  dz 

Beweis.     Setzt  man 

(f{x)  =  Af{x), 
SO  wird 

(f{x  -\-  Jx)  ^  AfK^  +  ^^)^ 
also 

(fix  +  '^x)  —  <f{x)  =  Af{x  -\-  Jx)  —  -4/'(^) 

=  A[f{x  +  Jx)~f{x)\, 
(p(x  +  Jx)  —  (p(x)  __  ^f{x  +  Jx)  —fix) 
Jx  Jx 

oder,  wenn  man  Jx  unendlich  klein  werden  lässt, 
(2.)  if'ix)  =  Af\x). 

Bezeichnet  man  nun  wieder /(a:)  mit  y,  so  Avii'd 
if{x)  =  Af{x)  =  Ay; 
dadurch  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

(2a.)  <*^)  =  ^^. 

^  dx  dx 

Satz  3.     Die   Ableitung  einer  Summe   von   zwei  {oder    von  J 

mehreren)  Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  Ableitungen  der  ■ 
einzelnen  Functionen.,  d.  h.  es  ist 

d{u  4-  V) du      dv 

dx            dx      dx  1 

Beweis.     Es  seien  1 

u  =/(.-r)     und     0  =  g{x>j 
zwei  beliebige  Functionen  Yon  x,  und  es  sei 

y  ==  F{x)  =  w  +  f  =f{x)  +  g{x). 
Es  wird  dann 

F{x  +  Jx)  =f{x  +  Jx)  +  g{x  +  Jx), 
Jy  =  F{x  +  Jx)~F{x)  =f{x-^Jx)—f(x)  +  g{x  +  Jx)  —  g{x), 
Jy  ^J{x  +Jx)—f{x)       g{x  +  Jx)—g{x)  ^ 
Jx  Jx  Jx 
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oder 

,    .  d{u  A-  v)       du      dv 

dx  dx      dx 

In  derselben  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  der  angegebene 
Satz  auch  für  eine  Summe  von  beliebig  vielen  Functionen  gilt; 
nur  muss  die  Anzahl  der  Summanden  eine  endliche  sein. 

Vertauscht  man  u-\-v  mit  u  —  « ,  so  findet  man  durch  die 
gleichen  Schlüsse  die  Gleichung 
, .  ,  diu  —  v)      du      dv 

dx  dx      dx 

und  damit 

Satz  4-.  Die  Ableitung  der  Differenz  von  zivei  Functionen 
ist  gleich  der  Differenz  der  Ableitungen  der  einzelnen  Functionen. 


Differentiation  der  ganzen  rationalen  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  21.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Ableitung  von 

(1.)  y  =f{x)  =  x'- 

bilden,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 
(2.)  y,  =f{x,)  =  xr, 

(3.)  f(x,)^f(x)  =  xr—x'-, 

also  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

(4.)  /(^i)  -/(^)  _  ^r-x'"  ^  ^  ^^^3^.3 

Xi  X  Xi X 

+  xix'"--  +  a:'»-i; 
dies  giebt 

(5.)     -^  =  lim:* ^^^^  ~^ ^^-^  =  lim  (rci"— i  +  x^-^x  +  zi^'-^x'-^  •  ■ 

dx         Xi=x       Xi X  .Ti=x 

4-  xix'"^^  +  x'"-^), 
oder 
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(6.)  I  =  mx--K 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  in  folgender  Weise  er- 
halten. 

Aus  Gleichung-  (1.)  folgt 
(7.)    y  +  ^y  =f{x  +  Jx)  =^{x  +  JxY 


also 


m         ,      ^         mim  —  1 ) 
1  1.2 


m(m  —  1) 

Jy  =  mx""-^  .Jx-\ ^  -^— -  x"'-^ .  Jx^  -f 

^  1.2 


(8.)  ^  =  mxr^-^  +  M^L_l)^.-2  .  ^,  +  .... 

^    ^  Jx  1  . 2 

Geht  jetzt  Jx  in  dx  über,  d.  h.  wii^d  Jx  unendlich  klein, 
so  werden  die  Güeder  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (8.) 
aUe  bis  auf  das  erste  unendlich  klein,  weil  sie  den  Factor  dx 
enthalten.    Die  Gleichimg  (8.)  geht  daher  über  in 

,    V  dy 

(9.)  ~  =  mx^'^-K 

Der  Werth  m  gleich  0  möge  besonders  berücksichtigt  werden ; 
ist  nämlich  fix)  =  a;"  =  i,  so  wü'd  auch 

fix,)  =  \,     also   fix,) -fix)  =  ^, 
fix,) -fix) 


Xi—  X 

Deshalb  wii'd 


=  0. 


Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (9.),   wenn 
man  m  =  0  setzt.    Ebenso  findet  man 

dC      ^ 

^  =  «' 
d.  h.  die  Ableitung  einer,   Constanten  ist  immer  gleich  0.  * 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Ableitung  von 

y  ^=  x^  +  x^  -\-  X 
bilden. 
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Auflösung.     Nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle  ist 

dy  _  d{x^      d(^  ,    ^^  _  4  3       .2 
dx         dx  dx         dx 

.  Aufgabe  3.    Man  soll  die  Ableitung  von 
?/  =  3:c*  +  \\x-  —  lx-^  8 
bilden. 

Auflösung.    Hier  ist  nach  den  Formeln  Nr.  19  und  20  der 

Tabelle 

dy^  _  d{^x^)      djWx'^)      d{lx)      d{^ 
dx         dx  dx  dx  dx 

Ferner  wird  nach  Formel  Nr.  18  der  Tabelle 

dx  dx  ' 

— -,      ^^  =  11  — ,—  =  11  .  2a;  =  22a-, 
dx  dx  ' 


folgUch  ist 


d{7x) 
dx 

=  7 

dx 
dx 

1  = 

d{8) 
dx 

=  0, 

1 

dy 
~dx' 

=  12a:3  _|_ 

22a; 

7. 


In  welcher  Weise   sich    dieses  Verfahi-en  verallgemeinern 
lässt,  soll  die  folgende  Aufgabe  zeigen. 

Aufgabe  4.     Man  soll  die  Ableitung  von 

y  =  aa;"  +  a^x*^-^  +  a<iX*'-'-  +  •••  +  an-ix  +  a„ 

bilden. 

Auflösung.     Nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle  ist 

dy  _  d{ax^)       d{axx^-  ^)      dja^x''-'^)  d(a„-ix)       djan) 

dx  dx  dx  dx  dx  dx 

und  nach  den  Formeln  Nr.  18  und  21  der  Tabelle  wird 
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dx  dx 

diüiX''-^)  d(x''-''}  ,         ^,       , 


=  0. 


ö?(a„_i.r)  c?a: 

flfa;  "~   dx 

d(an) 
dx 

folglich  erhält  man 

-^  =  nax'"^  +  (n  —  l)aia;«-2  +  (^^  —  '2)a.2X*'-^  -\ \-  a„_i . 

dx 

Da  sich  jede  ganze  rationale  Function  auf  die  Form 

y  =  ax**  +  aia:"~*  +  «2^^""^  +  •••  +  «n— i^  +  a« 
bringen  lässt,  so  ist  damit  gezeigt,  wie  man  jede  beliebige  ganze 
rationale  Function  differentüi^en  kann. 


§ 

16. 

Uebungs 

-Be 

ispiele. 

V  1)  y  =  Qx°  +  4, 

^2)  y  =  6x^  —  4, 

^  =  SOx-. 

^3)  y  =  ^x^^, 

74)  y  =  Sx^  —  7x  +  9, 

dy     ^ 

-f  =  6a:  — 7 

V  5)  y  =  {2x  —  5)  (rr^  +  11^-  —  3).      ^^  =  öz^  +  34^  —  61. 

dx 

Hier  findet  man   das  Resultat,    indem   man  zunächst  die 

Klammern  auflöst  und  dadurch  y  auf  die  Form  bringt 

y  =  2x^-\-  llx^  —  6I2:  +  15. 
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6)  y  =  bx*  —  y:r3  +  Ax^  —  Sx+l,  -^  =  20a:3  _  n^-i  _|_  g^r  —  3. 

7)  y  =a;*+12x3— 29:c2— 61.r^l34,  ^=  ^x^-\-S6x^ -^  58x—61. 

8)  y  =  x^  —  6z^ +  8x^4:,  -^=Sx^--10x  +  S. 

9)  y  =  3^5  —  7x^  +  13x,  ^  =  löz*  —  21a:2  _f_  ^3^ 
10)  y  =  5a:8  — 3a;6  +  2:c*  — 4a;-  + 7,  ^  =  4o.r'  — 18:r5_|_8.^3_3^^ 


§    17. 

Differentiation  einer  Potenz  mit  negativem,  ganzzahligen 

Exponenten. 

(Yergl.  die  Formel- TabeUe  Nr.  21.) 

Aufgabe.  Man  soll  die  Ableitung  von 

(1.)  y  =  X'" 
bilden,  wenn 

(2.)  m  =  —  fi 

eine  negative  ganze  Zahl  ist. 

Auflösung.     In  diesem  Falle  ist 
(3.)  y=/(^)  =  ^-'^  =  ^.' 

(4.)  yi=/(^i)=^i-"  =  ^' 

also 

(5.)  fi^i)  —f{^)  =  ^  ~  ^  = a^n,^^     ' 

also  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 
/6)    /M-/M  = l_xj^-^ 
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Dies  giebt 

(7.)  ^^  =  lim^)-/i^)  =  -4,.,«-. 

oder 

(8.)  ;^  ~  —  wa:-"^^  —  mx'"-K 

Die  Formel  Nr.  21   der  Tabelle   bleibt   also  noch  richtig, 
auch  wenn  m  eine  negative  ganze  Zahl  ist. 


§  18. 

Differentiation  der  logarithmischen  Function 

fix)  =-  \ogx, 

(Yergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  22  und  23.) 

Aufgabe.      Man    soll    die    Ableitung    der    logarithmischen 
Function 

(1.)  y  =f{x)  =  loga; 

bilden. 

Auflösung.    In  dem  vorliegenden  Falle  ist 
(2.)  f{x)  =  loga:,    fix  +  Jx)  =  \og{x  +  Jx), 

f{x  +  Jx)  —f{x)  =  log(a;  4-  Jx)  —  log:r  =  log( )  > 

oder 

Jx\ 


(3.)  /(:.  +  Jx)  -fix)  =  log  (l  +   -;  ' 

fix+J.x)-fix)    _Jf(x)_    1  /         JxX 

^^  Jx  "     Jx     ~  Jx      "'K^    X  ) 

Setzt  mau 

,_  .  Jx      \  X       \        n 

(5.)  —  =  -  >    also   Jx  —  -  1    —-  =  -  > 

a;        w  :^i      z/a;      x 

so  ist 

Nun  wird  aber  n  unendlich  gross,  wenn  Jx  unendlich  klein 
wird;  deshalb  ist 
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^    ^  dx         dx       X    M=oo       L\        nj  _ 

Diesen  Grenzwerth  kann  man  leicht  angeben,  denn  nach 
Formel  Nr.  13  der  Tabelle  ist 

(8.)  lim  (l  +  ^Y=  e, 

folglich  wird 

^  ^  t^(log^)  ^  löge  ^ 
^  '"^  dx  dx  X 

Dabei  ist  die  Basis  des  Logarithmen- Systems  noch  eine 
ganz  beliebige;  wählt  man  aber  die  Zahl  e  selbst  zur  Basis  des 
Logarithmen -Systems,  so  ist 

loge  =  1, 
so  dass  die  Gleichung  (9.)  eine  noch  einfachere  Form  annimmt. 
Die  Logarithmen  mit  der  Basis  e  heissen  die  ^^natürlichen 
Logarithmen"  und  mögen  in  dem  Folgenden  nur  durch  lognat 
oder  der  Kürze  wegen  mit  In  bezeichnet  werden. 
Demnach  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (9.) 
d(\nx)      1 


(9a.) 


dx         X 


Bemerkung'. 

In  der  höheren  Mathematik  benutzt  man  fast  ausschliesslich  die 
natürlichen  Logarithmen  mit  der  Basis  e;  es  ist  aber  sehr  leicht,  von 
dem  einen  Logarithmen-System  zu  einem  anderen  überzugehen. 

Es  bezeichne  z.  B.  logx  den  Briggs' sehen  Logarithmus  von  x  mit 
der  Basis  10,  und  Ina;  den  natürlichen  Logarithmus  mit  der  Basis  e; 
dann  ist 

(lU.)  y  =  loga;  gleichbedeutend  mit  10^  =  x, 

und 
(11.)  z=hix  ist  „  „       e"  =x. 

Daraus  folgt 
(12.)  10'-'  =  e^ 

Ximmt    man    auf  beiden  Seiten    dieser  Gleichung    den  natürlichen 

Logarithmus,  so  erhält  man 

Ina; 
(13.)  y\nlO  =  z,     oder     ^ogx  =  j-^  ■ 

Nimmt  man  dagegen  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (12.)  den 
Briggs'schen  Logarithmus,  so  erhält  man 
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(14.)  i/  =  sloge,     oder    logar  =  ln.r  .  löge. 

Aus  den  Gleichungen  (13.)  und  (14,)  folgt  zunächst 

ferner  geht  aus  denselben  hervor,  dass  man  die  natürlichen  Logarithmen 
sämmtlich  mit  dem  constanten  Factor 

l°g^=  iAü==pÖ2ök)9äü  =  0,434  294  4819 

zu  multipliciren  hat,  um  aus  ihnen  die  entsprechenden  Bn'fjgs^schen  zn 
erhalten.  Man  nennt  diesen  Factor  logc  gewöhnUch  „den  Modul  der 
Briggs^schen  Logarithmen." 


§   19. 

Differentiation  der  trigonometrischen  Functionen 
sini«  und  cosa?. 

(Yergl.  die  Formel -Tabelle  Kr,  24  und  25.) 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Ableitung  von 
(1.)  ?/  =f{x)  =  sina: 

bilden. 

Auflösung.     Aus  Gleicliung-  (1.)  folgt 
(2.)  f{x  +  Jx)  =  sin(a;  -f  J.r), 

(3.)  f(x  +  Jx)  — f{x)  =  Jf{x)  =  B,m{x  +  Jx)  —  sina:. 

Nun  ist  bekanntlich 

^   .    /a  —  b\         /a  -\-  h\ 
sina  —  sin^  =  2sm(      - —  jcosf — - — j? 

folglich  wii^d 

(4.)  Jf{x)  =  2  Sin  (^2^)  cos  (x  +  ^^) , 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

(5.)  Jx  =  2z 

setzt, 

Jf{x)  =  2sinz  cos(a;  +  z), 

(6.)  -j^  =  —  cos  (a:  +  z), 
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(7.)       -^^^  =  -~^  =  hm cos {x  ■\-  z)  =  cosa:  hm 

dx         dx       z  =0    2  z=o    'S 

Nach  Formel  Nr.  1  der  Tabehe  ist  aber 

,.    siuz 
hm =  1, 

::=0       Z 

folglich  ist 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Ableitung  von 

(9.)  y  =f{^)  =  cosa; 
bilden. 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (9.)  folgt 

(10.)  f{x  +  Jx)  =  C0S(:r  +  Jx), 

(11.)  f{x  +  Jx)    -f{x)  =  ^/(a:j  =  C0S(a:  +  Jx)  —  COSrr. 

Nun  ist  bekanntlich 

cosa  —  cosf^'  =  —  2sm  f  — ~      \  sm  i  — l —  j , 
folglich  wird 

(12.)  Jf{x)  =  -  2sin(^)  sin  (^  +  |^) ' 

oder,  wenn  man  wieder 

Jx  =  2z 

2  sin  2  sin  (a:  +  z), 


sma;hni  — 


—  sina;. 

Bemerkung. 

Es  wird  Mer  nochmals  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  in  sinx 
und  cosx  die  Grösse  x  kein  Winkel,  sondern  die  Länge  eines  Kreisbogens 
ist.     (Vergl,  §  1,  Seite  10.) 


^CLZ,t, 

(12a.) 

Jf{x)  =  —  2  sin 

(13.) 

Jf{x)  _      sins 
Jx                 z 

(14.) 
oder 

df{A^iL=_ 

dx          dx 

(15.) 

dy       d(cosx) 
dx           dx 
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§  20. 

Differentiation  der  trigonometrischen  Functionen 
iqx  und  ctg;;c. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  26  und  27.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Ableitung  von 
(1.)  y  =/(-^)  =  tgx 

"bilden. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 
(2.)  f{x-\-  Jz)  =  tg{x-\-Jx), 

(3.)  fix  +  Jx)  —fix)  =  Jfix)  =  tg(x  +  Jz)  —  tgx. 

Nun  ist  bekanntlich 

sin(a  —  b) 


tga  —  tgb  = 


folglich  wii^d 

(4.)  Jfix)  = 


cos  a  cos  b 

siniJx) 


(5.) 


COS(a;  -f  Jx)  cosa; 
^fix)  1  sin(^a;) 


^x         COS(a;  +  Jx)  COS:r        ^a; 
und  da  nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle 

lim   *^  =  1 

wird,  SO  ist 

dx  dx  dx  cos^ä;  ® 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  Ableitung  von 

(7.)  y  =fix)  =  tigx 

bilden. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (7.)  folgt 
(8.)  f{x  +  Jx)  =  ctg(.r  +  Jx\ 

(9.)  fix  +  Jx)  —fix)  =  Jfix)  =  ctg  ix  +  Jx)  —  Ctgx. 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

,    ,  sin(a  —  b) 

ctga  —  ctgÄ  = .^^ — r-^  > 

sm  a  sm  b 
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folglich  wii'd 

(10.)  jm  =  ~  . ,  ^'"<f ; .   , 

^     ''  Jx  sin(a:  +  Jx)  sina;        Jx 

(12.)  ffi  =  ^  ^  '^-)  =  _  _L  =  „  (1  +  ctg%). 
c?2:  fte  dx  Sin^a:  ® 


§  21. 

Differentiation  der  Producte  und  Quotienten 
von  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel- TabeUe  Nr.  28— 33.) 

Aufgabe  1.     Es  sei 

(1.)  u=f{x),     v  =  g{x); 

man  soll  die  Ableitung  des  Productes 

(2.)  "  y  =  F{x)  =  UV  =f{x)  g{x) 

bilden. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (2.)  folgt 
(3.)  F{x  +  Jx)  =f(x  +  Jx)  g{x  -f  Jx), 

F{x  +  Jx)~F{x)  =  JF{x)  =f{x  +  Jx)g{x  +  Jx)  —f{x)g{x\ 
oder 
(4.)  JF{x)  =f{x  +  Jx)  g[x  +  Jx)  — /(.r)  g{x  +  ^:r) 

also 

Nun  ist 
lim  ^(:r  +  Jo^  =  ^^(:r),     Hm  /(^  +  M  -f{x)  =f^^^^ 

folglich  wird 
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^^•^  ^  =  i  =  ^^^^-^'^^^  +->^^^)  ^'(^)' 

oder 

,      ,  d(uv)  du    .       dv 

(6a.)  -y-  =  ^  :r  +  ^  T"  • 

aa;  cte  dz 

Dies  giebt  den  Satz: 

Ein  Product  von  zwei  Factoren  wird  differentiirt.  indem  man 
jeden  der  beiden  Factoren  einzeln  differentiirt^  mit  dem  andern 
Factor  multiplicirt  und  die  Summe  dieser  beiden  Producte  bildet. 

Beispiele. 

1)  y  =  (3  +  4a;)  (2  -  Ix), 

y.  =  4(2  —  Ix)  —  7(3  +  4a:)  =  —  13  —  56a;. 
dx 

Von  der  Kichtigkeit  dieses  Resultates  kann  man  sich  auch 

dadui'ch  überzeugen,  dass  man  nach  Auflösung  der  Klammern 

7/  =  6  —  13a;  —  28a;2 

erhält,  woraus  sich  unmittelbar  derselbe  Werth  von  ■—  ergiebt. 

2)  3/  =  (a;*  —  3a;2  +11)  sina;; 

J-  =  (4a;3  —  6a;)  sin.r  +  (a;*  —  Sx-  +11)  cosa:. 
dx 

3)  «/  =  cosa;tga;; 

dy  '       j.        ,     cosa; 

~  =  —  sma;  tga;  -\ 5— 

dx  cos^x 

sm^x         1         1  —  sin^a: 

H = =  cosa;. 


cosa;        cosa;  cosa; 

Dieses  Resultat  hätte  man  noch  einfacher  finden  können, 

indem  man  berücksichtigt,  dass 

sina; 

tga;  = 

cosa; 

ist,  denn  dadui^ch  wü'd 

y  =  cosa;  tga;  =  sina; 
und  nach  Formel  Nr.  24  der  Tabelle 

dy 

^  =  cosa-. 
dx 
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Aufgabe  2.    Es  sei 

(7.)  u=f{x),     v  =  (/{x),     tü  =  h{x), 

man  soll  die  Ableitung  von 

(8.)  y  =  uviü 

bilden. 

Auflösung.     Indem  man 
(9.)  vtc  =  Vi 

setzt,  erhält  man 

(10.)  y  =  uvi , 

so  dass  nach  der  vorhergehenden  Aufgabe 
dy du  dvt 

''  dx        *  dx  dx 

wird.    Nun  ist  aber,  gleichfalls  nach  der  vorhergehenden  Aufgabe, 

.  do\ de  dw 

dx  dx  dx 

folglich  wird 

,  du       d(uvw)  du  dv  dw 

(13.)  -,—  =  — j — '  =  vtv-^  -\-  uw -r-  4-  UV  -j-  • 

dx  dx  dx  dx  dx 

Dies  giebt  den  Satz: 

FAti  Product  von  drei  Factoren  ivird  diff'erentiirt^  indem  man 
Jeden  dieser  Factoren  einzeln  differeniiiri,  mit  den  beiden  anderen 
Factoren    muliiplicirt  und  die  Summe  dieser  Producte  bildet. 

Man  erkennt  leicht,  dass  sich  diese  Eegel  auch  auf  Producte 
mit    beliebig  vielen  Factoren  übertragen   lässt.    Zum  Beweise 
mögen  die  Gleichungen  (6a.)  und  (13.),  indem  man  sie  beziehungs- 
weise durch  UV  und  uvw  dividirt,  auf  die  Form 
.  1    d{uv)  _  1  du      1  dv 

UV     dx         u  dx       V  dx 

, ,  „    >  1      d(uvw)        1   du       1    dv        1    div 

(13a.  ^^  =  -—  + ---  +  --— 

uvw      dx  u   dx       V  dx       lo  ax 

gebracht  werden. 

Dem  entsprechend  kann  jetzt  dui'ch  den  Schluss  von  n  auf 
?<  +  1  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

Kiepert,  Differential  •Rechnung.  '^ 
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,,  ,  .  1  d(ux «2 . . .  Um)        1  dvi    ^    1   dui    ,  ,     1   du„ 

(14.) -: =      -1 — I j~  +  — I — -  -r 

Ui  ui . . .  u,n  dz  Wi   dx        «2   dz  Um   dx 

nachgewiesen  werden.    Gilt  nämlich- Gleichung  (14.)  für  m  =  n, 
so  wird 

,,  ,     ,  1  d(UiUi...Un)  1    dui     ,     1    duz    .  ,     1    dun 

(14a.) -: =-,-+—    T    H 1 :y-  • 

^  U1U2 . . .  Un  dz  Ui  dx        «2  dx  Un  dx 

Ist    hierbei  w„    wiederum    aus  zwei   Factoren   zusammen- 
gesetzt, ist  z.  ß. 

Un  =  uc , 

so  wird  nach  Gleichung  (6b.) 

1     dun         1    du        1    f/ü 
Mn    dx        u  dx       V   dx 
Deshalb  geht  Gleichung  (14a.)  über  in 

1  d(uxU-2  .  .  .  Un-xUv) 

UiUo  .  .  .  Un—lUV  dx 

1   dui        1   du2  1      du„-x       1  du       1   do 

Ui  dx       W2  dx  Un-i     dx  u  dx       v  dx^ 

daraus  folgt,  wenn  man  Un  statt  w,  m„+i  statt  v  schreibt, 

1  d{UxUi  .  .  .  Wn«n+l) 


(15.) 


(15a.) 


W1W2  . .  .  Mn«n+1  dz 

1     dUi  1     du-2  1     dUn  1        dUn+i 

Ui  dz        ^^2   dx  Un    dx        u„^i     dx 


Gilt  also  Gleichung  (14.)  für  m  gleich  «,  so  gilt  sie  auch 
füi^  m  gleich  w  +  1.  Damit  ist  die  allgemeine  Gültigkeit  der 
Gleichung  (14.)  nacbgemesen.  Dm^cli  Multiplication  mit 
W1W2  ...Um  erhält  man  aus  derselben  die  Formel 

(^^•)  dx ■  = 

dui  du')  dum 

UiUz  ...Um    -       +  Wi  W3  .  .  .  Um-J-  + \-  UyU^  .     .  Um-l-,— 

dx  dx  dz 

und  damit  den  Satz: 

Jßin  Product  von  beliebig  melen  Factoren  wird  differentiirt, 
indem  man  jede7i  dieser  Factoren  einzeln  differentiirt  ^  mit  allen 
übrigen  Factoren  multiplicirt  und  die  Summe  dieser  Producte 
bildet. 
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Sind  die  m  Factoren  alle  einander  gleich,  ist  also 

M,  =  Mo  =  «3  =  •  •  •  =  Z^m  =:  W , 

SO  folgt  aus  Gleichung  (16.) 

diu"^)  ,  da 

(i^->  ^  =  '"""-' ä.- 

Für  den  besonderen  Fall,  wo 

u  =  X 

ist,  geht  diese  Gleichung  in  Formel  Nr.  21  der  Tabelle  über, 
nämlich  in 

dz 

Die  Gleichung  (17.)  gilt  vorläufig  nur,  wenn  m  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  sie  bleibt  aber,  me  sogleich  gezeigt  werden  soU, 
auch  noch  richtig,  wenn  ?n  eine  positive  yehrochene  Zahl  ist. 

Wird  nämlich 

(18.)  m  =  ~i    oder    mb  =  a, 

wo  a  und  b  positive  gatize  Zahlen  sind,  so  folgt  aus 

a 

(19.)  y  =  u'"  =  liJ, 

indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  in  die  b'^  Potenz  erhebt, 

(20.)  ?/*  =  u". 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die  Functionen  y  und 
u  differentüren  lassen,  findet  man,  indem  man  beide  Seiten  der 
Gleichung  (20.)  mit  Anwendung  der  in  Gleichung  (17.)  aus- 
gesprochenen Regel  differentiirt, 

/^,  X  7  f   1  ^y  ,  du  .     ,    .du 

(21.)  by^-^  -j-  =  au"-^  -j-  =  mbu""^^  -j-  • 

O/^  ClX'  CI/jC 

Da  aber  aus  Gleichung  (19.)  folgt,  dass 
ist,  so  geht  Gleichung  (21.)  über  in 

dx  dx 

1* 
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daraus  folgt ,   wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch 

lu'<.b-m  dividiit, 

du  ,  du 

(22.)  -f   =  mu""^  j-, 

^      '  dx  dz 

ein  Resultat,    das  der  Form  nach  mit  Gleichung  (17.)  genau 
übereinstimmt. 

Es  gilt  daher  auch  die  Gleichung 

(22a.)  -^ —  =  mx'"-^ 

noch,  wenn  m  eine  positive  gebrochene  Zahl  ist. 

Man  kann  sogar  die  Richtigkeit  dieser  Formeln  noch  zeigen, 
wenn 

(23.)  m  =  --  n 

eine  negative  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ist.    Es  wird  dann 

(21:.)  y  =  W"  =  w"  =  —  , 

also 

(25.)  '  u"y  =  1. 

Differentürt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Functionen  y  und  u  differentürt  wer- 
den können,  so  findet  man  nach  der  Regel  für  die  Differentiation 
eines  Productes 

du  ^^  dy 

dx  dx 

oder,    wenn  man  mit  u  multiplicirt  und  für  w"y  den  Werth  1 
setzt. 

du  i ,  du 

dx  dx 

also 

/„„  \  du  ,du,  du 

(26.)  -^  =  ^  nu-^-^  j-  =  mu"'-^  -j-  • 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Gleichung  (17.)  und  deshalb  auch 
die  Formel  Nr.  21   der  Tabelle  gilt,  gleichviel  ob  m  eine  ganze 
oder  eine  gebrochene^   eine  positive  oder  negative  Zahl  ist. 
Die  Formel 

d{iC^')  du 

äx  dx 


,,^«-1  .y  +  ^n£_0, 
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bleibt  sogar  auch  dann  noch  richtig,  wenn  der  Exponent  m  eine 
incommensurable  Zahl  ist,  wie  an  einer  späteren  Stelle  gezeigt 
werden  soll.    (Vergl.  §  23,  Gl.  (3.)). 

Beispiele. 

\)  y  =  (2a;3  —  Ix^  +  3a:  +  11)* ; 
^  =  4(2a:3  ~  Ix"  +  3a:  +  ll)3(6a:2  —  l^x  +  3). 

2)  y=  y~a^^^  =  {a^  +  x^f. 

Setzt  man 

a^  +  a:^  =  u, 


so  wird 


1 

dii       1     -4  du       1  .  „    ,      „,-.i    ^ 


oder 

(27.) 


<^>/a''4-. 


dx  yä^  x^ 

Ebenso  findet  man 


(27a.)  "^^"^ 


dx  yx^ 


3)  y  =  Ya'-^x^  =  («2  — .^2)^. 

Setzt  man  hier 

a^  —  x"  =  ti, 
SO  wird  meder 

oder 

(28.)  dVä^-:^^^    -X 


dx 


Ya^ 


4)     2/  =  j/{2x  —  5)*  =  {2x  —  5)^ ; 
|  =  |(2.-5)*.2  =  |f2^-r5. 
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-4^  +n^  +7-^ 

^  =  2x^- 
dx 

-2:r^+^:r^  +  ^:.^. 

6)y  =  ^  = 

%  - 
dx~ 

7)  y=  -v/:r  =  3:*; 

8)  y  =  -^  =  x~^; 

y  x 

9)  y=  i  +  ^T^^-^^ 


=  —  42;- ^ 


^_i^-|__i 


fl?3; 


47. 


dx  4 


1 

4-v^ 


10)  y  =       -  -\-  b  -{-  cY  X  =  ax   ^  -\-  b  +  ex 


'       dx 

irr       ^ 


^y        12       5       „,  ^ 

— r  +  -;r:=.  —  35^:*. 


3-^. 


dy a 

dx 


^  + 


2y2:3       2]/^ 

,C; 

11)  y  =  12-f/a:3  _  7-^^4  _|_  11^  _|.  _^   ^ 
12a:* --7a;'  +  lU  — 8.r   ^; 


/7«y  _JL  _3.  _5  Q 

-f-  =  9x  *— 42;   '+11+122;   ^=  — 
aa; 


12 


-^2;       7/2;*  -j/a;^ 


12)  2/  =  (22;2  —  32;  +  4))/(4a:  —  3)3. 
Setzt  man 


22;2  —  32;  +  4  =  w,     |/(42;  —  3)^  =  (42;  —  3)^  =  v, 


SO  Tvdi'd 


du 
dx 


=  42; 


y  —  UV, 
3,   ^  =  1  (42;- 3)^.  4  =  61/4^^^3, 


<fy  c?w  rfü 

dx  dx  dx 

=  (42;— 3)^(42:  —  3)  +  (22;2  —  32;  +  4) .  6  y^z 
=  y^x^^  [(42;  —  3)2  +  6(2a;2  —  32;  +  4)] 
=  1/42:  — 3  (282;2  —  422;  +  33). 
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13)  2/=  sina; —  fsin^a;  +  4sin^:r; 

-~  =  {1  —  2sin''':r  +  sin%)  COS:r  =  cos^a;. 

14)  y  =  COSa;  -    C0S^.r  +  |cos^.r  —  ^COS^z; 

-^  =  il  —  3  COS-a;  +  3C0S*a:  —  COS^a:)  ( —  sin.r)  =  —  ^m'x. 
dx  /  V  / 

15)  y  =  3tg^a:—  2tg*a:-"  big^x  +  4ig^x; 

-^  =  (15tg*a:—  Stg^o;—  15tg%  +  8tg.r)  (1  +  ig^x) 
=  lötg^x~8tg^x  -  -  lötg^a;  +  8tg.r. 

Aufgabe  3.    Es  sei 

(29.)  w=/(a:),     v  =  g{x); 

man  soll  die  Ableitung  des  Quotienten 

(30.)  y  =  '''    oder    F(x)  =  '^^'^'^ 

0  ^  ^       g{x) 

bilden. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (30.)  folgt 

f{x  +  dx) 


(31.)  F{x  +  Jx)  = 

F{x  +  Jx)^F{x)  =  JF{x)  = 


g{x  +  Jx) 

fix  +  ^a:)  _f{x) 

g{x  +  z/a;)        <7(a;) 

f{x  +  Jx)g{x)—g{x  -{-Jx)f{x) 


g{x  +  z/a;)  ^(a:) 
Dies  giebt 

(32.)  ^^)  =  1  /(a:  +  Jx)g{x)—g{x  +  ^a;)/(a:)  ^ 

Jx         g(x-\-Jx)g{x)  Jx 

oder,    wenn   man  in   dem    Zähler  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  die  Grösse /(a:)^(a;)  subtrahirt  und  wieder  addii^t, 

(33.)  g{x+Jx)g(x)-^^^  = 

fix  +  Jx)g{x)—f(x)g(x)~g(x  +Jx)f(x)  +f(x)g(x) 

Jx 
=  ö(:r)  /(^  -^^^)  —fi^)  _  ff^  gix-\-Jx)  —  gix)  ^ 
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Geht  man  zur  Grenze  über,  indem  man  ^Ix  unendlich  klein 
werden  lässt,  so  erhält  man 

,.     f{x-\-Jx) — f{x)  (j{x-\-Jx) (ÄX^  ,,  , 

deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (33.) 
dF{x) 


(3i.) 


V{^)<A^)  '  -^  =  9{x)f\x)  -f{x)<j\x), 
dF(x)  _  dy  _g{x)f'{x)  -f{x)g'{x) 


dx  dx  g{x)(/{x) 

oder 

,/?A  du  do 

^^^^'^  dx     -  ^^ 

Dies  g-iebt  den  Satz: 

Die  Ableitung  eines  Bruches  ist  gleich  dem  Ne/mer,  multi- 
plicirt  mit  der  Ableitung  des  Zählers,  weniger  dem  Zähler,  mnlti- 
plicirt  mit  der  Ableitung  des  Nenners,  das  Ganze  dividirt  durch 
das  Quadrat  des  Nctmers. 

Beispiele. 

,  sina:      dy      cosa;cosa;  —  sina^f — sina:) 


^   ^         COSx'    dx                            COS"^:c 

cos^:?:  +  sin^a;          1 

COS^:^                 COS'^a; 

Dieses  Resultat   stimmt    mit   Formel   Xr.  20    der 

Tabelle 

überein,  denn  es  ist 

sina; 

— -    TO*  'T 

COSa:         "= 

ox                „         1       ^y       x",0  —  ?ix"-^ 

i_ 

'  ^                   x''  '    dx               x^" 

Dieses   Resultat   stimmt    mit  Formel   Xr.  21    der 

Tabelle 

überein. 

3)  V-  '^'~^'. 

^)  y-  ^2  +  ^2 

Hier  ist 

u  —  x^  —  a"^,     V  =■  x^  +  ''^, 

also 
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du 
dy       (x^ -{- a^)2x  —  (x^  ■ 

de 

dx  =  2"' 
—  a^)  22;            4ia^x 

dx  "                 ^x"  H-  (i'f 

"  (x^  +  a^j'^ 

x-i-ya^-^x\ 
"^   ^       2;  —  Va'  +  x' 
Hier  ist 

u  =  X  +  yd^  +  x^,  -f  =  ^ 

X             X  +  ya^  +  x^ 

X                  X — ya^-\-x^ 

also 

dy  ^  {x—V^^^h^^)(x + y^T^) + {x+Va^ + x^Mx—YcT-f^^) 

dx  (2:  —  y^^^+^-f  y«-  +  a;'2 

—  2a2  —  2(rr+y^M^)2 


(a:  _y^M-  ^')'  y«"'  +  ^'  «^  y  «■-  +  ^' 


II.  Abschnitt. 
Fuiictionen  tou  Functionen. 

§  22. 

Differentiation  einer  Function  von  der  Form  f[(f{x)\ 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  Si  und  35.) 

Es  sei  y  irgend  eine  stetige  Function  von  u,  also 

(1.)  y  =/("), 

und  u  sei  wieder  irgend  eine  stetige  Function  von  x,  also 

(2.)  u  =  cf{x\ 

dann  ist  y  auch  eine  stetige  Function  von  x,  nämlich 

(3.)  y  =jy{x)\  =  F(x). 

Beispiele  solcher  „Functwneyi  von  Functionen'"''  sind 
y  =  y^^x^  —  lx+U,     y  =  sin(3ar),     y  =  (sin:r)*, 

y  =  log(sin:r),  y  =  (loga;)",    y  =  arcsinl/ ^— -|  • 

Es  ist  die  Frage,  in  welcher  Weise  solche  Functionen  von 
Functionen  dififerentürt  werden  können. 

Vermehrt  man  x  mn.  Jx,  so  gehen  die  Grössen  x,  u  und 
y  bezw.  über  in 

X  -\-^x^     u  +  Ja  =  (f\x  +  Jx),     y  +  Jy  =f{ii  -\-Ju), 
folghch  ist 

(4.)     Ju  =  (f{x  +  Jx)  —  (fix),     Jy  =f{u  +  Ju)  ^f{u) , 
JF{x)  _  Jy  _  f{u  +  Ju)  —f(u) 


;5.) 


Jx  Jx  Jx 
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oder,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  Zähler 
und  Nenner  mit  Ju  gleich  (p{x  -\-  Jx)  —  (f{x)  multiplicirt, 

Jy f{u  +  Ju)  — f{u)     (p(x  +  Jx)  —  (f}(x) 

Jx  Ju  Jx  ' 

folglich  ist 

(6.)  I  =/■(«)  .'(^)  =  |^f 

Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Ableitung  einer  Function  vo)t  einer  Function  ist  gleich 
dem  Producte  der  Ableitungen  beider  Functionen. 

Aus  diesem  Satze  erkennt  man  ohne  Weiteres,   dass  man 

mit  den  verschwindend  kleinen  Grössen  dx,  dy,  du,  ...  ebenso 

rechnen    darf,    als    wären   sie  bestimmte  Zahlen.     Man   erhält 

...    du  du  du 

nämnch  -j-  -^  aus  -^  ?  indem  man  Zäliler  und  Nenner  mit  du 
du  dx  dx 

multiplicirt. 

Gleichzeitig   ergiebt  sich  hieraus,    wie  nothwendig  es  ist, 

dass  man  sich  stets  darüber  Rechenschaft  giebt,  nach  welcher 

Veränderlichen    difierentiirt    wird,    denn    die    beiden    Grössen 

citi  cixi 

-~  und  -^  sind  im  Allgemeinen  wesentlich   von  einander  ver- 
schieden. 

Eine  etwas  einfachere  Form  erhält  der  eben  angeführte 
Satz,  wenn  man  statt  der  Ableitungen  oder  Differential- Quotien- 
ten die  Differentiale  einführt. 

Die  Gleichung 

f'[x)  =  lim  ~  =  lim    '^       =  lim  -^ -^ — ^-^^^  , 

Jx=0  J^         Ji=0     J^  Jx=0  J^ 

durch  welche  der  Differential -Quotient  einer  Function  g  =/(a;) 

erklärt  wird ,   hat  den  Sinn ,    dass  der  Unterschied  e  zwischen 

fix  +  Jx) fix) 

dem  Differential -Quotienten  — -^ — --^  und  der  Function 

f'{x)  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,   wenn  man  nur  Jx 
hinreichend  klein  macht.     Aus 
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folgt  aber 

(7.)     Jy  =  Jf{x)  =f{x  +  Jx)  -fix)  =fXx)  .Jx-\-a.Jx. 

Da  nun  e .  Jx  eine  versclimndend  kleine  Grösse  höherer 
wird,  wenn  Jx  A^erschwindend  klein  wird,  so  darf  man  beim 
Uebergang-e  zur  Grenze ,  so  lange  f'{x)  von  Null  verschieden  ist, 
s .  Jx  neben  der  verschwindend  kleinen  Grösse  erster  Ordnung 
f'{x)  .  Jx  vernachlässigen.  Deshalb  erhält  man  aus  Gleichung  (7.) 
(8.)  dy  =  df{x)  =f{x)dx. 

Diese  Grösse,  welche  man  das  „Dijfei-ential'-''  der  Function 
y  —f{x)  nennt,  ist  der  unendlich  kleine  Zuwachs,  welchen  die 
Function  erleidet,  wenn  die  unaljhängige  Veränderliche  x  um 
die  unendlich  kleine  Grösse  dx  wächst. 

Das  Diß'erential  einer  Fimciion  von  einer  unahhä7igigen 
Veränderlichen  x  ist  also  gleich  der  Ableitung.  muUiplicirt  mit 
dem  Differential  dieser   Veränderlichen. 

]\Ian  l)eachte  den  Unterschied  zwischen  der  Ählntung  und 
dem  Differential  einer  Function,  der  sich  aus  dem  hinzugefügten 
Factor  dx  ergiebt.  Die  Ableitung  ist  im  Allgemeinen  eine  end- 
liche Grösse;  das  Differential  dagegen  ist  unendlich  klein. 

Aus  Gleichung  (6.)  folgt 
(6a.)  dy  =f'{u)ff-'{x)dx; 

da  aber 

d^i  =  (f'{x)dx 

ist,  so  findet  man  hieraus 

(9.)  dy  =f'{u)du, 

d.  h.  man  findet  das  Differential  von  y,  indetn  ma?i  die  Function 

u  als  die  U7iabhängige   Veränderliche  ansieht. 

Beispiele. 

l)  y  =  siu^a;  =  u^,    wo     u  =  sina:. 

Hier  ist 

dy  =  'du^du     und     du  =  CO&xdx, 
also 

dy  =  Ssin^a:  cosxdx,     oder       -  =  3sin-:r  cosa:. 
^  '  dx 
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2)  y  =  Infi  —  x^)  =  \\iu,     wo     u  =  l  —  x^. 

dy  —      du  = 5  (^  2x)dz  = ■ 

u  1  —  a;^  1  —  z'' 

Ist  y  eine  Function  von  u,  u  eine  Function  von  v,  und  v 
eine  Function  von  x,  ist  also 

y  =fiu),     "  =  (f'iv),     V  =  \p{x), 

so  wird  auch  y  eine  Function  von  v   und    deshalb   auch  eine 

Function  von  x\    daher  findet  man  nach  dem   vorhergehenden 

Satze 

(10.)  dy  ^^f'[u)du,     du  =  (f'(v)dv^     do  =^  ip'(x)dx, 

oder 

(11.)       dy  =f'{u)du  =f'{u)  (f'Xo)dü  =f'{u)  (f'{v)  xp'{x)dx. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  das  Differential 
von  y  auch  dann  noch  linden,  wenn  die  Reihe  der  veränder- 
lichen Grössen,  von  denen  jede  eine  Function  der  folgenden  ist, 
noch  länger  wird. 

Es  sei  z.  B. 

y  ^=  sin?/,     u  =  v'",     v  =  a^  -{-  x^, 
oder 

y  =  sin  [(«-^  +  x^)'"] , 

dann  wird 

dy  =  cos  udii,     du  =  mc"'~^dv,     de  =  Sx^dx, 


also 


dy  =  cosu  .  mv"'   ^dc  =  cos  u  .  mo'"''^ .  Sx^dx, 
^  =  3?yix^a^  +  x^)'"-'cos{{a^  +  x^]- 


§  23. 

Uebungs- Aufgaben. 

dy  ,  du 

1)  V  =  ii"\     -^  =  mW"-^  -r  • 

'  ^  dx-  dx 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  Formel  Nr.  29a  der  Tabelle 
überein.  Daraus  erkennt  man,  dass  diese  Formel  nur  ein  be- 
sonderer Fall  von  Formel  Nr.  35  ist. 
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2)  y  =  siD.{mx). 

Man  setze 

mx  =  u, 
dann  wird 

1/  =  sin  u,     dl)  =  cos  udu, 

du  =  m(/ar,     dt/  =  mC0S(inx)dx, 
oder 


-~  =  TWCOSfma:). 
dx 


S)y  =  tgQy 


Hier  ist 

y  =  tgu,         WO         ''  =  2' 

cos^w  2 

also 

c?2:  du 


2cos2(^|)       "^^        2cos2(^) 


5/-^ dy         3(cosa:  —  sina;) 

4)     y  =  y  [smx  +  cos  x)^ ;        •  — 


^^      5-^(sin2;  + cosa;/ 

5)  y  =  In  (sin  a;). 
Hier  ist 

t/  =  lnw,    wo    t^  =  sina-,  also    dy  ^  —  >    di(=  cos  xdx, 

,         COSarrfia;  (/« 

dt/  =  — -. j  -f-  =  ctg'a:. 

sm.r  dx 

6)  y  =  ln(cosa;);  ^~' — *^^* 

7)  t/  =  ln(tg:r);  ^=^^ 

^  °    ^  f^a:       sma;C0Sa; 


8)  ^  y  =  In  (ctg  2:); 


dy  1 


(/a;  sma;  cosa; 


„s  1    .  ,     .     ,        Jw      — sina;  +  cosrr 

9)     y  =  In  (cosa-  +  sma;) ;       -—■  = ; — ; 

^     ^  ^  '         dx         COSa;  +  sma; 
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lö)   y  =  \n{yä^^hx^+y^a^^^). 
Man  setze 

dann  wird 

y  =  Inw,      dy  =      du, 


duM  -^=-  -_.i,-<y^-^-y-'^-')i- 


/       a;  X       \ 


Yd'  4-  x^       Y^^  x^/  Ya*  — 

x(  l/a2— 72  —  y'^-fx^)dx 
dy=         ^ 


oder 

c?y  x{yä^  x^  —  Ya^-f^^ ) 


dx        (  y  a2  +  a:2  +  l/^ä^:  a:2)  |/„4 1_  ^4 

Indem  man  noch  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  mit  Ya^ -\- x^ — Ya^  —  x'  multiplicirt,  erhält 
man 


dy  _~  x(2a^  —  2Ya*  —  x*] 

=  - 

-  a2  +  Ya*  -x^ 

^               2a:2-|/a*_ic4 

xYa*  —  x* 

11)  y  =  ln(lna;). 

Hier  ist 

y  =  In«, 

WO 

u  =  Ina:, 

-        dti 

dy  =  —  ? 
^        u 

,          c?a; 
a«  =  —  j 

> 

c?y  _     1 
dx       a:lna: 

12)  Setzt  man 
(1.)  ey^=z=^u"',     also    ?/ =  Ins  =  m  .  Inw, 

so  erhält  man 

/    ,  dy  _1   dz  l   du 

dx       z  dx  u  dx 

Dies  giebt  durch  Multiplication  mit  z  =  w'" 

,^.  dz       diu"^)  ,  du 

(3.)  —  =  ^— -^  =  mu""-^  -j-  • 

dx         dx  dx 

Dieses  Eesultat  stimmt  mit  Formel  Nr.  29  a  der  Tabelle 
überein,  gilt  aber  auch  noch,  wenn  der  Exponent  m  eine  m- 
commensurable  Zahl  ist. 
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§  24. 

Differentiation  Inverser  Functionen,  insbesondere  der 
cyklometrischen  Functionen  und  der  Function  a^ . 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  36  — 43.) 

Wie  schon  früher  (§  1)  hervorgehoben  wurde,  kann  man 
aus  der  Gleichung 

(1.)  y=f{^), 

wenn  y  keine  Constante  ist,  durch  Auflösung  nach  x  eine 
Gleichung 

(2.)  X  =  cp(y) 

herleiten;  man  nennt  dabei  die  eine  Function  die  moerse  der 
anderen,  weil  die  eine  aus  der  anderen  durch  ümkehrung  ent- 
steht.   Beispiele  dafür  waren 


y  =  b- 

und 

X  =  \ügy, 

y  —  sina; 

j» 

X  =  arcsiny, 

y  z^  COSa: 

>? 

X  z=  arccosy, 

y  =  tgx 

5> 

x  =  arctgy, 

y  =  Ctgx 

J» 

X  =  arcctg«/. 

Es  ist  nun  mitunter  nothwendig,  -^  zu  bilden,  wenn  nicht 

y  =f{x)  gegeben  ist,  sondern  die  iticerse  Function  x  =  (f{y). 
Dies  geschieht,  indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (2.)  nach 
X  differentiii't ;  dabei  muss  man  aber  beachten,  dass  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  eine  Function  von  y  steht,  und  dass 
y  wieder  eine  Fimctiou  von  x  ist.  Es  kommt  dabei  also  Formel 
Nr.  35  der  Tabelle  zur  Anwendung,  wobei  man  erhält 
/q^  1  _  d(f{y)     dy  _  dy 

^^'^  ^-~dy-'Tx-'f''y^d-x' 

oder 

(4.j  -^ 


dx       (f\y) 

Beispiele. 

1)  Es  sei 
(5.)  y  =  arcsin:r, 

dann  findet  man  durch  TJmkehrung  der  Function 
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(6.)  a:  =  siny 

und  durch  Differentiation  dieser  Gleichung-  nach  x 

dt/ 
(7.)  l  =  cos2/.^, 

dy           \                     1 
(8.)  -^- 


dx      cosi/      ]/i  — sin^^y 
oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (6.) 
c?(arcsina)  _        1 

Für  alle  Werthe  von  x  zwischen  —  1   und   +  1  giebt  es 

TT  TT 

einen  Werth  von  y  zwischen  —  -  und  +  ,-,  •  Da  a;  =  siny  und 

der  Bogen  y  in  diesem  Intervalle  gleichzeitig  zunehmen,  da  also 
dx  und  dy  gleiches  Vorzeichen  haben,  so  muss  in  Gleichung  (8.) 
die  Quadratwurzel  mit  dem  positiven  Vorzeichen  genommen 
werden. 

2)  Es  sei 
(9.)  y  =  arccosa:, 

dann  wird  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 
(10.)  X  =  cosy, 

(11.)  1  =  -    smy.|, 

(12.)  ^  =  ^^  =  _^i_, 

^  dx  smy  yi  — cosV 

oder  mit  Eücksicht  auf  Gleichung  (10.) 

,,-    .  c?(arccosa;)  1 

(12a.)  -^— ;, '-  = -=. 

dx  VT^  x^ 

Für   alle  Werthe  von  x  zwischen  —  1  und   +  1  giebt  es 

einen  Werth  von  y  zwischen  0  und  tt.    Da  ä;  =  cos^/  von  + 1 

bis  —  1  abnimmt,  wälu'end  der  Bogen  y  von  0  bis  n  zunimmi, 

da  also  dx  und  dy  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  so  ist 

in  Gleichung  (12.)  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel   richtig 

bestimmt. 

3j  Es  sei 
(13.)  y  =  arctg^r, 

dami  wird 
(14.)  ^  =  tg«/, 
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(15.)    i  =  (i+tgV)-|.         (i«-)|=m:W' 

oder  mit  Eücksicht  auf  Gleichung  (14.) 

4)  Es  sei 

(17.)  y  =  arcctgic, 

dann  wdrd 

(18.)  x  =  ctgy, 

(19.)    i  =  _(x  +  etgV)-|.      (20.)  1  =  -^^^ 

oder 

^(arcctga;)  _  1 

^"^^■^  dx  ~       \^x^' 

5)  Es  sei 

(21.)  y  =  arcsecrr, 

dann  wird 

(22.)  X  =  secv  =  j      COSv  =  —  =  a:~^ 

^     ^  ^        cosy  ^       a; 

(23.)  —  smy^  =  — :r-2, 

(94 )  -^  =  ''^~"   ^         a:~^  ^         3:^^  ^ 

<fe       siny       Yi  _  cos^y        yf— a;-2  ' 

oder 

,^      ,  c?(arcsec3:)  _         1 

dx         ~  j.y^2  _  i 

6)  Es  sei 

(25.)  y  —  arccoseca:, 

dann  wird 

(26.)  a;  =  cosecy  =  ^ — >        siny  =  -  =  ^r-*. 


(27.)  cosy^^ 
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(98)         ^/y  ^         a;-^    ^ a:-^-  ^ ^~- 

c/a;  cosy  ]/l— sin^«/  Vi— .r-s' 


oder 
(28a.) 


c?(arccosec:r)  1 


dx  x^x^  —  l 

7)  Es  sei 
(29.)  y  =  a% 

dann  wii'd,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  den  natürlichen  Loga- 
rithmus nimmt, 
(30.)  \a.y  =^  X  Avici ^ 

(82.)  |  =  2'1°''' 

oder 

(32a.)  -^=a*lna. 

Für  den  besonderen  Fall,  wo  a  gleich  e  (der  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen)  wii'd,  erhält  man 

Ina  =  Ine  =  1, 
so  dass  die  Gleichung  (32a.)  übergeht  in 

(33.)  ''Sp^e. 

dx 

Ist  C  eine  beliebige  Constante,  so  ist  auch 

(3.)  ^=C.. 

Dieses  Eesultat  ist  deshalb  bemerkenswerth ,  weil  C'e'^,  wie 
später  gezeigt  werden  soll,  die  einzige  Fimction  ist,  welche  mit 
ihrer  Ableitung  übereinstimmt.  Man  nennt  e^  „die  Exponential- 
Function.^'' 

Uebungs-Beispiele. 

1)  d{ax^  —  bx-  +  c)  =  x{ßax  — ■  '2b)dx. 

2)  d{y  x"  —  |a;2  -4-  4a;  —  5)  =  (.t-  —  ^x  +  ^)dx. 

8* 
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3\        /.  _        3 


3)  df2z'^  —  "^^  —  ö  +  -^  =  (^4r  —  7  —  -^^  dz. 

^  — -^  +  8-i/xA  =  dUx^  —  Ix    "^  +  ^x"'   ) 

\5  3  t  / 

6)  c?[(a2;2«  —  irc"  +  r)'"J  = 

mniaz-"  —  hx''  +  c)'»-^(2a^-''  —  h)x''-Hx. 

(a  —  ^x)dx 


9)  d[{a  +  x)ya  —  x]  = 


2ya  — ä: 

rrCa^  —  Sx^)dx 


10)  d[{a'  +  x'-)y^^^x']= 

ya'  —  X- 

11)  f/[(2a-  +  Sx^) y{a^  —  .r^)^]  =  —  Ibz^Ya^  —  x' .  dx. 

12    d(—==\^—= dx. 

\\/a  —  bx^/       y{a—bx'f 

13)  </(  a'  +  — )  ==  f/(a^  +  a-^)  =  (a^  —  a--^)lna  .  (/a:. 

14)  d[{z  —  l)a^]  =  a^[l  +  (a;  —  l)lna]  dx. 
hb)  d{f  .  X'")  =  e" .  x""-^  {x  +  m)dz. 

16)  f/[e*(a;3  —  Sz-  +  6.r  —  6)]  =  e^  .  x^dx. 

17)  .;r.Vi^)=   eH2-x^)dx    ^ 

18)  ^In  (x  +  y^H^")  =     J^—  • 

19)  f/ln  f :r  +  Yx^^^)  =    ^  "^^       . 

V  /       Vx'  —  a^ 
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20)  d]n(        Z-^=d\\nx-\n{x+yTT^^)] 
\x-f-  yi+x^/ 
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dz 


dx 


16 


25 
wobei 


=  ^-(^— l\dx=^^ 

^-^  ^^^"  (y«^) = ^^  [2  ^'^^'^^  -  '"'^  ^  2  ^^^^' + ^'^] 

_/  a:  '^     ^  7    2a-xdx 

23)  (/In  (a  +  x  +  V2az  +  xA  =  - — ^ • 

\  /        y2ax  +  x- 

^^  Vi  -^  -^^/        3(1  —  ^^)  -^.^  ' 

\  Vd^  -hx^—  Va'  —  x^ /  \t^/ 


u  —  Ya^  +  a:2  4-  -j/a-i  —.^2^    ^  =  ya^  +  x^—  j/a^-  —x^, 
du  X  X  xiMa^  —  x^  —  ]/^M-"^) 


x"^ 


dx       y^-^x^-       Ya^—x^  Ya* 

do  X  .  X  x(Y^^^^  +  ]/a2  +  x^) 


+ 


d^      Ya^^x"      Yd'  —  x' 


Ya' 


oder 


du 
dx 


XV 


do 


=  + 


XU 


^~x^       dx  Yci*-~x*^ 


ist.    Dies  giebt 


xvdx 


■u  ü 

udx 


x(v^  +  u^)dx 


uYa* 


vYä* 


UV 


Ya' 
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Nun  ist 

UV  =  a^  -\-  X-  —  (a-  —  x^)  =  2x~, 
«2  ^  ^2  =  «2  +  2;2  +  2}/^.*^^^*  +  a2 


^•2 


+  «2  ^  :r2  --  2]/^*^^*  +  «2  _  3,2 

folglich  wird 

4a2a;fi?a;  2a^dx 


d\n 


G)= 


2a;2]/a*  —  x^ 

26)  .ln(iS±^i^:^) 

=  c/  [I  ln(:r  +  2)  +  I  ln(:r  +  4j  -  |  lu(^  -  -  1)] 

V3(:r  +  2)  ^  bi,x  +  4)       4(a;  —  l)J 

27)  c/sin(2.r  +  5)  =  2  cos  (2a;  +  ö)dx. 

28)  f/cos(^.'r)  =  —  msm{mx)dx. 

29)  ^^(sin^a:)  =  2sin2:  cosxdx. 

30)  J(sin=^.r  cos 2;)  =  sin-a;(3  —  4:Sm^x)dx. 

31)  d  f  — ; — )  =  ( ^  +  -^jcosxdx 

(5  sina:  —  6)cosa;c?a: 

~~  sin^a; 

,     yi  +  COSa;\  2siU2:c/2: 

32)  d\  J  =  —  7- ^^ 

^      \\  —  COS.r/  (1  —  C0S:r)2 

«ä)'^'Kl)  =  5[i +  *='©]*• 

34)  (/Ctg (33:)  =  —  3[1  +  Ctg2(3a:)](/a;. 

35)  c?(tg"'a;)=  — ^V^  ^^  =  mtg"'-*:r(l  +  tglr)6?:r. 

COS  :c 

36)  d{^\g^x—  3tg2a;+ 6tga;)  =  (12tg2a;—  6tga:+  6) (1  +  \.g^x)dx 

=  6(2tg*:r  —  tg%  +  3tg2Ä-  —  tg.7;  +  \)dx. 

37)  d{fQ.Q%x)  =  e^(C0Sa:  —  smx)dx. 
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38)  fi?  sin  (Ina:)  =  cos  (Ina;) .  d{lnx)  — — —  dx. 

39)  <fsin(|/|)  =  co.(|/|).y|  =  ^cos  {f-)ä.. 


=[-<-tI)] 


4c/.r 


{x  +  2f 


41)  dliLiV cosx)  =  c?(^lncosa;)  —  — — —  =  ~~~i9[,xdx. 
'  /  \.  2cosa;  2   '^ 

42)  ^1d(^  ^  ^Qg^)  =  f^[ln(l  +  cosa:)  —  ln(l  ^  cosa;)] 

_  d{l  +  cosa;)        c?(l  —  coSir)  _        2G?a: 
""     1  +  cosa-  1  —  coso:     ~       sina; 

dx  dx 


2sinf 


44)  ./ln[ctg(|)]  = 


sma: 


45)  d\\i{-^%m^xC0'&^lc)  =  d\^ ln(sina;)  +  —  ]n(cosa:) 


3 /cos  5:       sina; 
4Vsina;      cosa; 


\ 
\dx 


3(C0S^a: — ^\\i^x)dx       3     ^    ,^  .  ■, 

= -—. —  =  —  ctg-  {2x)  dx. 

4sina;cosa;  2      °^     ^ 

46)  c?(68m^)  —  esinx  ^  cl{smx)  =  e^in^  .  c^o^xdx. 

47)  </(a:ecos^)  =  gcosx^i  _  x%mx)dx. 

48)  c?[e''^  .  c.o%{mx)\  =  c"-^ [a cos (ma:)  —  /nsm(7wa:)]f/r. 

49)  d{a^')  =  ai^^lna  .  d{\nx)  =  —-^  f/a;. 
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50)  (/arcsinf— )= — ; —  ^  d('—]=  —=i 


f?.r 


adx 


52 j  f/arctg 


a  +  .r 


a  +  2a;     2 


2  f'       a;  Va  +  ar/ 


adx 


53)  f/ 


2(a  +  2x)y7       (ö  +  ^Y  "  2(a  +  2a:) }/ x{a  +  a:) 

/a  — -  a:  \        _  , :  ~ 

a  .  arc  COS  ( j  —  y 2aa:  —  x^     = 

d(2ax  —  x'^) 


a  /a  —  x\        d{2c 

l/l       7«—^     \     «     /       2)/2 


=  + 


adx 


2ax —  x^ 
(a  —  x)dx  xdx 


y-2ax~-x^       y2ax—x^      y2ax—X' 

1   dy  , 

54)  y  =  a:%   In?/  =  xlux,  ~  -j-  =  '^  ^  "^^: 

(/(.T^)  =  .r^(l  +  lnx)dx. 

55)  y  =  a;^i^^, 

,  .        ,  1  f/y  ,         ,    sina; 

mv  =  sina: .  lua-,   —  ^  =  cosa: .  Ina;  -\ 

"^  y   dx  X 


/  sin  a*  \ 

j^a-sinx)  _  a;sin:r  / — ^  +  cosa; .  Ina;  j 

56)  y  =  fJ, 

,  1  ,  1  (iy       1  —  Ina; 

hiy  =  —  Ina-,  —  -^  = ^ — 

X  y  dx  X- 

7  x/—        xj—  1  —  Ina;   , 
rt  y  a;  =  y  a; 5 dx. 


dx. 
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57)  y  =  {x'^y  =  .t(^'), 

Iny  =  X- .  hix,  —  -f  =~^^  2.r  .  \\\x  =  x{\  +  1\\\x), 
d[(x'Y]  =  .t(")  .  .r(l  +  2\\ix)d.r  =  x''+'(l  +  21n:r)&. 
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58)3/ 


1    r/v 


\ny  =  .T^  .  lii.r, r  =  a:^(l  +  h\x)\üx  +  — 

y  ax  ^  '  X 

nach  Aufgabe  54,  folglich  wird 

d\xS^^)    —  a;W.  x^{{\  +  ln./)lii.r  +  .r-'j  dx 

=  a;^''+^[(l  +  lna:)lii.r  +  x~^'\dx. 
59)  y  =  (cosa;)8i"', 

1            •      1   /        \    1  ^'/              1   /        X       sin-a: 
lll</  =  sina:  In  (cos  a:), . -  =  COS3rln(cOS2:)  — j 

y  "'X  COS  X 

d[(casxY""]  =  (cos^)  '+»i»»[cos%ln(cosi)  —  sin-ij. 


60)i/  =  arcsm[tg(;i^)] 


siny  =  tg?/,     Avo    w  — 


f/y  1 


f/i< 


1  —2a 


cos-u    dx        cos^w     (a  +  xy 

cos-ti  —  sin^M       cos  (2ti) 


cos-«/  =  1  —  tg^u  = 
dy  1 


COS-tl 
—  2a 


COS^W 


«^•^      cos  ?^  ]/cös(2w)    («+^)- 
^arcsin[tg(^)]^ 


2adx 


\a  -\-  x/  \         \  a  +  X   J 


III.  Abschnitt. 
Hyperbolische  Fimctioiien. 

§  26. 

Erklärung  der  hyperbolischen  Functionen  und  Herleitung 
der  wichtigsten  Formeln. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Xr.  44  bis  66.) 

Bei  den  technisclien  Anwendungen  der  höheren  Mathematik 
benutzt  mau  häufig'  die  hij per  bolischen  Functionen: 

Cosinus  hyperbohcus  (Gof), 

Sinus  hyperbolicus  (Sin), 

Tangens  hj-perbohca  (Xg), 

Cotangens  hyperbolica  ((Jtg), 

Secans  hyperbolica  (Secj, 

Cosecans  hyperbolica  ((Sofec). 
Diese  Functionen  besitzen  ähnliche  Eigenschaften  wie  die 
trigonometrischen  Functionen  und  werden,  wenn  man  die  unab- 
hängige Veränderhche  mit  u  bezeichnet,    durch    die  folgenden 
Gleichungen  erklärt: 
(1.)  ©oj  u  —  \  (e"  +  e-"),     (5in  w  =  4  (e"  —  e"") , 

,„.  ^  ^mu        e"  —  e-" 

(2.)  %Q,u  = 


— u 


(3.)  ßtq  u  =  ^r^—  = j 

(4.)  (Bzcu  =  -T?-^ —  j       (SojecM  =  -icT 


Da 


1 


o" 


ist,  so  lassen  sich  die  hyperbolischen  Functionen  sämmtlich  als 
rationale  Functionen  von  e"  darstellen,  ein  Umstand,  der  bei 
den  Anwendungen  von  grosser  Bedeutung  ist. 
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Mitunter  werden  aucli  andere  Bezeichnungen  gebraucht, 
indem  man  scin-eibt: 

cosli    statt    (So),        sinh     statt    Sin, 
tgh        „        Xg,         ctgh      „        Gttj, 
sech      „        See,       cosech  ,,        (Sofec. 

Iliren  Namen  haben  die  hyperboHschen  Functionen  davon, 
dass  sie  zu  der  gleichseitigen  Hyperhel  in  einer  ähnlichen  Be- 
ziehung stehen  "vvie  die  trigonometrischen  Functionen  zum  Kreine. 
(Vergl.  §  28.)  ]\Ian  beaclite  daher  sogleicli  die  Analogie,  welche 
die  hier  folgenden  Formeln  mit  den  trigonometiischen  Formeln 
besitzen.  Mit  Hülfe  der  complexen  Grössen  wird  später  sogar 
gezeigt  werden,  wie  diese  Formeln  aus  den  entsprechenden 
trigonometrischen  Formeln  unmittelbar  hervorgehen. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  folgt  zunächst 
(5.)  6ojO  =  l,     (£iuO  =  ü, 

(6.)         (5oi(^  u)  =  C£oi  (+  «) ,     Sin  (—  u)  =  —  Sin  ?<. 

Da  die  Grössen  e"  und  e~"  =  —  immer  positiv  sind,  so  lange 

u  reelle  Werthe  hat,  so  ist  tiü)«<  stets  positiv. 

Feiner  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.) 
(7.)  ^o\u  -\-  Sin«  =  e", 

(8.)  Gofw  —  Sinw  =  e-«; 

deshalb  wh'd 

(9.)  6o)%~Sin^<^  =  1, 

oder 
(10.)  ^Q]-u  =  1  +  Sin-^^. 

Daraus  erkennt  man,  dass 
(11.;  dof-t/^l     und  deshalb  auch    (Eofe^^l. 

Da  e"  mit  u  zugleich  unendlich  gross  wii^d,  so  durchläuft 
(£üiw  alle  Werthe  von  1  bis  ^,  wenn  u  alle  Werthe  von  0  bis 
-i-  CO,  oder  von  0  bis  —  oo  durchläuft. 

Aus 
(12.)  ^m^u  =  {iQ\hi—l 

erkennt  man,  dass  Sin^w  alle  Werthe  von  0  bis  oo  durchläuft, 
wenn  u  alle  Werthe  von  0  bis  +  co  durchläuft.     Beachtet  man 
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noch  die  Gleichungen  (6.),  so  findet  man,  dass  <B'mu  alle  Werthe 
von  —  oo  bis  +  CO  durchläuft,  wenn  u  alle  Werthe  von  —  oo 
bis  +  oo  durchläuft.*) 

Multiplicü't  man  die  Gleichungen  (1.)  mit  einander  und  fügt 
noch  den  Factor  2  hinzu,  so  erhält  man 

2(B'mu CSo)  ii  =  -^  (e^"  —  e~-") , 

oder 

(13.)  ein  {2u)  =  2  @in  u  Go]  u. 

Erhebt  man  die  Gleichungen  (1.)  in's  Quadrat  imd  addirt 
sie,  so  ergiebt  sich 

eof^M  +  (B'm^u  =  ^(e2«  +  e-2«), 

oder 

(14.)  iloi{2u)  =  Qo\hc  +  (Bm^u, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (10.)  und  (12.) 

(15.)  üo']i2u)  =  1  +  2Bm^u  =  2Üo']'-u  —  1. 

Indem  man  die  Gleichung  (10.)  durch  üo']^u  dividirt,  erhält 
man 
(16.)  ©ec-w +  Xg2«^  =  1. 

Indem  mau   Gleichung  (12.)   durch  3in-M  dividirt ,    erhält 
man 
(17.)  Gtg^M  —  {io]^c-u  =  1. 

Dividüt  man  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (13.)  dm'ch 
(£üj-«  —  Bin-u  =  1 , 
so  erhält  man 

(18.)  (Bm{2u)  =  .-^ 


oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  dm-ch  Goj^m  dividirt, 

(19.)  sm(2«)  =  -^|5^. 


*)  Eine  kurzgefasste  Tabelle  für  die  "Werthe  von  (Sinw,  (So\u,  Zo^u, 
log(©inJt),  log((iülM),  log(JgM)  findet  sich  im  Anhange  dieses  Bandes. 
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In  ähnlicher  Weise  findet  man  aus  Gleichung-  (14.) 

Aus  den  Gleichungen 

2Ü0\u  =  e"  +  e-",  2  (Soft;  =  e''  +  e'", 

2^U\H  =  e"  —  e-",  22in  o  =  e'  —  e-" 

folgt 
(21.)     4  60)2^  .  Gofi!  =  e"+'  +  e"-''  +  e-("-*)  +  e-("+^') 

=  2(io']{u  +  ü)  +  2C5;o)(w  —  v), 
(22.)    4Sin<f .  £iuü  =  6"+*"  —  e"-"'  —  e-i«-«)  +  e^("+'") 

=  2  (Eoi(M  +  ü)  ^  2  Cio)  («'  —  o) . 
Dies  giebt 

(23.)         ^o](u  +  <;)  =  (Eo)'«^ .  Gofü  +  2inw  .  Brno, 
(24.)        C£o|  (w  —  ü)  =  (£oj  «^ .  CSoj  V  —  (5in  ^<; .  ©in  v. 

Setzt  man  noch 
(25.)  u  -{-  0  =:  a,  u  —  c  =  b, 

also 

(26.)  u  =  —^  ,  V  =  -j-  , 

SO  folgt  aus  den  Gleichungen  (21.)  und  (22.) 

(27.)     (Sola  +  (Soj6  =  2(£o)  (^^)  •  eo)  ("^)  , 

(28.)     Ciofa  ^^  üoib  =  2@in(^4^)  .  gin(^^)  . 

Ferner  wii'd 
(29.)       4  Sin  w  .  (5o|  y  =  e"+"  +  e"-"  —  e-("-»')  —  e-("+^'> 

=  28in(w  4-  ij)  +  2@tn(w  —  v), 
(30.)        4  ÜO]  u  .  (5in  c  =  e«-^''  —  e"-''  +  e- («-'')  —  e-(»+t-) 

=  2  8in  («^  +  «)  —  2  (2in(w  —  t-). 
Dies  giebt 

(31.)  B'vxi^u  +  c)  =  <Bimi .  dojü  +  (5oJM  .  Sin  6-, 

(32.)  Sin(^^  —  c)  =  ©inw  .  (£o)  ü  —  Gojm  .  Siuf. 
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Setzt  man  die  Werthe  von  u  und  c  aus  den  Gleicluinsren 
(25.)  und  (26.)  in  die  Gleichungen  (29.)  und  (30.)  ein,  so  erhält 
man 

(33.)       Sin«  +  StnJ  =  2©in(^-)  •  Goi(^^)  - 

(34.)       ©in«  -  Sini  =  2 CEof  (^)  •  ©in  (^^)  • 

Schliesslich  wird 

2ina  .  (£oi5  —  (Eof  a  ©in  J       ©infa  —  h) 


(35.)     ^ga  — TgZ,= 
(36.)    (£tga— C£tgi  = 


(£ofa.(£o)6  du]  «.(Sofft 

(5o)a  .  ©inft  — ©ina(Eofft_     ©infa  —  ft) 

©ina.©tn6  ~     ©tna.©in6 


§  27. 

Differentiation  der  hyperbolischen  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Xr.  67  bis  70.) 

Aus  den  Gleichungen 

(1.)  Goj«  =  -  (e"  +  e-«),      ©inw  =  -  (e«  —  e-"), 

,^  X  f~  Sinw  (Sd]m 

(2.)         2;gt<  =  7^^  j  (Etg^^  =  ^^r^ 

^    '  ^  (£ojw  ^         ©mw 

folgt  ohne  Weiteres 

(3.)  ^^  =  -(.«-.-«)  =  ^m«, 

(4.)         !^  =  |(..  +  .-.)  =  eoK 

^   '  du  (i-oj-M  (io]^M  ^    ' 

.  (/((£tg^)  _  ©in2M^-_Gop«^  ^ 1  _  ^  ^  __  ^   „^^ 

^  c?2<  ©in-^«  ©tn^2/ 
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§  28. 

Geometrische  Deutung  der  hyperbolischen  Functionen. 

Setzt  man  bei  den  irigonometrischen  Functionen 
(1.)  COSy  =  r,  sinr/-  =  y, 

so  folgt  aus  der  Formel 
(2.)     cos-r/i  +  sin'-r/-'  =  1 
die  Gleichung' 
(3.)       :r2  +  y2  =  l, 
d.  li.  X  und  y  sind  die  Co- 
ordinaten  Od  und  QP  eines 
Punktes  P,   welcher   einen 
Ki'eis  mit  dem  Halbmesser  1 
durchläuft.     (Fig.  .22.)    Da- 
bei wird  der  Winkel  (f  durch 
den  Bogen  ^Pgemessen ;  man 
könnte  aber  auch  (f  als  den 
doppelten  Flächeninhalt  des 
KJreis-Sectors  ^0  Perklären. 

Macht  man  nämlich 

Bogen  P,^  =  Bogen  ^P,     oder     P\P=2AP, 
so  wird,  weil  der  Halbmesser  des  Ki-eises  gleich  1  ist. 
(4.)     2  Sector  ^0P=  Sector  P^OP  =  \P^P .  OA  =  AP  =  (f. 

Legt   man   in   den  Punkten  A  und  B  an   den  Kreis   die 
Tangenten,   welche   die  Gerade  OP  bezw.  in   den  Pimkten  T 
und  S  schneiden,  so  ist  bekanntlich 
(5.)  tg^  =  AT,     ctg  9^  =  BS. 

Legt  man  ferner  an  den  KJreis  im  Punkte  P  die  Tangente, 
welche  die  Coordinaten-Axen  bezw.  in  den  Punkten  U  und  V 
treffen  möge,  dann  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  OPU 
OP        1  ,        ^_         1 


(6.)     cos(f  =  -—  = 


oder    0U  = 


OU      Oü  cos(p 

und  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  PVO  ist 
OP         1  ,        ^.,         1 


secy; 


(7.)    sin^  = 


ov  ~~  ov 


oder    0V  = 


smcp 


cosec^. 
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In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  hyperbolischen 
Functionen  durch  Strecken  geometrisch  darstellen ,  wenn  man 
den  Kreis  mit  einer  gleichseitigen  Hyperbel  vertauscht.  Setzt 
man 


(8.) 


(£oi  11  =  oc, 


em  u  =  tj, 

so  folgt  aus  der  Formel 
Xr.  50  der  Tabelle,  näm- 
lich aus 

(9.)  (£o|2«  — Sin2i^=  1, 
die  Gleichung 
(10.)     x^-iß  =  \, 
oder 


(10a.)   y  =  ±]/x^ --  1. 

Dieser  Gleichung  ent- 
spricht eine  gleichseitige 
Hyperbel,  wie  sie  in  Figur 
23  dargestellt  ist.  In  der 
Integi'al- Rechnung  wii'd  gezeigt  werden,  dass  dabei  u  der 
doppelte  Flächeninhalt  des  Hyperbel -Sectors  AOP  ist,  wenn 
der  Punkt  P  die  Coordinaten 
(8a.)  X  =  OQ  =  iid\u,    y  =  QP  =  Sin« 

besitzt.    Die  Tangente  im  Scheit elpimkte  A  der  Hyperbel  treffe 
die  Gerade  OP  im  Punkte   T,  dann  ist 

AOAT  '^  AOQP, 
folglich  verhält  sich 

AT:  QP=  OA-.OQ. 

Da  nun  OA  gleich  1  ist,  so  wii^d 


(11.) 


AT  =  ^  =  ^  =  ^^ 
OQ       X       (£o]^ 


.g«. 


Schneidet  man  ferner  auf  der  Y-Axe  die  Strecke  OB 
gleich  1  ab  und  legt  durch  B  eine  Parallele  zur  X-Axe,  welche 
die  Gerade  OP  im  Punkte  S  treffen  möge,  so  ist 

AOBScc.  APQO, 
folglich  verhält  sich 

BS:OQ=  OB:  QP. 
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Weil  OB  gleich  1  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus 

(12.)  £5  =  -^=^  =  ^ii^  =  et3«. 

^  QP     y       ©tnw  ^ 

Legt  man  im  Punkte  P  an  die  Hyperbel  die  Tangente, 
welche  mit  der  positiven  Eichtung-  der  X-Axe  den  Winkel  u 
bildet  und  die  Coordinaten  -  Axen  bezw.  in  den  Punkten  J7  und 
V  treffen  möge,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (10.) 

(13.)      tga  =  ^= 7^=  =  ^— ctgy^tgf^-yX 

d.  h.  «  ist  der  Complementwinkel  zu  (p.    Deshalb  sind  auch  die 
Dreiecke 

PUQ,     OPQ    und     VUO 
einander  ähnlich,  und  man  erhält 

ÜQ:  QP=  QP:  OQ, 
oder 


(U.) 

Dies 

giebt 

ÜQ  = 

QP' 

OQ 

X 

0U  = 

OQ 

—  ÜQ 

=  .r 

X 

oder 

mit  Rücksicht  auf  Gleichung 

(10.) 

(^r>^ 

OTT 

_  1  _ 

1 

-— P 

X  ^0)11 

Ferner  verhält  sich 

VO:OU=  OQ:  QP  =  x:y, 

folglich  ist 

^^^       OU.x      1  1 

y         y      "^mu  ' 


§  29. 

Umkehrung  der  hyperbolischen  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  71  bis  78.) 

Es  war  schon  hervorgehoben  worden,    dass   in  der  Glei- 
chung 

Kiepert,  Differential -Eechmmg.  .  Q 
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(1.)  X  =  ^Ky\u  =  -  (e"  +  e-'O 

die  unabhängige  Veränderliche  u  dem  doppelten  Flächeninhalt  des 
Hyperbel  -  Sectors  AOP  gleich  ist.  Die  Gleichung  (1.)  kann 
deshalb  so  gelesen  werden,  dass  man  u  als  den  Flächeninhalt 
(area)  bezeichnet,  dessen  hyperbolischer  Cosinus  gleich  x  ist. 
Dies  giebt  die  Gleichung 
(2.)  w  =  5Ir(Ioirr.  (Sprich:  Area  Cosinus a:.) 

Diese  Gleiclmng   kann   man   noch   aui'  eine  andere  Fonn 
bringen.    Nach  Formel  Nr.  48  der  Tabelle  ist  nämlich 
(3.)  Go]'t<  +  Sint<  =  e", 

also,  wenn  man  dieselben  Bezeichnungen  wie  in  §  28  anwendet, 
(4.)  u  =  \n(Sio\u  +  (Bmu)  =  ln(a:  +  y). 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  50  der  Tabelle 
(5.)  ßof  2^  —  ©in^w  =  1,    oder    z'-  —  y'- =  i, 

also 
(6.)  y  =  ©in«  =  ±  Yx^  —  1. 

Das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt  hierbei,  jenachdem 
tc  positiv  oder  negativ  ist.  Deshalb  findet  man  aus  den  Glei- 
chungen (2.)  und  (4.)  

(7.)  u  =  'äv^ü]x  =  \n{x±:yx^  —  l). 

In  ähnhcher  Weise  folgt  aus  der  Gleichung 

(8.)  y  =  ©in  M  =  —  (e"  —  e-'O 

durch  Umkehrung  mit  Eücksicht  auf  Gleichung  (4.) 
(9.)  ti  =  '^[x'Bmy  =  \ü{x  +  y). 

Nun  folgt  aus  Gleichung  (5.) 

(10.)  :r  =  ±  yr+f, 

wobei  aber  nm-  das  obere  Vorzeichen  gelten  kann,  weil  x  nach 
Gleichung  (1.)  stets  positiv  ist,   so  lange  u  reelle  Werthe  hat. 
Deshalb  geht  Gleichung  (9.)  über  m 
(11.)  'u^^ltB'my  =  \n(y -hYY'+f). 

Setzt  man  ferner 
(12.)  Z  —  ^QU  —   ,.-^-  =  ^  , 
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SO  wird  mit  Eücksiclit  auf  die  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  durch 
Umkehrung 

(13.)  «  =  n.%,.  =  ln(.  +  ,)  =|><^|)=  |lnC^|). 

oder ,   wenn   man   in   der   letzten  Klammergrösse   Zähler   und 
Nenner  durch  x  dividirt, 

(14.)  e.  =  5(rXg.  =  |ln(^-|). 

Setzt  man  endlich 

so  wird 


(16.)  ^c  =  sirGtg.-  =  M^  +  y)  =^ln(^-^)=  ^ln(^:^), 


yV      a      \x  —  yj 

oder,   wenn   man   in   der   letzten   Klammergi'össe   Zähler   und 
Nenner  durch  y  dividirt, 

(17.)  «  =  5(retg..  =  ^ln(^tl^. 

Bezeichnet  man  in  allen  4  Fällen  die  unabhängige  Ver- 
änderliche mit  X,  so  gehen  die  Gleichungen  (7.),  (11.),  (14.) 
und  (17.)  in  die  folgenden  Gleichungen  über: 

(18.)      u  =  %x  {io']x  =  In  (x  ±  Y^~l), 

(gleichbedeutend  mit  x  =  (Sof  w)? 
(19.)      u  =  "äx^'mx  =  h\(x  +  ]/i  +  x^), 

(gleichbedeutend  mit  x  =  8in  u), 

(20.)      w  =  2(r  Zqx  =^\ü  (~^) ' 

(gleichbedeutend  mit  x  =  Xqzc), 
(21.)      tc  =  m-Gtgrr  =  l^^(^^) ' 

(gleichbedeutend  mit  x  =  ßtg  u). 

Die  Umkehrungen  der  hyperbolischen  Functionen  smd  somit 
durch  logarithmische  Functionen  erklärt. 

Aus  den  Gleichungen  (18.)  bis  (21.)  folgt  ohne  Weiteres 
(22.)  djUxiioix)  ^   ^  1 


dx  y^2  __  i 

9* 
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dCäx<Bmx)  1 


(23.) 
(24.) 


dx 


dx  dx 


z^—1 


§  30. 

Beziehungen  zwischen  den  hyperbolischen  und  den 
trigonometrischen  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  79.) 

Setzt  man  meder 
(1.)  Üo]u  =  X,    B'mu  =  y,    also    X-  —  y-  =  1, 

so  sind  X  und  y  die  Coordinaten  eines  Punktes  P,  der  die  gleich- 
seitige Hyperbel  (Fig.  2-1)  durchläuft.  Legt  mau  durch  P  eine 
Parallele  zur  X-Axe,  welche  die  Scheiteltangente  im  Punkte  E 
treffen  möge,  so  nennt  man  den  Winkel  AGB  gleich  -3  den 
,^ira?iscendenie7i  Wmkel",  während  die  Veränderliche  u,  welche 
dem  doppelten  Flächeninhalt  des  Hyperbel -Sectors  ^OP(Fig.  23) 
gleich  ist,  „der  gemeinsame  Winkel-^  genannt  wird.  Es  soll 
nun  gezeigt  werden,  dass  jede  hyperbolische  Function  des  gemein- 
samen Winkels  u  einer  trigonometrischefi  Function  des  trans- 
cendenteu  Winkels  ^  gleich  ist. 

Zunächst  folgt  aus 
Figiu-  21 

QP  =  AR,      oder 
(^'mu  =  tg^. 


Fig.  24. 


(2.) 


Dies  giebt 


:Ctg^). 


(3.)  doiece^  =  ^. — : 

Ferner  ist 

X  =  ]/l+7  =  1/l+tg-^^ 
_     1 

~~  COSi> 

oder 


(4.) 


^q\u  =  seci^'-; 
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(5.) 
(6.) 
(7.) 

(8.) 


(5tqw  =  7=^-7-  =  coseci?^. 


Setzt  man  also 


^ixiu  =  tg-^, 


so  wird  für  0  <  ^9^  < 


(9.) 


(Bimi  =  tg6', 
üo)u  =  sec»9-, 
iitQu  =  coseci>, 


STgt^  =  sin  .9-, 
(5ec «/  =  cos  'J-, 
Qo']ccu  —  ctg.>. 


Andere  Beziehungen,  welche  die  nahe  Verwandtschaft  der 
hyperholischen  Functionen  mit  den  trigonometrischen  begründen, 
werden  sich  in  der  Theorie  der  complexen  Grössen  ergeben. 


IV.  Abschnitt. 
Ableitungen  und  Differentiale  höJierer  Ordnung. 

§  31. 

Ermittelung  von  /(*')(a?). 

(Vergl.  die  Formel  -  TabeUe  Nr.  8U— 82.) 

Wie  schon  früher  gezeigt  wurde,  ist  die  Ableitung  einer 
Function  fix)  im  Allgemeinen  wieder  eme  Function  von  x.  Es 
wurde  deshalb  auch  das  Zeichen  f\x)  eingeführt,  so  dass 

war. 

Man  kann  daher  f'{x)  ebenso  behandeln  wie  f{x)  selbst  und 
untersuchen,  ob  f\x)  eine  'Ableitung  besitzt.  Ist  dies  der  Fall, 
so  bezeichnet  man  die  Ableitung  von  f'{x)  mit  f"{x)  und  nennt 
sie  die  ,,ziceite  Ableitung-^  von/(a;).     Es  ist  also 

(2.)  ^^=/"W. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  erhält  durch 
wiederholte  Differentiation  der  Reihe  nach  die  Gleichmigen 

Dabei  heisst /("^(a;)  die  „n^^  Ableitung'-''  der  Fuuction /(a;). 

Es  ist  nun  auch  von  Interesse ,  zu  untersuchen ,  nach 
welchem  Gesetze   die   höheren  Ableitungen  von  f{x)  aus  f{x) 


(3.) 
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selbst  gebildet  werden  können,   ohne  dass  man  die  dazwischen 
liegenden  Ableitungen  benutzt. 

Der  erste  Differenzen -Quotient  war 

^    ^  Jx  Jx  ^  ^ 

Vertauscht  man  in  diesem  Ausdrucke  x  mit  x  +  Jx  unter 
der  Voraussetzung,  dass  sich  dabei  Jx  gar  nicht  ändert,  so  er- 
hält man 

._  X                f{x-V'2Jx^—f{x-\-Jx)  .... 

(o.)  — =  ^{x  +  Jx). 

Indem  man  die  Gleichung  (4.)  von  der  Gleichung  (5.)  sub- 
trahirt  und  die  Differenz  durch  Jx  dividiit,  ergiebt  sich 


-^m 


/g  X  <ip(a;  -\r  Jx)  —  if{x)  ^  Jq}{x) 

Jx  Jx  Jx 

__  f{x  -f  2Jx)  —  2f{x  +  Jx)  H-/(:r) 
~  Jx^ 

Lässt  man  jetzt  Jx  verschwindend  klein  werden,  so  wird 

lim^W  =  ^  =/'(.),    Um  ^  =  ''IP-  =/"(.), 

folglich  ist 

^x=0  JX^ 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 


(8 


.)   /'-(^)=  lim-^^^+^^^^~^-^^''+^^^^+^-^^'^+^"^^~-^^^^ 


Jx^ 


(9.)    /(")(:r)  :-  Mm  ~  {/(:.  -f  /^^:r)  -(^)/I^  +  {n  -  1)^^J 

+  (2)^^"^  +  ^''  ~  ^^^"^^  ~  +  ■"  -(l)^^'"^  +  ^''^  ^'^'^''^}  ' 

Der  Beweis  dieser  Formel  kann  durch  den  Schluss  von  71 
auf  n-{-l  geführt  werden,  möge  aber  hier  übergangen  werden, 
weil  für  das  Folgende  nur  der  Fall,  wo  w  =  2  ist,  in  Betracht 
kommen  wird. 
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Man  kann  auch  von  dem  Differentiale 
(10.)  dy  =f'{x)dz 

ausgehen  und  das  Differential  von  dy  bilden. 

Dann  bezeichnet  man  dieses  neue  Differential  d{dy)  mit  d^y 
und  nennt  es  das  ^^zweite  Differential  von  y".  Bei  der  Bildung 
von  d-y  muss  man  aber  beachten,  dass  in  Gleichung  (10.)  die 
unendlich  kleine  Grösse  dx  einen  von  x  unabhänyigen  Werth  hat 
und  deshalb  bei  der  nochmaligen  Differentiation  als  eine  Con- 
stanie  anzusehen  ist.  Deshalb  wird 
(11.)  d'^-y  =  d{dy)  =  d[f\x)dx]  =  d[f{x)\dx- 

nach  Fonnel  Nr.  .34  der  Tabelle  ist  aber 

folglich  erhält  man 

(12.)  dhj=f"{x)dx\ 

Hierbei  soll  dx"^  immer  mit  {dx)-  gleichbedeutend  sein;  man 
muss  also  dx'^  wohl  unterscheiden  von  d{x'^)  =  2zdx. 

Aus  Gleichung  (12.j  folgt  jetzt  auch,  dass 

(12a,)  0=/"W 

ist. 

Unter  dem  dritten  Differential  von  y  versteht  man  das 
Differential  von  d-y,  also  d{d-y)  und  bezeichnet  es  mit  d^y 
Deshalb  ^^li'd 

d^y  =  d{d^-y)  =  d[f"(x)dx']  =  d[rix)]dx', 
oder 
(13.)  d^y  =f"'{x)dxK 

Hier  ist  dx^  gleichbedeutend  mit  (dx)^  und  wohl  zu  unter- 
scheiden von  d{a^)  ■=  Sx^dx. 

Aus  Gleichimg  (13.)  folgt  wieder 

(13a.)  g  =rXx). 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet 
(14.)  d"y  =  d(d"-^y)  =ß'%x)dz'', 
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wobei  dx''  immer  mit  {dx)"'  gleichbedeutend  sein  soll. 


§  32. 

Uebungs-Beispiele. 

(Vergl,  die  Formel- Tabelle  Nr.  83  und  84.) 

Aufgabe  1.     Mau  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

bilden. 

Auflösung. 


^=/n^)  =  i.3.2^  =  2i:r, 
=/(4)(a:)  =  4  .  3  .  2  . 1  =  2i, 


dx 

d^ 

dx'' 


Aufgabe  2.     Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y  =/(.r)  =  3ä;5  —  Ix^  +  8.r3  +  ll.r^  _  6a:  +  9 
bilden. 

Auflösung. 

-^  =f'(x)  =  Iö.t"  —  28a;3  +  2\x-  +  22x  —  6, 
dx       -^   ^  ^ 

pl  =f"{^S)  =  60a:3  _  q^^o  _^  ^g^  _^  ^2, 
'pL  =f"'{x)  =  180:r2  —  168a;  +  48, 
^^  =f(%x)  =  860.r  —  168, 
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§  =/'^'W  =  360, 

S  =/'"(-)  =  »• 
Aufgabe  3.    ]\Ian  soll  die  höheren  Differentiale  von 

3 

y  =f{x)  =  ^^ 

hilden. 

Auflösung. 

5    ^ 

dy  ^  f  {x) dx   =^^x'-  dx, 

dhj=f"{x)dx'^  =  '^'~x^dx\ 
d^y  =f"\x)dx^  =  '^  .  I  •  ^x'^dy^, 

dhj  =ß%x)dx^=  - 1'  1*  r  ^^"*^^^'' 


^"^=l(l~0(l-0-<l-^^+0 


4-" 


Aufgabe  4.    Man  soll  die  höheren  Differentiale  von 

y  =/G^)  =  ^"' 
bilden. 

Auflösung. 

dy  z=:f'{x)dx  =  mx^~'^dx, 
dhj  =f"{x)dx^  =  m{m  —  l)x'"-'^dx% 
d^y  =f"{x)dx^  =  m{ni  —  l){m  —  '2)x''"-^dx^, 

d'hj  =ß'%x)dx"'  =  m{ni  —l){m  —  2)...{m~7i-\-  l)x'''"'dx". 

Ist  hierbei  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  also  /'■"'\x) 
eine  Constante,  imd  die  höheren  Ableitungen  werden  alle  gleich 
0 ;  in  allen  übrigen  Fällen  aber  kann  man  die  Differentiation 
bis  in's  Unendliche  fortsetzen. 
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Aufgabe  5.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 
f{x)  =  e^ 
bilden. 

Auflösung. 

f'{x)  =  e^,    f\x)  =  e^,..  .f^-\x)  =  e\ 

Die   Ableitungen    der    Exponential  -  Function   e^   sind    also 
sämmtUch  wieder  gleich  e^. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

bilden. 

Auflösung. 

f'{x)  =  a^  .  hu/,    f"{x)  =T  «^  .  (Ina)-,  .  .  .  J^>%x)  —  a^ .  (Ina)". 

Für  a  =  e  geht  diese  Aufgabe  in  die  vorhergehende  über. 

Aufgabe  7.     Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 
y=Ax)  =  ]nx 
bilden. 

Auflösung. 

f'(x)  =  ^  =  .r-', 

nx)  =  -l.x-^, 
f"'{x)^-}-1.2.x-^, 

ß»)(x)  =  (—  l)"-i  .  (?i  —  l)!a;-". 

Die  Eichtigkeit  der  letzten  Formel  wird  durch  den  Sclüuss 
von  n  auf  w  +  1  bewiesen. 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 
bilden. 
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Auflösung. 

f'{x)  =  cos.r  =  sin  (a:  +  ^ j  ? 


f"{x)  =  — smz  =  sin  (x  -\-~)  • 
f"'{x)  ■=  —  cos-r  =  sin  (^  +  -^)  • 
ß\x)  =  +  sina;  =  sin  (.r  +  -^^  =f{x). 


Durch  den  Schluss  von  n  auf  n  +  1  findet  man,  dass  ganz 
allgemein 

/('^)(:r)=sin(:r+~)- 
Aufgabe  9.     Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y=fi^)  =  cosx 

bilden. 

Auflösung. 

f'(x)  —  —  sina;  =  cos  (x  4-  ^  j  5 

f"{x)  =  —  C0S.r  =  cos  (z  +  ^  j  ! 

f"'(x)  =  +  sina:  =  cos  (^  +  '-^)  ' 
/(4)(rr)  =  +  COSa;  =  COS  Trc  +  —  j  —fi^), 

ß'')ix)  =  cos[x+—y 


Aufgabe  10.     Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 
f(x)  =  e'SYn.x 
bilden. 
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Auflösung. 

f'{x)  =  ^'(sina:  +  cosa-)  =  ]/2  e*sm  (a:  +  ^  j  5 

/"'(x)  =  2eA8mfx+  ^jj  +  COs('a:+  ^j\=2y2e''sm(x+  —^  , 

/(")(.r)  =  (]/2)"e'Sm  C^:  +  ^  j  • 

Aufgabe  11.    Es    sei    u=f{x),    v  =  g{x)\    man    soll    die 
höheren  Ableitungen  von 

y  =  F{x)  =  u±c  =f{x)  ± g{x) 
bilden. 

Auflösung.    Aus  den  Formeln  Nr.  19  und  20  der  Tabelle, 
nämlich  aus 

d{u  ±  v) du      du 

dx  dx       dx 

folgt  durch  wiederholte  Differentiation 

d'\u  ±  v)  __  d,'Hi      d"v 
dx^'  dx"  ~  dx" 

Beispiel.    Es  ist 

F(x)  =  - — =  — i ?—  =  (.^  +  i)-i  —  (a:  +  2)"», 

folglich 
F\x)  =  -  (x  +  1)-^  +(x  +  2)-'  =  -  — ^  +        ^ 


{x  +  1)2       (rc  +  2)2 
i^(")(3-)  =  (—  Ifnl  (x  +  l)-"-i  —  (-  lY?il  {x  +  2)-"-^ 

"^         ^  (a;2  +  3.r  +  2)"+i 

Aufgabe  12.    Es  sei  wieder  ti=f{x),    o  ^^  g{x)\   man  soll 
die  höheren  Ableitungen  von 

y  =  Fix)  =  UV  =f{x) .  g{x) 
bilden. 
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Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  28  der  Tabelle  ist 

F'{x)  =Ax)g\r)  -¥f'{x)g(x), 
folglich  wird 

F"{x)  =f{x)g'\x)  +  2f{x)g'{x)  +f"{x)g{x), 
F"'{x)  =Ax)g"\x)  +  ^f'{x)g-'{x)  +  ^f"{x)g\x)+f"'{x)g{x\ 

F^'^)(x)  =fix)g^"Kx)  +  Q)f{x)gi'^-\x)  +  Q)/"(.^)^("-^K^) 

+  ■••  +  (^)ß''-%^)ff'i^)  +/(")(^)^(^). 

Die  Richtigkeit  dieser  letzten  Formel  wird  durch  den  Schluss 
von  n  auf  w  +  1  bewiesen. 


V.  Abschnitt. 

Kerleitung  uiul  Anweiuluiigeii  der  Taylor'schen 
und  der  3Iac-Laurin'scheii  Reihe. 

§  33. 

Entwickelung  der  ganzen  rationalen  Function /(a?  +  7/) 
nach  steigenden  Potenzen  von  h. 

Ehe  die  Taylorsche  Reihe  in  ilu^er  allgemeinen  Form  her- 
geleitet wird ,  mög-e  ein  besonderer  Fall  behandelt  werden, 
welcher  dazu  dienen  soll,  die  später  angewendeten  Methoden  zu 
erläutern. 

Es  sei 

(1.)  /(x)  =  ax*  +  (hx^  +  üox-  -f  a^x  +  üi, 

also ,  wenn  man  mit  h  eine  beliebige  zweite  Veränderliche  be- 
zeichnet, 

(2.)    fix+h)  —  a{x+hY-\-a^(x+hf  +  a.^{x-^hf-\-az{x+h)  +  a^, 
dann  folgt  aus  Gleichung  (2.)  durch  Auflösung  der  Klammern 
und  durch  Vereinigung  aller  Glieder,  die  mit  gleichen  Potenzen 
von  h  multiplicii^t  sind, 
(3.)  f{x  +  h)  =  {ax^  +  aix"^  +  a^x^  +  a^x  +  üi) 

+  {iax^  +  dttiz"^  -f-  2a2X  +  az)h 

+  (6ax^  +  3aia:  +  a^jh^ 

+  (4a.r  -f  öi)Ä3 

+  ah\ 

Dieses  Resultat  hätte  man  schneller  auf  folgendem  Wege 
finden  können. 

Man  weiss,  f{x  -f  h)  lässt  sich  auf  die  Form 
(4.)    f{x+h)  =  F{x)-^F,{x) .  h-\-F,{x)  .  h'~+F,{x)  .  h^  +  F,ix) .  h* 
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bringen,  wobei  die  Coefficienten  F(x),  Fi(x),  Foix),  Fz{x),  F^ix) 
Functionen  von  x  sind.    Um  diese  zu  bestimmen,  betrachte  man 
h  als  einzige   Veränderliche  und  diiferentiire   beide  Seiten  der 
Gleichung  (4.)  nach  dieser  Veränderlichen  h. 
Nach  Formel  Nr.  35  der  Tabelle  w^d 

df{u) df{u)    du 

dx  du       dx 

oder,    wenn    man    die   unabhängige  Veränderliche   mit   h   be- 
zeichnet, 

df{u) df{u)  du „^ ,  .     du 

~dh~  ^    du     dfi  ~~^  ^"''  *  Tk  ' 
Betrachtet  man  für  den  vorliegenden  Fall  x  als  eine  Con- 
stante  und  setzt 

7        1        du 
u  =  o:  +  /?,     also     ^y  =  1, 
dri 

so  findet  man,  dass 

df{x-^K)_df{x^K)    d{x.  +  h)  __   ,.         r. 
^^'■>  dh       -d(^+li)'       d/i       -^^"^-^''^ 

ist.    Man  erhält  daher 

(6.)    fix  +  h)  =  l.  F,{x)  +  2F^{x) .  h  +  3F3(^)  .  Ä'  +  ^F,{x) .  h\ 

und  hieraus  durch  wiederholte  Differentiation 

(7.)     f"{x  +  Ä)  =  1  .  2F^{x)  +  2  .  ^F^ix) .  Ä  +  3  .  -^FJix) .  h\ 

(8.)    fix  +  Ä)  =  1  .  2  .  ^F^{x)  +  2.3.  4^4(2:) .  h, 

(9.)    ß%x  +  /O  =  1  .  2  .  3  .  4F4(.r). 

Setzt   man   in  den   Gleichungen  (4.)  und  (6.)  bis  (9.)  die 
Veränderliche  h  gleich  0,  so  findet  man 
f{x)  =  F{x),  oder  F{x)  =f{x)  =  ax^-\-a^x'^+ a^x^  +  azx + 04, 

fix)  =  1  .  F,{x\  „  F,{x)  ='^=  i«^'  +  3fria;2  +  2a,x-\- 

f"{x)  =  1  .  2F^{x),        „  F.Xx)  =-f^  =  6arc-^  +  3ai.r  +  a^ , 
f"'{x)  =  1.2. 3i^3(^),     „  i^3(^)  =-^p  =  4ar.  +  «i , 
/W(x)  =  1.2.3.4F4(:r),  „  i^4(.r)=-^^=  a. 


f% 
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Setzt  mau  diese  Werthe  von  F(x),  i^i(a;),  E2{x),  F^ix),  Fi{x) 
in  die  Gleichung  (4.)  ein ,  so  erliält  man  in  der  That  genau 
dasselbe  Eesiütat  wie  in  Gleichung  (3.). 

Es  wird  also 

(3a.)/(.+A)=/(.;+-^/.+  -q^>A=+q?-43+^>A.. 

Diese  EntT\ickelungs-Methode,  welche  hier  nur  für  eine  ganze 
rationale  Function  •1^'^'^  Grades  ausgeführt  wurde,  lässt  sich  ohne 
Weiteres  auf  jede  ganze  ratio?iale  Function  übertragen.  Es  sei 
jetzt  also  ganz  allgemein 

(10.)    f{x)  =  az"-  +  «la:"-»  +  a^x'^-'^  -\ \-  «„_,.r  +  a„ 

und  deshalb 

(11.)  fix  +  //)  =  a{x  +  hy  +  a,{x  +  /O"-»  +  a.lx  +  Ä)»-^  +  •  •  • 

+  «„_i(a;  +  Ä)  +  a„ ; 
dann  weiss  mau,  dass  sich  f{x  +  h)  dui'ch  Auflösung  der  Klam- 
mern und  durch  Vereinigung  aller  Glieder,  welche  mit  derselben 
Potenz  von  h  midtiphcii-t  sind,  auf  die  Form 
{\^)fix^h)=F[x)^F,{x).h^F.{x).h''^-F^[x)M^^Flx).h'^-'' 

+  i^„_i(4.Ä»^  ^Fn{x).h- 
bringen  lässt,  wobei  die  Coefficienten 

'f{x),  F,{x),  F,{x),    ...Fn-x{x),  F,,{x) 
noch  Functionen  von  x  sind.    Um  diese  zu  bestimmen,  betrachte 
man  wieder  h  als  einzige  Veränderliche  und  dififerentih^e  beide 
Seiten  der  Gleichung  (12.)  zu  wiederholten  Malen  nach  h.    Da- 
dmxh  erhält  man  der  Eeihe  nach  die  Gleichungen 

f'{x  +  /,)=!.  Ftix)  +  2Fi_x) .  h  +  ^F^[x)  .  li"-  +  ^F^{x)  .  h? 

+  •  •  •  +  (W  —  1)  Fn     i{x)  .  Ä«-2  +    n  Fn{x)  .  Ä»»'  \ 

f"{x  -i-  h)  =  l.  2F,{x)  +  2  .  ^Fz{x)  .  Ä  +  3  .  ^Fi{x)  .  h"- 

-|_  ...  4-  {n~2){n  —  l)F,,.,{x).h'^-^  +  {n—l)nFn{x).h^'-'', 
f"'{x  +  Ä)  =  1  .  2  .  3  F2,{x)  +  2.3.  ^Fi{x) .  Ä  +  ■  •  • 

+  (w— 3)(w— 2)(w— l)iv-,i(^).Ä"-*+  (?^— 2)(??— l)wiv.(a;).A"-^ 
f(^{x  +  A)  =  1  .  2  .  3  .  4h(:r)  +  •  •  • 

+  {n^  4)(«  —  %){n  —  2)(w  —  l)Fn-i{x) .  Ä"'^ 
+  (/^  —  3)(«  —  2){n  —  l)nFn{x)h''-\ 

/(»-»(a;+/0= 1.2.3. .  .(w—l)is,_,(a:)  +  2.3.4 . . .  {ti—l)nFn{x).h, 
/('»)(a:  +  Ä)  =  1  .  2  .  3  .  .  .  (w  —  l)nFn{x). 
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Setzt  man  jetzt   in   den  Gleichungen  (12.)  und  (13.)    die 
Veränderliche  li  gleich  0,  so  findet  man 


(14.) 


fix)  =  1  .  F,{x\ 
f"{x)  =  1.2F,{x), 

f"\x)  =  1.2.  ZF,{x\ 
ß\x)  =  1.2.3.  ^Fi{x), 


oder    F{x)  =f{x) , 
„        ±i{x)  =  -j^-  ' 

'  ■^    ~2r ' 


ß"-^\x)  =  (;^  —  l)lF„^^{x),       „     i^„_,(.r)  = 


/("-')(3-) 


ß'-Kx)  =  n\F,,(x), 


F.ix)=f^^^ 


Die  Gleichmig  (12.)  geht  daher  über  in 


Ä". 


Dasselbe  Eesultat  erhält   man  auch  auf  folgendem  Wege. 
Nach  Gleichung  (5.)  wird 

df{x  +  h) 


dh 


=f'{x  +  70. 


In  derselben  Weise  findet  man ,   indem  man  h  mit  x  ver- 
tauscht, 

df{x  +  h) 


dx 


=f'{x  +  70, 


folsflich  ist 


df{x  +  h)      df{x  -V  h) 


dx 


dh 


=f'{x  +  h). 


Man  wird  also  mit  einander  übereinstimmende  Ausdrücke 
erhalten,  gleichviel  ob  man  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (12.) 
nach  X  oder  nach  h  difierentüit.    Dies  giebt 
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(16.)  FXx)  +  F\{x) .  k  +  F'^ix) .  7/2  +  F',{x) .  Ä^  +  . . . 
+  F'»^^{x)  .  Ä"-i  +  Fn{x) .  h"  = 
l.F,{x)+2F2{x)Jt+SFs(x)h^-\-4.Fi{x)h^+---+nF„{x).h''-K 

Für  h  =  0  findet  man  aus  Gleichung  (12.) 

<17.)  F(^)=A^) 

und  aus  Gleichung  (16.) 

(18.)    F'ix)  =  1  .  F,{x)  =  ^  =f'ix),  oder  F,{x)  =-^  • 

Wenn  man  jetzt  in  Gleichung  (16.)  F^x)  gegen  1 .  Fi{x) 
forthebt  und  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  h  dividirt ,  so 
«rhält  man 

(16a.)  F\ix)  +  F'^ix) .  h  +  F\{x) .  7/^  +  •  •  ■ 

+  i^'„_.(.r)  .  A"-2  4-  F,ix) .  Ä-»  = 

2F^{x)  +  ?>F^{x) .  Ä  +  ^F^{x)  .  Ä2  +  . . .  +  wF„(a;) .  A"-^. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  wieder  7i  =  0  setzt, 

i^'.(:r)  =  2F,(.r)  =  ^^  =/"(:r),    oder    F^x)  =^-^  . 

Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt,  findet  man  der  Eeihe 
nach  die  Gleichungen 

rix)  =  -d>F^{x\     oder    Fs{x)  =i^ , 
F',{x)  =  4.F,(x),        „       F,{x)  ='^-^  , 


F'n^,{x)  =  nF„{x),        „      Fn{x)  =-~^ 


10=» 
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§  34. 

Anwendung  auf  den  binomischen  Lehrsatz  für  positive, 
ganzzahlige  Exponenten. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  10.) 

Wie  mchtig  die  oben  angegebene  Entwickelung  ist,  kann 
man  schon  aus  einem  sehr  einfachen  Falle  ersehen.  Es  sei 
nämlich 

(1.)  f{x)  =  X-, 

also 

(2.)  /{x  +  h)  =  {x  +  hy, 

wobei  n  eine  positive,    ganze  Zahl   sein   soll.    Nun   ist   nach 
Gleichung  (15.)  des  vorhergehenden  Paragraphen 

In  diesem  Falle  ist  aber 
f{x)  =:  X",    f\x)  —  wa:"-  *,    f"{x)  =  n{n  —  l>r»-^ 
f"\x)  —  n{n  —  1) (w  —  2)a:"-3,  _ _ .f^%x)  —  n{n—  l)...3.2.1=wl 
folglich  geht  Gleichung  (3.)  über  in 
(4.)     {x  +  hy  =  ;r»  +  --',-:r"-V^  +  ^(^-Zil:c«-2/,2 

Setzt  mau  noch 

X  =  a,     h  ^=  b,     n  =  m, 
so  erhält  man  den  binomischen  Lehrsatz,  nämlich 

(5.)  {a+by^=a'''-{.(^\a^-^b+(^\a^"-H^^ 

eine  Formel,  welche  schon  in  §  9,  aber  auf  andere  Weise,  her- 
geleitet worden  ist. 
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§  35. 

Verallgemeinerung  der  gegebenen  Entwickelungs-Methode . 

Es  ist  nun  die  Frage,  ob  und  in  welcher  Weise  die  her- 
^•eleitete  Entwickelung-  einer  ganzen  rationalen  Function  f{x  +  li) 
nach  steigenden  Potenzen  von  h  auch  auf  andere  Functionen 
übertragen  werden  kann. 

Ohne  jede  Aenderung  ist  eine  solche  Uebertragung  nicht 
möglich,  denn  es  gilt  der  Satz:  ht 

(1 .)     fix^h)  =/(:.)+-^Ä+^M/,2+Ö)^3+  . . .  +-^>J», 

so  ist  jf{x)  eine  ganze  rationale  Function  w'*"   Grades. 
Beweis.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt  für  a:  =  0 

m  =/(o)  +-^f /.  +-q«/. +/-:^)a3  + ...  +/<^V. 

=  A-\-  AJi  +  A-ih'  4-  A^h^  +  •  •  ■  +  AJi'^, 
oder,  wenn  man  h  =^  x  setzt, 
(2.)        f{x)  =  A  +  A^x+  Aoz^  +  Asx^  -\ 1-  A^x''. 

Tnd  doch  liegt  eine  solche  Verallgemeinerung  sehr  nahe, 
denn  man  kann  dieselben  Schlüsse,  welche  in  §  33  richtig  waren, 
auch  bei  jeder  anderen  Fimction  f{x  +  /i)  anwenden  ,  von  der 
man  weiss,  dass  sie  sich  nach  steigenden  Potenzen  von  h  ent- 
wickeln lässt,  dass  sie  sich  also  auf  die  Form 

(3.)  f{x+h)=F{x)-\-Fi{x).h+F2{x).h'--^F3(x).h^+Fi(x).h*+  --- 
bringen  lässt.  Man  findet  dann  nämlich,  indem  man  beide  Seiten 
der  Gleichung  (3.)  zu  wiederholten  Malen  nach  h  differentiirt*), 
der  Eeihe  nach  die  Gleichimgen 


*)  Dabei  ist  allerdings  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  Summe 
auf  der  rechten  Seite  dift'erentiirt  wird,  indem  man  jedes  Glied  einzeln 
difierentiirt.  Enthielte  die  Summe  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern, 
so  wäre  diese  Voraussetzung  ohne  Weiteres  richtig;  enthält  die  Summe 
aber  unendlich  -viele  Glieder,  so  muss  man  erst  beweisen,  dass  diese 
Voraussetzung  gilt. 
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(4.)     )  f"{x+h)=l.'2F,{x)-\-2.SF,(x).h  +  SAF,{x)h^+  ... , 
^  f"\x-{-h)=1.2.SFs{x)-j-2.'SAF,{xyi+  -.', 

Setzt  man  dann  in  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  die  Ver- 
änderliche h  gleich  0,  so  findet  man  genau  so  wie  damals 

(5.)  Fix)=.fixl  F,(x)=-^-^,  F,{x)=i^.  F,{x)='i^....r 

so  dass  Gleichung  (3.)  übergeht  in 

(6.)/(.+A)=/W+'öf)A+-^).^+/-;(^/.+-^/,.+  .... 

Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ist  es  aber  nicht  mögUch, 
dass  diese  Eeihe  an  einer  Stelle,  z.  B.  beim  (n  +  lf^"^  Gliede, 
abbricht ;  sie  kann  nm^,  wie  gezeigt  werden  soll,  unter  gewissen 
Bedingungen  richtig  sein,  wenn  man  sie  bis  in's  Unendliche 
fortsetzt. 

Da  fix  4-  h)  von 

verschieden  ist ,  wemi  f[x)  keine  ganze  rationale  Function  ist, 
so  möge  der  Unterschied  zwischen  beiden  Grössen  mit  R  be- 
zeichnet werden.    Es  sei  also  R  erklärt  diuxh  die  Gleichung 

(7.)  R  =f{x  +  h)  -fix)  --(^h  --^-^h^ -^j-Ä», 

oder 

(7a.)    f{x+h)  =f{x)  +-^^h  -\--^-^h-  +  •  •  •  +'^-Ä"  +  R. 

Wird  nun  R  für  hini-eichend  gi^osse  Werthe  von  w  beliebig 
klein,  so  darf  man  R  vernachlässigen,  so  dass  dann  die  Gleichung 
(7a.)  auch  noch  in  dem  Falle ,  wo  f{x)  keine  ganze  rationale 
Function  ist,  sehr  brauchbare  Eesultate  Liefert. 

Man  nennt  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung 
(7a.)  die  Taylor^sche  Reihe  und  R  das  ,,Rest(/liecl  der  Taylor- 
sehen  Reihe". 
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Wie  notliwendig  die  Untersuchung-  dieses  Restgiiedes  R  ist, 
soll  zunächst  bei  einem  einfachen  Beispiele  gezeigt  werden. 

Es  sei 

(8.)  f{z)  =  \  =  x-^, 

also 

(9.)  /(-  +  ^)  =  jiÄ 

und 

Setzt   man  diese  Werthe  in   die  Gleichung  (7a.)   ein,    so 
erhält  man 

Fül-  X  =  2,  h  =  —  1  giebt  dies  z.  B. 

l_^_l,lll  ,1         ^ 

Hier  wird,  wie  man  ohne  Weiteres  erkennt, 

also  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  ?^ 

In   diesem  Falle  würde   daher  die  Taylor'sche  Reihe  an- 
wendbar sein.     Setzt  man  aber 

x  =  2,     Ä  =  —  4, 
so  ündet  man  aus  Gleichung  (11.) 

2^^  =  -^  =  ^+1  +  2  +  4+.-.  +  2'-»  +  E. 

Jetzt  ist 

R  =  —  2" 

und  wird,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  sogar  beliebig  gross,  wenn 
n  hinreichend  gross  ist.  Man  darf  also  R  nicht  vernachlässigen, 
d.  h.  man  darf  in  diesem  Falle  die  Entwickelung  nach  der 
TayZor'schen  Reihe  nicht  anwenden. 
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Man  kann  in  dem  vorliegenden  Beispiele  das  Restglied  R 
aucli  für  beliebige  Werthe  von  x  nud  //  sehr  leicht  bestimmen. 
Aus  Gleichung  (11.)  folgt  nämlich 

.     N    ^  1  1       h       h^      A3  ^       ^     A» 

(12-)   ^  =  rTÄ-^  +  ^-SS+5!-+---(-l)"^ 

1      ir,    —  Ä  .  /— Ä\2   /— Äv  /  -Äv 


^h^H^7H^J— C"J]' 


x-\-h      x\ 

Der  Ausdruck  in  der  eckigen  Hammer  ist  eine  geometrische 
Progression,  deren  Summe  man  nach  Formel  Nr.  11  der  Tabelle 
bilden  kann.     Da  nämlich 


1  — ;?"+» 


1  — p 

so  erhält  man  in  diesem  Falle,  in  welchem  p  gleich ist, 


(13.) 


i«+i 


-{^T  ^-{~r 


=  X 


1  —  p  t    X  ^  '         X  +  h 

1  H — 

X 


Daraus  folgt 
(U.)  R  = 


^-{~r  (^r 


X  +  h  X  -\-  h  X  -\-  h 

Nun  wird  nach  frühereu  Sätzen  (vergl.  §  9)  die  Potenz 
eines  ächten  Bruches  heliehig  kleiti  und  die  eines  unächten 
Bruches  heliehig  gross,  wenn  man  den  Exponenten  hiureichend 
gross  macht,  folglich  wii'd  liier  R  nur  dami  beliebig  kleiyi,  wenn, 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  h  kleiner  als  x  ist. 

Bei  diesem  Beispiele  wird  also  die  Tayloi-'sche  Reihe  nur 
anwendbar  sein,  wemi 

\h\  <:\x\ , 
wobei  man  unter   |  h  \  und   |  a:  |  die  absoluten  Beträge  (d.  h.  die 
Zahlenwerthe,  abgesehen  vom  Vorzeichen)  von  h  und  x  versteht. 

So  leicht  wie  in  diesem  Beispiele  ist  im  Allgememen  die 
Berechnung  des  Restgliedes  R  nicht.  Man  braucht  aber  den 
wirklichen  Werth  von  R  auch  g-ar  nicht,    sondern  braucht  nm- 
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zu  wissen,  ob  R  für  hinreicliend  grosse  Wertlie  von  n  beliebig 
klein  wird. 

Diese  Untersuchung  soll  nun  in  den  folgenden  ParagTaplien 
ausgeführt  werden. 


§  36. 

Mittelwerthsatz. 

(Yergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  85.) 
Satz  1.      Smd  die  Functionen  F(r)  und  F'{x)  in  dem  Inter- 
valle von  0  bis  h  (d.  h.  für  alle  Werthe  von  x,  welche  zwischen 
0  und  h  liegen)  stetig  und  endlich^  und  ist  ausserdem 

(1.)  i^(0)  =  0     und     F{h)  =  0, 

HO  gieht  es  zicischen  0  und  h  mindestens  einen  Werth  von  x,  für 

welchen  F'[x)  verschxoindet.     (Satz  von  Rolle.) 

Beweis.     Nach    Satz  2    in    §   13    ist    die  Ableitung   einer 
Function  F[x)  jjositiv  ,   wenn  die  Function  mit  x  zugleich  zu- 
nimmt;  dagegen  ist  die  Ableitung  negativ,    wenn  die  Function 
abnimmt,  während  x  zimimmt.    Der  Gleichung 
(2.)  y  =  F{x) 

entspricht  nach  Voraussetzung  eine  Curve,  welche  die  Abscissen- 
Axe  in  den  Punkten  0  und  A  mit  den  Abscissen 

X  =  0     und    X  =  h 
schneidet.    (Fig.  25  und  26.) 

Nimmt  man  an,  dass  der  zwi- 
schen O  und  A  liegende  Theil  der 
Curve  oberhalb  der  X-Axe  verläuft 
(Fig.  25),  so  muss  die  Curve,  vom 
Punkte     0    ausgehend ,     zunächst 
steigen ,    es   muss    also    nach   dem 
oben  citirten  Satze  zunächst  F'(x)  >  0  sein 
die  X-Axe   im  Punkte  A   wieder  erreicht 
fallen,  es  muss  also  nachher  F'{x)  <  0  sein, 
dem  betrachteten  Intervalle  nach  Voraussetzung  stetig  und  end- 
lich   ist,    so   muss    F'{x)   beim   Uebergange    von    positiven   zu 


Damit  die  Curve 
muss  sie  nachher 
Da  aber  F'{x)  in 
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negativen  Werthen  den  Werth  0  annehmen.    Dies  geschehe  fiii- 

OQ  gleich  |,  dann  ist 

(3.)  i^'(l)  =  0,     wobei    ü  <  ^'  <  ä. 

Die  Tangente  in  dem  zugehörigen  Punkte  P  ist  also  parallel 
zur  X-Axe. 

Nimmt  man  an,  der  zwischen  0  und  A  liegende  Theil  der 
^.    .,,.  Curve  verlaufe  unterhalb  der  X-Axe 

(Fig.  26),  so  muss  die  Curve  fallen 
und  nachher  wieder  bis  zum  Punkte 
A  steigen.  Dann  wii'd  also  F'{x) 
zuerst  negative  und  nachher  posi- 
tive Werthe  annehmen.  Beim  Ueber- 
gange  von  den  negativen  zu  den 
positiven  Werthen  wii^d  wieder 
F'{x)  gleich  0.  Dies  geschehe  für  OQ  gleich  §,  dann  ist  also 
auch  in  diesem  Falle 
(3a.)  F'i"^)  =  0,    wobei    0  <  g  <  A. 

Die  Tangente  im  zugehörigen  Punkte  P  ist  'wieder  parallel 
zur  X-Axe. 

Liegt  endlich  der  Curvenbogen  OA   zum  Theil  w^er,   zum 
Theil  tmter  der  X-Axe,  so  braucht  man  nm-  den  eben  ausgefulirten 
Scliluss  auf  den  Abschnitt  der  Cm^ve  zwischen  0  und  dem  ersten 
Sclmittpunkte  mit  der  X-Axe  anzuwenden. 
Setzt  man 

(4.)  ®  ^  I '    ^^^^     ^  ^  ^'''' 

so  liegt  die  Grösse  0  zwischen  0  und  1,  und  die  Gleichung  (3.) 

geht  über  in 

(5.)  F'{Gh)  =  0,     wobei    0  <  0  <  1.' 

Der  Roll&^ohQ  Satz  lässt  sich  jetzt  in  folgender  Weise  ver- 
allgemeinem. 

Die  Functionen  f{x)  und  f'{x)  seien  in  dem  Intervalle  von 
«bis  a  +  Ä  stetig  und  endlich,  und  es  sei 
(6.)         F(x)  =  [f{a  +  h)  -f{a)\x  -  [f{a  +  .r)  -f{a)\h, 
dann  gelten  fiü^  die  Functionen  F{x)  und 
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(7.)  F\x)  =f{a  +  h)  -f{a)  ~f'{a  +  x).h 

die  Voraussetzungen  des  eben  bewiesenen  Satzes;  es  sind  näm- 
lich F{x)  und  F'{x)  in  dem  Litervalle  von  0  bis  h  stetig  und 
endlich,  und  es  ist  ausserdem 

i^(0)  =  0     und    F{h)  =  0, 
folglich  giebt  es  zwischen  0  und  h  einen  Werth  von  z,  er  heisse 
wieder  0A,  für  welchen  F'{x)  verschwindet.    Deshalb  findet  man 
nach  Gleichung  (7.) 
(8.)         F'ißh)  =f{a  +  h)  —f{a)  ~f'{a  -f  Qh) .  h  =  0, 

oder 

(9.)  f{a  +  70  -/(a)  =  h  .f'{a  +  Qh). 

Setzt  man  noch 

(10.)  a  -\-  k  =  X,     also     h  =  X  —  a, 

so  lindet  man  aus  Gleichung  (9.) 

(11.)  f{x)  -f{a)  =  {x-a)f'[a  +  &{x-  «)]  , 
oder 

Da  0  <  0  <  1,  so  wird  für  x  >  a 
(12.)  a  <.  a  -\-  Q{x  —  a)  <  a  -\-  {x  —  «)  =  :r ; 

es  ist  also  a  +  0{x  —  a)  ein  Mitteln- erth.  Der  in  den  Glei- 
chungen (9.)  imd  (11.)  ausgesprochene  Satz  wird  deshalb  .^Mittel- 
werthsatz''^ genannt. 

Die  geometrische  Deutung  des  Mittelwerthsatzes  erkennt 
man  leicht  aus  Figur  27.  Die  Gleichung  der  Cm^e  APB  sei 
(13.)  y=f{x\ 
und  die  Abscissen 
der  Punkte  A  und 
B  seien  bezw. 

OA^  =  a, 

OBi  =  a  +  h. 

Macht  man  ferner 

OQ  =  a-^  Qh, 
so  ist  ^^  '         '  ^  ^'  -^ 


Fig. 


: 

' 

X             1 

G 

/^       o 

'^ 

T 

■i,                   (. 

}                           1 

1 
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Fig.  28. 


(14.)   igCAB  =  -^=  ^^j^^~  =  j 

=  f{a+0h)  =  tga: 

d.  h.  die  Tangente  im  Punkte  P  ist  parallel  zur  Sehne  AB. 

Der  soeben  bewiesene  Satz  sagt  also  aus,  dass  es  zwischen 
den  Curvenpunkten  A  und  B  mindestens  einen  Punkt  P  giebt. 

dessen    Tangente    zur 
Sehne  AB  parallel  ist. 
Aus  Figur  28  er- 
kennt   man,    dass    es 
unter  Umständen  sogar 
mehrere  Curvenpunkte 
Pi,  P-i, . . .  zwischen  A 
und  B  geben  kann,  in 
denen     die    Tangente 
"^parallel  zur  Sehne  AB 
wird. 
Der  Satz  bleibt  auch  noch  richtig  für  .r  <  a,  wie  man  in 
gleicher  Weise  zeigen  kann. 


§  37. 
Das  Restglied  der  Taylor'schen  Reihe. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Xr.  86  und  87.) 

Jetzt  seien  die  Functionen  f(x),  f\x)  und  f"{x)  in  dem 
Intervalle  von  «  bis  a  +  h  stetig  und  endlich,  und  es  sei 
(1.)  F{x)  =  [/(«  +  h)  ~f{n)  -f'{a)  .  hy- 

-[f{a  +  x)^f{a)~f'{d).x]h\ 
dann  sind  auch  die  Functionen  F{x)  und 

(2.)  F'{x)  =  [f(a-^h)-f{a)~fXa).h]2x-[f'ia-{-x)~f\a)]/t^ 
Stetig  und  endlich  in  dem  Intervalle  von  .r  =  0  bis  .r  =  //.  Da- 
bei wird 

J^(0)  =  0     und    F{/t)  =  0, 

folglich  erhält  man  nach  dem  Rolleschen  Satze 

(3.)     FX0h)  = 

[f(a-\-h)  -f{a)  ~f'{a).  h]2&h  -[f\a-{-Gh)  -f'{a)]h'^  =  0. 
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Nun  war  nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
wiesenen Mittelwerthsatze 

/(«  +  h)  -f{a)  =  h.f'{a+  eh). 

Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  f{x)  mit  fix)  und  des- 
halb/'(.r)  mit/"(.r),  ferner  h  mit  Gh  und  O  mit  ©i,  so  erhcält 
man 

(4.)  f'{a  +  0/0  ~f'{a)  =  0h  .f"{a  +  Q,  .  0h) ; 

dabei  liegen  0  und  0i  und  deshalb  auch  00 1  zwischen  0  und 
1.     Mithin  geht  Gleichung  (3.)  über  in 
(5.)  F\0h)  =  [f{a  +  h)-f{a)-f\a).h]20h--0h.f"{a+00,h)h^=Q. 

Dies  giebt ,  wenn  man  die  Gleichung  durch  20h  dividirt 
und  der  Kürze  wegen  0  statt  00 1  schreibt, 


(6.)  /(«  +  h)  =.f{a)  -{• 

wobei 


f'-\ + n^+m„, 


1 1 


2! 


0  <  0  <  -f  1. 
In  dieser  "Weise  kann  man  fortfahren,  indem  man 

(7.)         FLr)  =  [/(«  +  h)  -/(«)  -  ^h  --^-^h^y 


-|/(a  +  .r)-/(a) 


f'(a)^      f'ia) 


'} 


x"  W 


l!  2! 

setzt.  Dabei  seien  die  Functionen /(a;), /'(a;), /"(•^)  und/"'(a;) 
in  dem  Intervalle  von  a  bis  a  +  h  endlich  und  stetig,  dann  sind 
auch  F{x)  und 


(8.)     F'{x)  = 


f'^^J, 


f{a  +  h)-f{a)-^-^h  2, 

'f'{a  +  X)  -f{a)--^-^x\^ 


2>x^ 


l!     J 
in  dem  Intervalle  von  0  bis  h  stetig  und  endlich.    Dabei  wii'd 

i^(0)  =  0     und    F{K)  =  0, 
folglich  erhält  man  nach  dem  i2o//e'schen  Satze 


(9.)      F'{0h)  =  [/(«  +  h)  -f\a)  -^-^h 


rW).      f"(o) 


h^ 


f\a  +  0h)—f'{a)  —f^0h 


[ 


II 


2! 

h^  =  0. 


30Vi2 
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Vertauscht  man  jetzt  in  Gleichung  (6.)  f(x)  mit  f'{x)  und 
deshalb /'(a:)  mit  f'\x),  f"{x)  mitf"\x),  h  mit  &h  und  0  mit 
6>i,  so  erhält  man 

(10.)  /•(«  +  e/<)  =/■(.)  +-^^m  +/:>±^-^)0>A., 

wobei  0  und  &i   und   deshalb   auch  ©i©   zwischen  0  und  1 
liegen.     Gleichung  (9.)  geht  daher  über  in 


(11.)  F\GJc)  =  [Aa  +  h]  -/(«)  -^-^'Ip-h  --^-^h^- 


sevi' 


Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  SOVi-  und  sclu^eibt  der 
Kürze  wegen  0  statt  &i&,  so  erhält  man 

(12.)  /(«  +  /,)  =/(a)  +  /;^A  +/>)/.  +  /:>^/., 

wobei 

0  <  0  <  Ä. 

Setzt  man  das  Verfahren  noch  weiter  fort ,  so  findet  man 
schliesslich  für  jeden  l)eliebigen  Werth  von  n 

(18.)  /(a  +  ;,)  =/(»)  +  ^M,  +/>),.  +  .  . .  +f^,„  +E, 
wobei 

(14.)  R  =-^- ^         ,      V+S     0  <  0  <  1. 

^     ^  (w  +  1)! 

Der  Beweis  wird  duixh  den  Schluss  von  m  auf  w  +  1  ge- 
führt. Man  setzt  also  voraus ,  dass  die  Gleichungen  (13.)  und 
(14.)  richtig  seien  für  7i  gleich  w,  dass  also 

(18.)   f(a  +  /,)  =/(.)  +  mh  +q^h^  +...  +  .Z^V 


/nl 


sei,  und  zeigt,  dass  dann  die  Gleichungen  (13.)  und  (14.)  auch 
noch  richtig  bleiben  für  n  gleich  m  +  i. 
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Beweis.    Es  sei 

(16.)     Fi,:)  =  |;/(«+Ä)-/(a)--4T^Ä ^g^^'""''] 
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,m+2 


/('»+0(a) 


[/«.+.^)^/(«)-^— -S?-->-s 


so  wii'd 

(17.)  i^'(r) 


/(a+/0-/(a)--^Ä---- 


(m+1)! 


Unter  der  Voraussetzung-,  dass  die  Functionen  f{x),  f'(x), 
f"{x) ,  . .  ./('»+»)(.r)  und  /""+2)(a;)  in  dem  Intervalle  von  a  bis 
ö  +  h  stetig  und  endlich  sind ,  sind  auch  die  Functionen  F(x) 
und  F'(x)  in  dem  Intervalle  von  0  bis  h  stetig-  und  endlich. 
Da  ausserdem  noch 

F(0)  =  0    und    Fi/i)  =  0 
wird,  so  erhält  man  nach  dem  i2o^/e'schen  Satze 
(18.)  F'{&h)  = 


/(«4-/0-/(«)--^/'-' 


^/^m+l 


Ä"'+' 


..„      l(m+2)0'"+* 
(m+lj!         i    ^  ^ 

f(m+l)(f^)  -1 

w!  J 


Vertauscht  man  jetzt  in  Gleichung  (15.)  f(x)  mit/'(.r)  und 
deshalb  f(x)  mit  f'\x),  f"{x)  mit  /'"(x),  . .  .ß^\x)  mit  /('»+')(:r) 
und  /('"+*)(ic)  mit  /""+2)(a:),  ferner  h  mit  ©A  und  0  mit  0, ,  so 
erhält  man 

(19.)  f'{a  +  eh)=f\a)-Y^^Qh+'f^Q^h-^+  •  •  • 

+  -^ r^-^Q'"h"'  +  ^^^ ^ -^ ^©»"+1^"'+' 

/«!  (m  +  1)!  ' 

wobei  G    und   ©i    und   deshalb    auch   ©i0   zA^ischen  0  und  1 
liegen.     Gleichung  (18.)  geht  daher  über  in 
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(20.)  i^'(0,Ä)=[/(a+Ä)-/(a)-^^A-  •  •  • 


(2-^.)     ^ = ^'^J^^I^^^^"'•^^    o  <  ©  <  i. 


(m+l)! 

Diviclirt  man  diese  Gleichung-  durch  {m-\-2)&'"+^h"'+^  und 
schi^eibt  der  Kürze  wegen  wieder  &  statt  &i.&,  so  erhält  man 

(21.)  /(.+/o=/(«)+-^>/.+^)a^+  ..,+.>j^,...+,,, 

wobei 

Diese  Gleichungen  ergeben  sich  aber  aus  den  Gleichungen 
(13.)  und  (14.)'  wenn  man  n  gleich  m  +  l  setzt.  Damit  ist  die 
allgemeine  Gültigkeit  der  Gleichungen  (13.)  und  (ll.j  nach- 
gewiesen. 

Setzt  man  wieder 

a  -\-  h  =  X,     also     h  =  X — ■  a, 
so  gehen  die  Gleichung  (13.)  und  (14.)  über  in 

(23.)  fix)  ^f{a)  -V  ^(x  -  d)  -\-^-^{x  -  a)^  +  •  •  • 

n\ 
wobei 

Diese  Gleichungen  geben  an ,  in  welcher  Weise  man  f{x) 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  entwickeln  kann.  Es  ist  dies 
die  eine  Form  der  TayloracheTi  Eeihe.  Die  andere  Form  der 
rat//or'schen  Reihe  findet  man  aus  den  Gleichungen  (13.)  und 
(14.),  indem  man  a  gleich  x  setzt.     Dies  giebt 
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(25.)  /Cr  + A)  =fi:c)+-^^k  +-^^/^  +  •  •  •  ^'^^  h'^  +  B, 
wobei 

(.26.)         ^  =  ^(^A-       o<e<:. 

Diese  Gleichungen  geben  an,  in  icelcher  Weise  man  f{x-\-h) 
nach  steigenden  Potenzen  von  h  entwickeln  kann. 

Bemerkung'. 

Um  die  Form  des  Restes  i2  leichter  zu  behalten,  merke  man  sich, 

dass  -R  aus  dem  letzten  Gliede* — 71 — /t»'  entsteht,  indem  man  n  mit  n-\-\ 
und  X  mit  x-\-^h  vertauscht. 

Lässt  sich  nun  zeigen,  dass  R  beliebig  klein  wird  für  hin- 
reichend grosse  Wertlie  von  n,  so  darf  man  R  für  unbegrenzt 
wachsende  Wertbe  von  n  vernachlässigen  und  schreiben 

(23a.)    f{x)  =f{a)  +^^  {x-~a)-\.  -^  {x  -  af 

^■f^^ix-^af^..., 

(25a.)  f{x  +  h)  =f(x)  +-f^h  -\--^U^  +'-Tr^^^'  +  •  •  " 

wo  die  Punkte  andeuten  sollen,  dass  die  Reihen  bis  in's  Unend- 
liche fortzusetzen  sind. 


§  3S. 

Die  Mac-Laurin'sche  oder  Stirling'sche  Reihe. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  88  und  88  a.) 

Die  Mac-Laurin^sche  oder  Stirli?ig^ sehe  Reihe  ist  nur  ein 
besonderer  Fall  der  Tai/lor''sche  Reihe,  den  man  erhält,  indem 
man  in  den  Gleichungen  (23.)  und  (24.)  des  vorhergehenden 
Paragraphen  a  gleich  0  setzt.    Dies  giebt 

(1.)  /(.)  =/(o) +qf . + -g°-^.= + . . .  +&S- + B, 

wobei 
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(2.) 


R=- 


z**+^     und     0^0^  +  1 


(n  +  1)\ 

ist.    Für  ti  =  0  findet  man  hieraus 
(3.)  f{x)~f{O)  =  x.f\0x). 


§  39. 

Entwickelung  der  Functionen  e^  und  «^ 
und  der  hyperbolischen  Functionen  (^o\u  und  @ut«<. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  89  bis  92.) 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Function  e'^  nach  steigenden  Po- 
tenzen V(jn  X  entwickeln. 


(1.) 


Auflösung.     Hier  ist 

f{x)  =  e^ 

f"{x)  =  0^; 


also 


ÄO)  =  1 
J\0)  =  1 


/("+')(:r)  =  c%  „      /("+i)(0:r)  =  e^^^. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  3Iac-Law'in' sehe  Eeihe 


y(.,=,-(o,+/4?.+-0?^-'  + 


i: 


2! 


+ 


/^"^0)^„ 


X»  +    Ä 


ein,  so  erhält  man 

9 

(2.)  e-  =  1  +  ^  +  ^  -f 


l! 


91' 


+  "^.-T  +  ^<- 


wobei 

(3.) 


i? 


_./(-H)(0:r)    __ 


-n-fl 


,02 


(n  +  1) !  {n  -t  1) !  " 

Bezeichnet  man  nun  den  absoluten  Betrag-  von  x  (d.  h.  den 
Werth  von  x,  abgesehen  vom  Vorzeichen)  mit  \x\,  und  bestimmt 
die  Zahl  ff  so,  dass  sie  der  Ungleichmig 
ff%\x\  <y  +  1 


genügt,  so  zerlege  man 


{n-\-  l)\ 


in  die  Factoren 
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l'i  —  V  '  ^ und    F2  — 


12         g  ^  +  1^+2        71  +  1 

Es   ist    dauu ,    wenn   man   vorläufig   voraussetzt ,   dass   x 
positiv  ist, 

«in  ächter  Bruch,  und  es  wii'd 

<  kl     — r-^  <  k. 


0  +  2  y  +  3  w+l 

Daraus  folgt 

^  X  X  X  X  ^    ,, 

-       ff+l        +2    f/  +  S        n  +  1 
(5.)  B  =  F,.F..F3,    wobei    F3  =  e&.^ 

ist.    Die  Factoreu 


jPi  =  — ,    und     F3  =  e(->^ 


sind  endliche  Grössen ,    während   man  k"+^-^  und  folglich  erst 

recht  den  Factor  Fo  beliebig  klein  machen  kann ,    indem  man 

den  Exponenten  w  +  1  —  g  hinreichend  gross  macht;    deshalb 

^vird  auch  E  beliebig  klein  für  hinreichend  grosses  n. 

3.1»+ 1 
Vertauscht  man  x  mit  — x,  so  ändert  der  Factor ,-. 

{.n  +  1)! 

höchstens  sein  Vorzeichen,  und  -F3  =  e®«  geht  über  in  e-^'f  =  —-—  •, 

bleibt  also  eine  endliche  Grösse.  Deshalb  wird  R  auch  dann 
beliebig  klein  für  hinreichend  grosses  n,  wenn  x  einen  negativen 
Werth  hat. 

Man  kann  daher  in  allen  Fällen  das  Restglied  bei  dieser 
Entwickelung  vernachlässigen ,  wenn  man  die  Reihe  bis  in's 
Unendliche  fortsetzt,  und  erhält 

/y*  /*»Ä  /y,0  /y»4 

(6-)  ^'=^+f!  +  l!  +  |-!  +  4-!  +  --™"f- 

Für  X  =  1  stimmt  diese  Gleichung  mit  Formel  Nr.  14  der 
Tabelle  überein. 

11* 
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Hieraus  findet  man  auch  sogleich  die  Entwickehmg  der 
hyperbolischen  Functionen  (Sof?^  und  Sinw  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  u.     Nach  Gleichung  (6.)  ist  nämlich 

^^•)  ^"  =  l  +  l!  +  2!  +  a^^  +  4!  +  5!  +  -'-- 


Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  u  mit  — 

w, 

so  erhält 

man 

(8.)             .-»  =  i--_+^-j_-+___  +  - 

1 

folglich  ist 

(9.)  ^^\u  =  ^{e"  +  e-")  =  1  +  ^j  +  ^-j  +  ^-j  +  . . .. 

(10.)        ^mic  =  2  (^"-  ^"")  =  1!  +  3!  +  5l  +  7!  +  •  •  •• 

Diese  Formeln  könnte   man   natürlich  auch  direct  finden, 
indem  man  für  die  Functionen 

f{x)  =  Ciofa:    und   /(.r)  =  ^mx 
die  Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  x  mit  Hülfe 
der  3Iac-Laziri?i'' sehen  Eeihe  ausführte. 

Aufgabe  2.     Man   soll   die   Function    a^'    nach    steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 
Auflösung.     Hier  ist 

f{x)  =  a^,  also  /(0)  =  ], 

f'(x)  =  anna,  ,,  /\0)  =  lna, 


(11.) 


f"(x)  =  a-(lna)-',         „  /"(O)  =  (lna)2, 


/{")(.r)  =  a-^(ln«)«,         „  /(")(0)  =  (lna)", 

/(«+»)(a;)  =  a^(lna)«+'     ,,     /("+O(0a:)  =  a0^(ln«)"+i. 
Daraus    folgt    durch    Anwendung    der    Mac-Laurm'schen 
Reihe 

(,2.)  /(.)  =  «'  =  1  +  --'-L«  +  W  ^  . . .  +  £!anj^"  +  ^, 

II  2 ;  nl 

wobei  man  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin  zeigen  kann ,  dass 
M  beliebig  klein  wii^d  füi-  hinreichend  grosse  Werthe  von  «. 
Dies  giebt 
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(13.)  a   _  1  +  — p  +  — 21—  + ^1 +  •  •  •• 

Dasselbe  Resultat  hätte  man  auch  aus  Gleichung  (6.)  in 
folgender  Weise  finden  können.    Es  sei 

y  =  a^ 
■dann  wird 

lll^  =  lii(a^)  =  ;rlnrt, 
folglich  ist 

y  —  gxlna^ 

also  nach  Gleichung  (6.),  indem  mau  x  mit  a;lna  vertauscht, 
,  ,    ,  .rln«    ,   .r-(lna)"^    ,    x^(\\\af    , 


§  40. 

Entwickelung  der  Functionen  sin^  und  cos^. 

(Yergl.  die  Formel -Tabelle  Kr.  93  und  94.) 

Aufgabe  1.    Man   soll  die   Function   sin:r   nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 
Auflösung.    Hier  ist 

f{x)  =  sin.r,  also             /(O)  =  0, 

/'(:r)  =  COSrr,  „                 /'(O)  =  1, 

f"{x)  =  -smx,  ,               f"{0)  =  0, 

/-(:r)  =  -COS:r,  „                /-(O)  =  - 1, 

/W(a:)  =  Sinrr,  ,.                ß%0)  =  0, 


(1.) 


Unter  der  Voraussetzung ,    dass  ?i  eine  ungerade  Zahl  ist, 
wird  daher 

j      ß'%x)  =  =b  cosa;,     also        /'*')(0)  ^^  d=  1, 
(2-)      I  ß»+^)(x)  =  q=  sina:,       „    ß''+%0x)  =  q=  sm(0.r). 
Dies  giebt  mit  Hülfe  der  Mac- Laurin^ sehen  Reihe 

/  ~.     \  •  *v  fcC'  »<'  1^  _-. 

<3.)  sm.r  ^  _-_+__  +  ..  .±^-  +  i2, 

wobei 


von  e^  gezeigt,  dass  mau  ^^  ^  t  ,  beliebig  klein  machen  kann, 
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(4.)  R  =  ^-^^^^^m{ßx). 

Nun  wurde  bereits  im  vorigen  Paragraphen  bei  Entwickelung- 

wenn  man  nur  n  hinreichend  gTOSS  wählt.  Ausserdem  liegt 
sin(0a:)  zwischen  —  1  und  +  1,  folglich  kann  R  vernachlässigt 
werden,  wenn  man  die  Keihe  bis  in's  Unendliche  fortsetzt.  Da- 
dm'ch  erhält  man 

,    .  .  X        cc^        x^         x^ 

(5.)  sm.  =  ^-3,  +  ^-^  +  -.... 

Heisst  das  letzte  Glied ,    welches  man  für  die  Berechnung 

X"' 

von  sino;  benutzt  hat,  ±  —.  »   und  ist   \x\  <  n  -\-  l ,  so  ist  der 

Best,  welcher  vernachlässigt  wird,  nämlich 

Ä  =  H=  '— ;  •  — —:  •  sin  (0a;), 

vom  Vorzeichen  abgesehen ,  immer  nur  ein  ßruchtheil  dieses 
letzten  Gliedes,  so  dass  man  für  die  Genauigkeit  der  Rechnung 
ein  sicheres  Mass  erhält. 

Aufgabe  2.  Man  soll  nach  dieser  Formel  sinl5025'20"  be- 
rechnen. 

Auflösung.  Die  Länge  des  Bogens ,  welcher  dem  Centri- 
\\Tiikel  von  15°25'20  in  einem  Kreise  mit  dem  Halbmesser  1 
entspricht,  ist 

,76       TT         2776.3,141592  65        ^  ^„^    ^„  ,^ 

■^  =  1^  180  •  180  = aÄ) =  «'-''^  ^^«  ^•'- 


Deshalb  wird 


-^  =  0,269  168  56,      ~  =  0,003  250  29, 

t-  —  0,000  011  77,      ^  =  0,000  000  02. 
o!  7 ! 

Die  folgenden  Glieder  haben  in  den  ersten  8  Decimalstellen- 
keine  geltenden  Ziffern  mehr.    Es  wird  daher 
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siüx  =  0,269  180  33  —  0,003  250  31, 
oder 

sml5025'20"  =  0,265  930  02. 

Aufgabe  3.     Man   soll   die  Function  cosa;  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflösung.     Hier  ist 

f(x)  =  cosrr,  also  /(O)  =4-1, 


(6.) 


f'{x)  =  —  sin:r,  .,  /'(O)  =  0, 

/-(^)  =  -COS.r,  .,  /"(0)  =  ^1, 

f"'{T)  =  sin^r,  .,  /-(O)  =  0, 

/(4)(a:)  =  cosa-,  .,  /(*>(0)= -t-  1, 


Unter   der  Voraussetzung,    dass  n   eine  gerade  Zahl   ist, 
wird  daher 

I      f^'^Xx)  =  ±  cosT,        also         P\^)  =  ±  1, 
(7.)     I  /(H+i)(a:)  =  q=  sinrr,  „      /(»+')(0.r)  =  q=  sin(04 

Dies  giebt  mit  Hülfe  der  i¥ac-La«>m'schen  Reihe 

^2  ^4  ~6  ^n 

(8.)  cosx  =  l-^  +  -^-g:,  + =t~  +  i2, 

wobei 

(9.)  i2  =  =F i  sin(0x-). 

(«  +  1)!       ^     ' 

Der  Rest  hat  hier  dieselbe  Form  wie  in  Aufgabe  1,   nur 

war  dort  n   eine  ungerade  Zahl ,    während   hier  n   eine  gerade 

Zahl  ist.     ]\Ian  findet  daher  ebenso  wie  in  Aufgabe  1,   dass  R 

beliebig  klein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  w,   und 

erhält 

/y2  ,y.4  ^.6 

(10.)  cos:r=l-^  +  ;^-- +  -.... 

Auch  hier  ist  der  vernachlässigte  Rest  nur  ein  Bruchtheil 
des  letzten  von  der  Reihe  beibehaltenen  Gliedes. 

Aufgabe  4.    Man  soll  nach  dieser  Formel  cosl5'^25'20"  be- 
rechnen. 
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Auflösung.     Da  in  diesem  Falle 

x  =  0,269  168  56 
ist,  so  findet  man 

1   =  1.000  000  00,      -,  =  0,036  225  86, 
^  =  0,000  218  72.     J '  =  0,000  000  53. 

Die  folgenden  Glieder  haben  in  den  ersten  8  Decimalstellen 
keine  geltenden  Ziffern  mehr.     Es  wird  daher 

cosa-  =  1,000  218  72  —  0,036  226  39, 
oder 

cos  15^' 25' 20"  =  0.963  992  33. 


§  41. 

Berechnung  von  Tafeln  für  die  Functionen 
sin^/'  und  cos«^ 


Es 

war 

für  alle  endlichen  Werthe 

von 

x 

(1.) 

siua;  = 

X 

V.' 

x^ 
3! 

^  5! 

x' 

;  +  - 

— 

(2,) 

cosa;  — 

1  - 

x^ 
2! 

^4! 

x^ 

+  - 

- 

Dabei  ist  x  die  Länge  des  zugehörigen  Kreisbogens,  nämlich 

-    ,  an  TT      a 

^^•^  "^=180-  2  '9Ö' 

wenn  der  entsprechende  Centriwinkel  gleich  «^  ist.  Da  man 
nun  für  den  Gebrauch  zweckmässiger  Weise  die  trigonometrischen 
Functionen  der  Winkel  in  Tafeln  zusammenstellen  wii'd,  so  wii'd 
man  den  in  Gleichung  (3.)  angegebenen  Werth  A'on  x  in  die 
Gleichungen  (1.)  und  (2.)  einsetzen.    Dadurch  erhält  man 
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■wobei  man  die  uumerisclien  Coefflcienten 


2!V2>     3II2J'    IlUJ" 


TT 

€in  für  alle  ;Mal  ausrechnen  kann,  urd  zwar  wii^d 

TT 

v3 


00  55, 


=  1,570  796  33,  "Jr(?)  =  ^'233  7 

^(^  )    =  0,645  964  10,  X^i  (  ^ )  =  0,253  669  51, 

^r{-)    =0,079  692  63,  "ßrt  .>  )  =0,020  863  48, 

TtC?)    =0,004  68175,  -jriV)  =0,000  919  26, 

91(2)    =0,000  160  44,  Y^{j)    =0,000  025  20, 

1     /ttV  1    /ttV-' 

YiJw)    =0,000  003  60,  321 W    =0,000  000  47, 

Y^f-j    =0,000  000  06,  Yli\l>)    =0,000  000  01. 

Bezeichnet  man  also  — r  mit  f.  so  wü'd 

(4a.)  sin  M^=  1,570  796  33.^    —  0,645  964  10  .  i!'^ 

+  0,079  692  63  .  i!^  —  0,004  681  75  .  f 
+  0,000  160  44  .  ^^  —  0,000  003  60  .  f^ 
+  0,000  000  06  .  ^'^ 

(5a.)  cos  a"  =  1,000  000  00        —1,233  700  55.^- 

+  0,253  669  51  .  ^*  -    0,020  863  48  .  t^ 
+  0.000  919  26  .  i^  —  0,000  025  20  .  t^'^ 
+  0,000  000  47  .  ?!»2  —  0,000  000  Ol  .  t^*. 
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Da  man  nur  die  Winkel  zu  berücksichtigen  braucht,  welche 
zwischen  0"  und  45°  liegen,  so  ist  t  immer  kleiner  als  0,5,  so 
dass  man  bei  der  Berechnung  nicht  einmal  die  angeführten 
Glieder  alle  brauchen  wii'd.  Dabei  ist  es  für  die  Genauigkeit 
des  Endresultates  von  grosser  Bedeutung,  dass  /,  /^  t^,... 
sämmtlich  ächte  Brüche  sind,  weil  deshalb  die  Fehler,  welche 
bei  den  Coefficienten  durch  Vernachlässigung  der  späteren 
Decimalstellen  entstehen,  durch  die  Multiplication  mit  t,  t^,  t^, . . . 
nicht  vergrössert  werden. 

Ist  z.  B.  «  =  18,  so  wird  ^  =  18  :  90  =  0,2,  also 
sinl80  =  0,314  159  27  —  0,005  167  71 
+  0,000  025  50  -  -  0,000  000  06 
=  0,314  184  77  -  0,005  167  77, 


oder 


oder 


sin  18*^  =  0,309  017  00. 

cos  18^  =  1,000  000  00  —  0,049  348  02 
+  0,000  405  87  —  0,000  001  84 
=  1,000  405  87  —  0,049  349  36, 

COS180  =  0.951  056  51. 


Aufgabe.    Mau  soll  eine  Tafel  herstellen,  welche  die  Sinusse ' 
und  Cosinusse  aller  Winkel  von   10'  zu  10'  bis  auf  6  Decimal- 
stellen genau  berechnet  enthält. 

Auflösung.     Bekanntlich  ist 
(6.)  sin(w  ±  ß)  =  sin«  coS|C/  dr  cos«  sin,'^, 

(7.)  cos(«  dz  ß)  —  cos«  cos/^  =F  sin«  sin;l 

Ist  dabei   ß  =  10',   so   ist    der   zugehörige   Werth   von  t 

gleich  .  r-^j  und  man  erhält  aus  Gleichung  (4  a.) 

(8.)  sin  10' =  0,002  908  88, 

wobei  man  nur  das  erste  Glied  zu  berücksichtigen  braucht,  und 

aus  Gleichung  (5a.) 

(9.)  cos  10'  =  1  —  0,000  004  23  =  0,999  995  77, 

wobei  man  ausser  der  1  wieder  nur  ein  einziges  Glied  zu  be- 
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rücksiclitigen  braucht.  Indem  man  diese  Wertlie  in  die  Glei- 
chungen (6.)  und  (7.)  einsetzt,  findet  man 

(10.)     sin(«  ±  10')  =  0,999  995  77  sin«  ±  0,002  908  88  cos«, 
(11.)     cos(«  rb  10')  =  0,999  995  77  cos«  q=  0,002  908  88  sin«. 

In  ähnlicher  AVeise  kann  man  sin(«  ±  20')  und  cos(or  ±  20' j, 
sin(«  zb  30')  und  cos(«±30')  berechnen,  wenn  sin«  und  cos« 
bekannt  sind. 

Es  genügt  also  nach  dieser  Methode,    sin«  und  cos«  füi^ 

« =  l^  2°,  30, ...  450 

unter  Anwendung  der  Gleichung  (ia.)  und  (5a.)  auszurechnen. 
Die  dazwischen  liegenden  Werthe  findet  man  dann  in  der  an- 
gedeuteten Weise  mit  Hülfe  der  Formeln  (6.)  und  (7.). 

Die  Rechnung  wurde  auf  8  Decimalstellen  ausgeführt,  da- 
mit in  den  Endresultaten  die  ersten  6  Decimalstellen  sicher 
richtig  sind. 

In  welcher  Weise  man  diese  Methode  auch  auf  den  Fall 
übertragen  kann,  wo  es  sich  um  eine  Tabelle  von  Minute  zu 
Minute  oder  von  zehn  zu  zehn  Secunden  handelt,  erkennt  man 
ohne  "Weiteres. 


§  42. 

Andere  Formen  des  Restgliedes. 

(Yergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  8(i  bis  88.) 

Dem  Restgliede  kann  man  noch  andere  Formen  geben,  die 
gleichfalls  hergeleitet  werden  mögen ,  weil  sie  für  spätere  An- 
wendungen erforderlich  sind. 

Nach  Gleichung  (25.)  in  §  37  war 

(1.)    f{x+h)  =f{x)  +-(^h  +'^^^h^+  ■ . .  +-^Ä''  +  H. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  M  den  Werth  ein,  wie 
er  dort  in  Gleichung  (26.)  angegeben  ist,  vertauscht  dann  aber 
u  mit  «  —  1,  so  erhält  man 
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(2.)    /(^  +  /,)  =/(r)  +  -^(^A  +-Q^h^  +  ■■■ 

{n  —  1);  nl 

Indem  man  beide  Seiten  der  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  von 
einander  subtraliirt,  findet  man 

nl  nl 

oder 

(3.)  -ß  =  ^  [ß"K^  +  ®^0  — /'")(a:)]/^". 

Diese  Form  des  Restes  ist  der  früheren  z.  B.  dann  vorzu- 
ziehen, wenn  man  nicht  weiss,  ob  die  (n  +  1)^''  Ableitung  von 
f{x)  in  dem  betrachteten  Intervalle  stetig  ist. 

Auch  hier  ist  &  eine  Zahl,  welche  zwischen  0  und  1  liegt; 
sie  ist  aber  selbstverständlich  verschieden  von  der  Grösse  ©, 
welche  bei  der  ersten  Form  des  Restes  auftrat.  Es  möge  dies 
dadurch  zum  Ausdruck  gebracht  werden,  dass  man  zu  den  bei- 
den Grössen  O  die  Indices  1  und  2  hinzufügt. 

Es  ist  also 

(3a.)       M  =^    ^^  l^+^llV'4-  =  ±,  [p^:,  +  Q,h)  -/(»)(a:)]/.". 
Setzt  man  in  Gleichung  (1.)  a;  gleich  a,  so  geht  sie  über  in 
fia  +  /,)  =/(„)  +  fl^h  +/>).^  +  . . .  +-q^  /,..  +  E, 
wobei  jetzt  nach  Gleichung  (3  a.) 

vnrd.    Vertauscht  man  sodann  noch  h  mit  x—  a,  so  erhält  man 
die  andere  Form  der  Tay lo?-' sehen  Reihe,  nämlich 

(4.)    .m  =f{a)  -f' ^^  (.r  -  a)  -f  ^,^  {x  -^  af  +  ■  ■  • 
wobei 
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(5.)       ii  =  lJy  ß"^[a  +  &2{x  -  a)]  ^ß"Ka)  }  (z  -  «)". 

Indem  man  endlich  in  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  a  gleich 
0  setzt,  findet  man  für  die  Mac-Laurvi'sQhe  Reihe 

(6.)/W=/(0)+'^.+-q^=  +  -+-qi°).»  +  i^ 

das  Restglied  in  der  Form 

(7.)  B  =  j^-,[ß-\0,x)-ß"\O)]x''. 

Eine  dritte  Form  des  Resfgliedes  erhält  man  in  folgender 
Weise. 

Setzt  man  in  Gleichung  (1.) 
(8.)  X  +  h  =  b,     also     h  =  b  —  X, 

so  wird 
(9.)    Ab)  =f{x)  +-^A^\^-:r)  +l'^'>.(b--xy  +  •.• 

ß^(x) 
n 
oder 

(10.)  R  =f{b)^~f{x)~^-^{b-x)--^\b~xf- 

ß'^)(x) 
n\ 

Wenn  man  hierbei  festsetzt ,  dass  h  in  der  hier  folgen- 
den Betrachtung  constant  bleibt,  so  ist  R  als  eine  Function  der 
einzigen  Veränderlichen  x  zu  behandeln,  d.  h.  man  kann  setzen 
(11.)  R  =  <p{x). 

Dies  giebt 

dx 
also 


V-i^{b-^xr-\-R, 


,     ih-xY. 
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(12.)         ^  =  ^'(-)  =  -Srr-'(^--)"- 

Wenn  nun  f{x)  mit  seinen  n  -\-l  ersten  Ableitungen  in  dem 
betracliteten  Intervalle  stetig-  ist ,  so  sind  auch  die  Functionen 
(f>{x)  und  (f'{x)  in  diesem  Intervalle  stetig-.  Kach  Formel 
Nr.  85  der  Tabelle  ist 

f{a^-h)^f{a)  =  h.f'{a^f-)h), 
also  auch,  wenn  man  /  mit  (f  und  a  mit  x  vertauscht, 

(f{x  -f  h)  —  q{x)  =  h  .  (f'{x  4  &/i), 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (8.) 
(13.)  q{b)  ~-  cf{x)  =  {b—  x)(f>'[x  +  Gib  -  x)]. 

Nun  folgt  aber  aus  Gleichung  (10.) ,  dass  E  =  0  wird  für 
X  =  b,  dass  also 

cfib)  =  0 

ist.    Ferner    folgt    aus    Gleichung   (12.) ,    indem    man    x   mit 
X  +  &{b  —  .r)  vertauscht, 

<f'[x-{-0{b  —  x)]  =  _/^"+"[^+Q(^>"^j]  ,  [^_a,_Q(3„^)]. 


./("+%+©(*— :r)] 


(1  — 0)"(3— .r)"; 


deshalb  geht  die  Gleichung  (13.)  über  in 

(14.) .,(.)  =  E  ^/'°n^  +  f(^~--)la  ^ 0)„(j „,).,, 


w 


Auch  hier  ist  &  eine  Grösse  zwischen  0  und  1  ,  die  aber 
zum  Unterschiede  von  6»,  und  &o  mit  ©3  bezeichnet  werden 
möge.    Berücksichtigt  man  noch  die  Gleichungen  (8.),  so  "wird 

(15.)  B  =  -^ ^   ,  ■[!  —  03)''Ä«+i. 

Vertauscht  man  jetzt  wieder  x  mit  a  und  h  mit  x  —  a,  so 
erhält  man  die  andere  Form  der  Tay/or'schen  Reihe,  nämlich 

(16.)  f(x)  =f\a)  +-(l'l(,:-a)  +  -f^^ix-af  +  •■■ 


+f^,.^ar  +  B. 


wobei 
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Indem  man  in  diesen  Gleichungen  (16.)  und  (17.)  a  gleich  0 
setzt,  findet  man  fiir  die  3Iac-Laurinsche  Reihe 

(18.)/(.)=/(0)+/^f.+-q°).=  +  ...+.^.»+iJ 

das  Restglied  in  der  Form 

(19.)  B  =  -^ Y^^  (1  —  03)"^:"+'. 

nl 

Benierkung'.*) 

Diese  Form  des  Restes  ist  nur  ein  besonderer  Fall  einer  viel  all- 
gemeineren Form,  die  man  auf  folgende  Weise  findet. 

Sind  f/i(a;)  und  iIj(x)  zwei  Functionen,  welche  mit  ihren  Ableitungen 
(fi'{x)  und  ^'(x)  in  dem  Intervalle  Von  a  bis  b  stetig  und  endlich  bleiben, 
und  nimmt  ^p'{x)  innerhalb  dieses  Intervalles  nur  2^ositive  "Werthe  an,  so 
bleibt  der  Quotient 

(20.)  «^  =  7^1 

in  diesem  Intervalle  gleichfalls  stetig  und  endlich,  und  die  Function  tp{x) 
nimmt  mit  x  zugleich  zu. 

Wenn  nun  x  das  Intervall  von  a  bis  b  durchläuft,  so  möge  Q(x)  für 
X  ^Xi  seinen  kleinsten  Werth  K  und  für  x  :=  xo  seinen  r/rössten  Werth  G 
erreichen.    Es  sei  also 

^21.)  Qix,)  =  '^=K,     ^(.,)  =  ^=^, 

wobei  xi  und  xo  zwischen  «  und  b  liegen.    Dies  giebt  für  g  ^  x  'S  /> 


oder 


»//'(x)  —  ip'(x)  —    ■ 


(22.)  (f'{x)  —  A>'(x)  ^  0,     q\x)  —  Gfip'(x)  S  0. 

Diese  Ausdrücke  sind  aber  bezw.  die  Ableitungen  von 

23^  I    «  = '/W  - '/<fl)  - -fi^['K^)  - 'K«)L 

\    r  =  ff  ix)  —  q{a)  -  G[iIj{x)  —  .^(a)]. 


*)  Der  Anfänger  darf  diese  Bemerkung  übergehen,  da  von  der 
darin  enthaltenen  Untersuchung  nur  selten  Gebrauch  gemacht  wer- 
den wird. 
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Da  nach  den  Ungleichungen  (22.) 

ist,  so  mnss  u   beständig  zunehmen  und   v  beständig  abnehmen,    wenn  x 

zunimmt.    Für  x  =  a  werden  u  und  v  beide  gleich  0,  folglich  ist 

0  der  kleinste  Werth  von  u,  und 

0  der  grUssfe  Werth  von  v, 

wenn  x  das  Intervall  von  a  bis  b  durchläuft;  d.  h. 

u  =  ip{x)  —  (p{a)  —  K[ip{x)  —  ^(a)]  =  0, 

f  =  (f[x)  -  f/>(a)  —  G[ip(x)  —  j//(a)]  ^  0, 

oder,  da  xp{x)  —  ip{a)  >  0  für  x  >  a, 

,, 'fix)  —  rria)  __ 

(24.)  K  <  tH 77-  ^  G- 

Bezeichnet   man    'J^ '£--)  mit  J/,    so  gehen  die  Ungleichungen 

(24.)  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (21.)  über  in 

(24a.)  ,777-^3/^ 


'/»'(^i)  ~  '    —  'Al-^a) 


r/,'(x) 


Nun    ist  aber  ^^--^  [  eine  stetige  Function,  folglich  giebt  es  nach  dem 
»//'(.<■) 

in  §  8  bewiesenen  Satze  14  zwischen  j  ^  und  X2  mindestens  einen  "Werth 

von  X,  er  heisse  'S,  für  welchen 

wird.    Da  §  zwischen  xi  und  xo  liegt,  so  liegt  es  auch  zwischen  a  und  b, 
und  man  kann  wieder 

s  =  rt  _|-  0(_6  —  a) 

setzen,  wobei  0^0^4-1  ist.    Dies  giebt 

_'f(x)-<ria)  _  rf'[a  +  Q(6-rt.)] 
^^^^•-'  '         ib{x)  —  ^p[a)         i/;'L«  +  0(i  — a)]' 

und  für  x  =  b 

f/i(6)  — v(«)  _  <f '[«  +  0(ft  —  »)] 
)/;(6)  -  rp{a)  ~  xp{a  -h  0(6  -  «)]  ' 
Setzt  man  z.  B. 

»^(x)  =  c""  —  (c  —  ar)"",     also     ^\x)  =  y.{c  --  xf  ~', 
wobei  c>-6  und  ;«  >0  sein  möge,   so  sind  die  für  xp{x)  und  V'l^)  fest- 
gestellten Bedingungen  erfüllt,  und  man  erhält  aus  Gleichung  (26.) 
<r\b')  —  (f{a)         ^  (p'[ffl+0(6  — g)] 

(c  —  af-  —  (^c  —  bf         7.[c  —a  —  0(&  —  ajY  ~^ 
oder 


(26.) 
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(27.)      'Hb)  -  'K")  =     /'"""^'~f~!Li  •  V-'^'  +  ®(^  -  ")J- 
;{[c  —  a  —  0(6  —  a}r 

Dies  gilt ,  wie  nahe  auch  c  dem  Werthe  von  b  liegen  mag ,   folglich 
erhält  man  für  lim  c  =  b 

(28.)  <Pih)  ^  'Pia)  ==      ,^S^yy.-x  ■  'P'^-"-  +  ®(^  -  '')]• 

Für   h^x'^a  gelten   ähnliche  Schlüsse.    Aus  den  Ungleichimgen 
(22.)    folgt   dann    wieder,    dass  u    beständig  zunimmt    und  v    beständig 
abnimmt,  wenn  x  zunimmt.     Da  jetzt  aber  x^^a.,  so  ist 
0  der  grösste  Weith  "^on  u  und 
0  der  kleinste  Werth  von  v, 
wenn  x  das  Intervall  von  b  bis  a  durchläuft.     Dies  giebt 
M  =  (p{x)  —  'p{a)  —  K[ip(x)  —  j//(a)]  ^  0, 
V  =  <f{x)  -  7.(a)  -  G  \xp{x)  -  ,/.(a)]  ^  0. 

Da  jetzt  x'^a,   so   ist  »/»(x)    -j^(«)<0;    deshalb   folgt   aus   diesen 
Ungleichungen  wieder 

—  (//(x)  —  .//(«)  — 
und 

<fi{b)  —  y(a)  _  y'[a  +  0(6  —  a)] 
ip{b)  —  V(«)  ""  '/''[o  +  ÖC&  —  «)] " 

Setzt  man  in  diesem  Falle 

xp(x)  =  (x  —  cj''  —  c''-,    also     j/''(a;)  =  '''■{^  —  c)''~\ 

wobei  c<6  und  x'^O  sein  möge,  so  sind  die  für  ii/(x)  und  ip'{x)  fest- 
gestellten Bedingungen  wieder  erfüllt,  und  man  erhält 

<p{b)  —  rf.{a)  ^        y'[fl  +  0(6  -  a)] 

(6  —  cf  —  (a  —  cf  y.[a  —  c  +  0(6  -  a)f-^ ' 

oder 

(6  — c)''  — (rt  — cf 

./)(6)  -  <fia)  =  -^^ j-—} -^  .   (p'[«  +  0  >  -  «)] ; 

y.[a  —  c  +  0(6  —  a)] 

für  lim  c  =  6  findet  man  also   in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (28.) 

(fib)  -  9(«)  =  "''^_^  '^'[a  +  0(6  -  «)]. 

z(l  —  0)  • 

Für  «  =  X  folgt  hieraus 
Kiepert,  Differential-Eeclmuiig.  ]^2 
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(29.)  (p{b)  -  <fix)  =  -— =-^  cf>[x  4-  0(6     -  x)], 

x(l  —  0) 

gleichviel  ob  x  <Ch  oder  h  <C.x  ist. 

Setzt  man  jetzt  wieder 
(30.)     <f{x)  =  R  =f(b)  -  fix)  --^  (b  -  :r)  -"^  (h  -  xT- ~  ■  ■  ■ 

—  -^ ^^  (6  —  a;)'S 

n ! 
so  wird 

,3,,         „w=o,  „v)-f --^5:±^(»-.)», 

(32.)    .,.■[.  +  e(J  - x)i  -  _.f<!|±i&+  e(ir^  (1  _  e,..(i  ^ ,,,, 

folglich  findet  man  aus  Gleichung  (29.) 

^33.)  iJ=/l!^-±^-Z^(l-    e)n-.^i^5_,)n+l. 

Für  X  =  1  erhält  man  hieraus  in  üebereinstimmung  mit  Gleichung 
(14.)  die  dritte  Form  des  Restes. 


§  43. 

Der  allgemeine  binomische  Lehrsatz. 

(Yergl.  die  Fonnel- Tabelle  Nr.  95—97.) 

Aufgabe.  Man  soll  (1  +  x)""  nach  steigenden  Potenzen  von 
X  entwickeln ,  gleichviel  ob  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist 
oder  nicht. 

Auflösung.    Hier  ist 

fix)  =  (1  +  xy^, 

f\x)  =  m{l  +xY-'\ 
f"{x)  =  m{m  —  1)(1  +  x)"'-^, 
(1-)     {       f"'{x)  =  m(m  —  l)(m  —  2)(1  +  x)""^, 


/(«)(:r)  =  m{m  —  1)  .  ..{m  —  n  +  1){1  +  a:)"'-". 
/("+!) (.-y)  =  m{m  --l) . . .  (m-^w+  l)(m  — w)(l  +  .r)"'  -»'-», 


also 


(la.) 
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y(o)  =  i, 

/'(0)  =  ^, 

f"{Q)  =  m{m-l\ 

f"'(0)  =  m(m  —  l)(m  ^  2), 


/  (")(o)  =  tn{m  —  1) . . .  {jn  —  w  +  1), 

/('»+»)(0.r)  =  w(m— l)...(w— /i4-l)(m— w)(l  +  0a:)"— »•-». 

Dies  giebt  mit  Hülfe  der  Mac- Laurin^ sehen  Reilie 

/^  N     .         N  m      ,   m(m — 1)   .  ,  m(m—l)(m — 2)  ., 

(2.)     (l+:r)"'  =  l+y:g+      \    ,^      x'' +     ^     ^  J]  ^ ^^^+--- 

^  1.2...n  "^^ 

wobei 

^  _  mim—l)...(m—n  +  l)(m—n){l-^0,xy"-^^-'  ^^^^, 

^'^•'*  ^-  r:2r:"^^Hn)  ' 

oder 

(4.)  R  = 

jenachdem   man   die    erste   oder   die    di'itte  Form    des   Restes 
benutzt. 


Erster  Fall.  Zunächst  möge  gezeigt  werden,  dass  R  beliebig 
klein  wird  für  binreichend  grosse  Werthe  von  ?i,  wenn 

(5.)  0^a;<+l. 

Bezeichnet  man  mit  ff  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl, 
über  deren  Grösse  nachträglich  passend  verfügt  werden  soll, 
so  kann  man  das  Restglied  nach  Gleichung  (3.)  in  drei  Haupt- 
factoren 

^^  '~  1.2...^  ' 

^    ^  'ff  +  1  ff +  2  w+1' 

12* 
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(8.)  ^3  =  a  +  0.)--'  =  ^j:^0^. 

zerlegen ,  wobei  der  Einfachheit  wegen  0  statt  ©i  ge- 
schrieben ist. 

Der  erste  Hauptfactor  Fi  enthält  ?i  gar  nicht  und  bleibt 
endlich^  wie  gi^oss  auch  g  sein  mag.  Der  dritte  Hauptfactor 
F-i  wütl  gleich  1,  wenn  von  den  beiden  Grössen  0  und  x  wenig- 
stens die  eine  gleich  0  wird;  i^3  wird  aber  sogar  beliebig  klein 
für  him^eichend  grosse  Werthe  von  w,  wenn  0  >  0  und  a:  >  0. 

Setzt  man  m  -f  1  =  ;;,  und  ist 

^  >  m  ^  —  1,     also     m  +  1  =  ^  ^  0, 
so  wii^d 


m 

m  —  g 
9  +  1"" 

<7  +  2 

= 

9  +  ^ 

l 

X  ^  X, 

m  —  n 

— X 

w  -f  1 

= 

w  +1  — 
w  -f  1 

Ä 

x'^x, 

folglich  ist 

(9.)  (—  ly-^+^F.  ^  x''-3+\ 

Da  nun  x  <c  -\-l  ist,  so  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe 
von  n  —  ^  +  1  die  Grösse  .r"-^+i  behebig  klein ,  folglich  erst 
recht  -Fo. 

Ist  dagegen 

m  <.  — 1,    also    w  -f  1  <  0, 
so  erhält  man,  indem  man  m  -f  l  =  ~p  setzt, 
m—g_g+l+p  p 


9+^ 
m  —  g  —  l 

y  +  2 

9+1 

9  +  ^  +P 
5'  +  2 

j. 
1 

+ 

9+1 

V 

^  +  2' 

m  —  n 

_n-\-  1  +p  _ 

1 

1 

P 

n  +  1  71  -\-  1  n  -{-  1 

Alle  diese  Brüche  sind  grösser  als  1,  da  /?  >  0  ist,  aber  sie 
nähern  sich  dem  Werthe  1  beliebig.    Da  a;  <  1  ist,  so  wird 
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X 

und  man  kann  es  erreichenj  wenn  man  nur  g  hinreichend  gross 
macht,  dass 

_  ^:^  =  1  +     ^      <  1 
^  +  1  ^  +  1       X 

wird,  dass  also 

--^.r^/(;<  1 

ist.    Dies  giebt  dann 

m  —  q  —  1  ^ 

X  <  k. 


m  —  g  —  2 
9  +  ^" 


X  <  ^, 


wi  —  n  , 

a:  <  k. 

w  +  1 

Deshalb  wü'd 
(10.)  (—  lY-9+^  F.  <  k"-9+\ 

also  auch  hier  wird  F^  für  hinreichend  grosse  Werthe  von 
n-- g  +  1  beliebig  klein,  da  k  ein  ächter  Bruch  ist. 

Daraus  folgt,  dass  auch 

R  =  F,.F..F^,    wenn    ü  ^  a:  <  +  1 
ist,  beliebig  klein  wird  füi'  hmreichend  grosse  Werthe  von  n. 

Zweiter  Fall.    Liegt  x  zwischen  —  1  und  0,  ist  also 

(11.)  —  l<a:^0, 

SO  wendet  man  die  dritte  Form  des  Eestgliedes  an ,  um  zu 
zeigen,  dass  R  beliebig  klein  wird.  Aus  Gleichung  (4.)  folgt 
dann,   wenn   man  der  Einfachheit  wögen  0  statt  ©3  schi^eibt 

und  a:  =  —  2  setzt, 

^^^'^  ^  = 1.2...n{l-Qzf 

-~mz(l      öz)'-^    (l-m)(.-0^)    (2-m)(.-0.) 
-       mz^l      UZ)  i.(i_0^)  2.(1-0;^) 

(n  —  m)  (z  —  0z) 
7 


wobei  '<!  —  ®^) 
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(IIa.)  0^2;  <  +  l. 

Auch  hier  zerlegt  man  R  in  drei  Hauptfactoren 
(13.)  -Fl  =  —  mz{l  —  Qzy-\ 

1  —  m    z—Oz    2 — m    z — Gz       g  —  m    z—Gz 
(14.)        F^  =  —^  '  Y^lQz  '  —2~  '  l^^Gz  J~  '  l^^Gz ' 

_  gr-j-  1 — m    z — Gz    g  +  2 — m    z — Gz 
(lo.)        ±z—      ^_^^      '  \—Gz'      g-\-2      '  1  —  Gz" 

n  —  m    z  —  Gz 

~^         1— 0z* 

Der  erste  Hauptfactor  F^  ist  eine  endliche  Grösse,  ebenso 

der  zweite  Hauptfactor  F2.    Femer  ist  nach  Ungleichung  (IIa.) 

l^G^Gz,     Q-^l  —  G^l  —  Gz, 

0^z{l—G)  =  z—Gz^  2(1  —  Gz), 

folglich  wird 

(16.)  osfE-|^S-<i. 

Ist  nun  »1^0,  so  wird 

g  +  l  —  m  g  +  2~m                  n—m 

g  +  1'-'  g  +  2      =''    ■•■      n      ='' 
also 

Da  z  ein  ächter  Bruch  ist,  so  wird  z*^^  beliebig  klein  für 
hinreichend  grosse  AVerthe  von  n  —  g,  also  erst  recht  Fi. 

Ist  dagegen  m  <  0,  also  —  m  >  0,  so  wii'd,  wenn  man  hier 
—  m=p  setzt, 


>i—g 


g  +  l  —  m 

g  +  2  —  7n 
9  +  2 

— 

1  + 
1  + 

P 

9  +  ^ 

P 

9  +  ^ 

> 

> 

1, 

n  —  m 
n 

= 

1  + 

P>1 

n 
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Diese  Brüche  sind  zwar  alle  grösser  als  1 ,  da  jo  >  0  ist, 
nähern  sich  aber  dem  Werthe  1  beliebig.  Macht  man  daher  g 
so  gross,  dass 

^  +  1  —  m  ^  ^  _^ p  1  —  0Z 


^  +  1  ■    ^  +  1        Z—&, 

oder 

6^+1  —  m     z  ■ —  Gz 


<:k. 


</  +  1  l—Oz 
ist,  so  wii'd 

g  +  2  —  m  z  —  Qz 

g  +  2  1  —  02 

n  —  m     z—  Gz 
n         \  —  Gz 

Dies  giebt 

(18.)  F^  <  >?;"-?. 

Da  k  ein  ächter  Bruch  ist,  so  wird  k''-s  beliebig  klein  für 
him-eichend  gi-osse  Werthe  von  7i  —  ^,  folglich  erst  recht  F-^. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  auch  R  beliebig  klein  wiid  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  w,  gleichviel  ob  m  positiv  oder 
negativ  ist. 

Durch  Vereinigung  des  ersten  und  des  zweiten  Falles  erhält 
man  daher  für 

(19.)  —  1  <  a:  <  +  1 

die  Entwickelung 


(20.)        (1  +  .)'"  =  1  +  (;^).  +  Q)..^  +  (-).a 


+ 


Bemerkung.*) 

Liegt  m  zwischen  —  1  und  -\-  oo,  so  lässt  sich  zeigen ,  dass  diese 
Reihe  auch  noch  für  :c  =  +  1  gilt;  liegt  m  zwischen  0  und  +  oo,  so  gilt 
sie  auch  noch  für  x  =  —  1. 


*)  BoUte  der  Inhalt  dieser  Bemerkung  für   den  Anfänger  noch  zu 
schwer  verständlich  sein,  so  darf  sie  übergangen  werden. 
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Beweis.    Ist 

—  l<w<+oo,    oder    0<?h  +  1<+oo,    x  = -{- 1, 
so  gehen  die  Gleicliungen  (6.),  (7.)  und  (8.)  über  in 

m{m  —  l)...{m  —  g-hl) 

(^^•)  ^' 1.2...^  ' 

m  —  g     m  —  g—1        m~n 

('"•^  ^'^-f+i'      g  +  2     •••mTT' 

Der  erste  Haujjtfactor  J^i  bleibt  wieder  endlich ,  der  dritte  Haupt- 
factor  wird  gleich  1  für  0  =  0  und  behebig  klein  für  0  >•  0.  Ferner 
folgt  aus  Gleichung  (7a.),  wenn  man  die  positive  Grösse  m-\-l=  i)  setzt, 

/     -.^  ,7-.       9  +  1  —  P     9  +  2  — ;j        n  +  1  —  p 

^      '         ^       ^  ö'  +  l  ^  +  2  n  +  1 

Nun   ist  nach  Foimel  Nr.  85  der  Tabelle 

/(x  +  A)=/(^)  +  /'/'(^  +  0^'), 
also  für 

/(x)  =  x^+\    /'(a:)  =  (i^  +  1>^ 
erhält  man 

(22.)  (.r  +  70^+*  =  :«^+'  +  (iJ  +  1)  Ä  (x  +  0Ä)P, 

und  für  a;  =  1 

(23.)  (1  +  hf^'  =  1  +  (^,  + 1)  h  (i  +  ehf. 

Wenn  nun  h  imd  jj  beide  positiv  sind,  so  ist 
(1  +  07O^^(1  +  Ä)^, 
und  die  Gleichung  (23.)  geht  über  in  die  Ungleichung 

(1  +  hy+'  ^  1  +  (p  + 1)  h  (1  +  hf, 

folglich  ist 

(24.)  {X  +  hfil-ph)-^!. 

Dies  giebt  für  h  = 


9  +  " 

V    jr  +  ß     J  '      g-\-a     =   ' 
oder 

Indem  man  für  «   nach  und  nach   die  Werthe  1,  2,  . .  .n  —  g 
einsetzt,  erhält  man 
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.9  +  1  —  P  ^  (g  +  1 Y 
.9  +  2  -  p 


+  2  —  p  ^  /<;  +  2\P 
5'  +  2      =  V7  +  37  ' 


n  +  1  —  i^  <c-  /"  +  1\^ 


1      =  V«  +  2^^ 


n  + 

Daraus  folgt,    wenn    man  alle   diese  Ungleichungen  mit  einander 
multiplicirt,  nach  Gleichung  (21.) 

(26.)  (-i)"-^+»i^2s(i^y' 

d.  h.  [  J^2  I  wird  beliebig  klein  für  hinreichend  gi-osse  Werthe  von  w,  also 
auch  R  selbst. 

Im  zweiten  Falle,  wo  die  Voraussetzungen 
0  <  ?7i  <  -f  oo,     a;  =  —  1 
gelten,    benutze    man    diejenige    Form   für   den    Eest   der    Tay?or'schen 
Reihe,  welche  in  §  42,  Gleichung  (33.)  gegeben  worden  ist,  nämlich 

R  ^/(-+^)r^+^y-x)]  ^^  _  ^^,._.+.^^  _  ^^.+,^ 

wobei  ■/.  eine  beliebige  positive  Zahl  ist. 

Indem  man  x  mit  0  und  h  —  x  mit  x   vertauscht,  findet  man  aus 
diesem  Ausdi-ucke  für  den  Rest  der  J/ac-iaurm 'sehen  Reihe  die  Form 

i2=/^:^±^\l-0)"-+V'+\ 


^  _  »<m  -1) . . .  (m  -  n)  (1  +  Qx)"'-"-^  ^  ^^  _  0)"-^+i  .  x''+\ 
X  .nl 


Deshalb  wird  in  dem  vorliegenden  Falle  nach  den  Gleichungen  (la. 

j?i(ot  - — 1) . . .  (m  —  n 

R  ^ 

X .  n 

Dies  giebt  füi-  x  =  —  1 
(27.)  ii  =  (-  1)"+^  Hn^-^-^h'Jrn-n)  ^^  _  ^^_,^ 

also  für  X  =  m 

(28.)  i2 1.2...« -^1  •  ^^' 

wobei  für 

m-,  (l-m)(2-m)...(ff-m) 

eine  endliche  Grösse  ist.     Dagegen  wird  unter  Anwendung  der  im  ersten 
Falle  ausgeführten  Untersuchung,  wenn  man  p  mit  m  vertauscht. 
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(1  +  1  —  >n     f/  +  2  —  m        n  —  m  ^^  /^^  +  1 Y 
(30.)  i=lj=      ^^^^^       •       ^_^2      •••       ^      =l^,^^J- 

d.  h.  J<2  wird  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  7i,   folg- 
lich auch  i2. 

Da  m  unendlich  \äele  Werthe  haben  darf,  so  sind  in  dem 
binomischen  Lehrsatze  unendlich  viele  Reihenentwickelungen  ent- 
halten. Ist  m  eine  positive ,  ganze  Zahl ,  so  geht  die  Reihe 
nicht  bis  in's  Unendliche,  sondern  sie  bricht  nach  dem  m-\-V^^ 
Gliede  ab.  ^ 

Beispiele. 

1)  m  =  — ^  1. 

(1  +  x)-^  =~^  =  l-x  + x^-- x^  +  z*  —  -\ . 

1  -\-  X 

2)m=  -f^. 

.     ,     .^      -./ ,    ,  ^        la:2       1.3a:3       1.3.5a;* 

,,    ,      ,-i  1  ,        1       ,    1.3    ,        1.3.53 

1.3.5.7    ,_ 

"'"2.4.6.8''         ■^■■■' 
Man  kann  den  allgemeinen  binomischen  Lelu'satz  auch  auf 
die  Entwickelung  von  (a  +  b)'"  anwenden. 

Ist  nämlich  \a\  >  \b\,  so  wird  -  ein  ächter  Bruch,  und 
man  erhält 

1  +-) 

^m\b      /tn\b'       /m\b^ 


r         /m\b      /m\b''       /m\b^    , 

oder 

(31.)    {a+by'^  =  a-^  +  C'%i"'''b+(''!^\a"^  '-h'-  +  (^^ 


'+ 
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Ist  dagegen  [  a  |  <  j  5  ,   so  wird  -  ein  achter  Bruch ,  imd 
man  erhält 

oder 

(32.)    {a-\-b)">  =  b'>'  +  ('''\b'"^  +  (Z\H'»  2  +  C'^j^iH" 

Der  binomische  Lehrsatz   kann  auch  benutzt  werden  zur 
Ausziehung  von  Wurzeln  mit  beliebigen  Wurzel -Exponenten. 

Beispiele. 

1)  -^130  =  (125  +  5)'  =  5(1  +  ^y^r  ^  5(1  ^  q^q^^^ ^ 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  wird  aber 
,,    ,      A       ,       X       2  x^      -2.6  x^      2.b.S  X*    , 

1 1    _1_  fr)      —   1    — L — L. —1—  ... 

^    ^    ^  ^3       36^3. 69       3.6.9  12  ' 

liier  ist  also 

(1  +  0,04)^=  1,013  333  333  3  —  0,000  177  777  8 

+  0,000  003  950  6  —  0,000  000  105  3 

+  0,000  000  003  1  ^  0,000  000  000  1 , 
oder 

(1  +  0,04)^  =  1,013  159  403  8, 


1 

^7  — 


-f  130  =  5(1  +  0,04)^  =  5,065  797  019  0. 
Wegen  Vernachlässigung  der  späteren  Decimalstellen  ist  in 
diesem  Resultate  die  letzte  Decimalstelle  um  15  Einheiten  un- 
sicher. 

2)         J/TOÖÖ  =  (1024  —  24f  =  ^fl  —  tI^V- 

Nach  dem  binomischen  Lelu-satze  ist 

^i+x)-i-\-^       5  10  "^5. 10   15       5.10.15  20"^       '■' 
,^  i_  X       4:   x^        4.9     a;3         4  . 9 .  14    a;^ 

^         ^^    ~~  5       5   10       5.  10    15       5 .  10 .  15  2Ö  ' 

folglich  wird 
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( 


1 1- Y  =  1  —  0,004  887  500  0 

128/ 

—  0,000  043  945  3 

—  0,000  000  618  0 

—  0,000  000  010  1 

—  0,000  000  000  2, 
oder 

-^lÖÖÖ  =  4  .  0,995  267  926  4  =  3,981  071  705  6. 
Die  Unsicherheit  in  der  letzten  Decimalstelle  beträgt  hier- 
bei 8. 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  folgenden  Aufgaben  gelöst: 

3)  -^220  =  (216  +  4)"^'  =  eA  +  ^Y=  6  . 1,006  135  122  799 

=  6,036  810  736  794. 
Die  Unsicherheit  in  der  letzten  Decimalstelle  beträgt  hier- 
bei 18. 

4)  -^2106  =  (2187  —  81)^  =-  3  ^1  — ^^-V, 

(1  +  rrf  =l  +  i:r  — ^0:2 

,        6-13  6.13.20  

"^7.14.21  7.14.21.28      ^  ' 


1  Vi 
:^V  =1 


1  6  6.13 


V        27^  7  .  27       7  .  14 .  27^       7  .  14  .  21  .  27^ 

=  0,994  623  032  493, 
-^2106  =  2,983  869  097  479. 
Die  Unsicherheit  in  der  letzten  Decimalstelle  beträgt  hier- 
bei 10 1-. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Zahl,  aus  der  die  «*^  Wui'zel 
gezogen  werden  soll,  der  n^^^  Potenz  einer  ganzen  Zahl  nicht 
nahe  liegt,  und  dass  deshalb  bei  der  vorliin  angegebenen  Methode 
±  X  von  dem  Werthe  1  wenig  verschieden  ist.  Daim  liefert  die 
Anwendung  des  binomischen  Lehrsatzes  nur  durch  die  Berech- 
nung von  ziemlich  vielen  Gliedern  ein  Resultat,  das  auf  mehi^ere 
Decimalstellen  genau  ist.  Soll  z.  B.  ■p^'ib  berechnet  werden, 
so  ist 
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33  =  27  <  45  <  43  =  64. 
Man  müsste  daher  entweder 


setzen,  oder 


-^45  =  -k/27  +  18  =  sfl  +  |Y 


19M 


2 

In  dem  einen  Falle  wäre  x  gleich  - »  in  dem  andern  Falle 

o 

19 
wäre  :r  gleich  —  —  •    Beide  Werthe  von  x  sind  so  gross,  dass 

man  von  der  Eeihe 

,,    ,       l-       ,    ,   ^        2  x'-    ,    2.5  x^        2.5.8   a;*    , 

(1  +  xj-^  =  1H • •  •  • 

^  ^  3        3    6        3.6    9        3.6.9  12 

recht    viele   Glieder  brauchen  würde,    um  -^45  z.  B.    auf  10 
Decimalstellen  genau  zu  berechnen. 

Viel  schneller  kommt  man  aber  zum  Ziele,  wenn  man 

-^45  =  ^-^8745  =  ^-^360 

setzt,  denn  es  wird  dann 

17 
Jetzt    ist   X   gleich  -—  ?  also  so  klem ,   dass  nur  wenige 

ö-kö 

Glieder    für   die  Berechnung   von    10   Decimalstellen    erforder- 
lich sind. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  sich  allgemein  helfen,  um 
kleine  Werthe  von  x  zu  erhalten. 


§  44. 

Der  Logarithmus. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  98  —  103.) 

Setzt  man 

f{x)  =  ]nx, 
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SO  kann  man  die  Mac-LaurinsQh.e  Eeihe  nicht  anwenden,  weil 
f{z)   und    alle  Ableitungen   davon   für   a;  =  0  unendlich   gi'oss 
werden.    Deshalb  setzt  man 

f    f{x)  =  ln(l  +  x),  also  /(O)  =  0, 
f\x)={l-^x)-\  „    /'(0)  =  +  l, 

f'\x)  =  --- 1  .  (1  +  :.)-2,  ,,  y''(o)  =  _  1, 

]f"'{x)  =  1  .  2(1  +  x)-^,  „  /-(O)  =  +  1.2, 

^^•W(*)(:r)  =  -  1  .  2  .  3(1  +  a:)-S  „  ,/'.^)(0)  =  -1.2.3, 

/(«)(^)=(__l)n-i(„_^13!(l+^)-n^   ^^  y(,0(o)=(-^l)«-i(n-l)!, 
/'"+i)(:r)  =  (— l)«w!(l+a:)-"-S 

also 

(1  a.)  ß»+'\Qx)  =  (—  l)"w !  (1  +  Oxy-K 

Durch  Anwendung  der  Jfac-iawrm'schen  Eeihe  erhält  man 
dann 

/)ß  /y^  rjpo  /y*  ^H 

(2.)     l„(l+.)  =  ^--  +  -_-  +  -...±--  +  Ä. 

Auch  hier  kann  man  zeigen ,  dass  B,  beliebig  klein  wird 
für  hinreichend  gi'osse  Werthe  von  n ,  wenn  x  zwischen  —  1 
und  +  1  liegt. 

Ist  zunächst 
(3.)  0^a;^+l, 

so  wendet  man  die  erste  Form  des  Restes  an  und  erhält 

U.  ^_/^"+')(6>.r)  _(-l)»  :r"+^ 

^  ^^  ^-     (n  +  l)\  n+1      (1  +  0a:)«+i 

^   (—1)"  /        X        \*«+i 


T  V  1  +  &r) 


n  ■\- 

Füi^  a;  =  1  wird  also 

dbl 


R  = 


{n  +  1)  (1  +  ©)"+» 
beliebig  klein,  selbst  wenn  0  gleich  0  sein  sollte,  denn  — -— - 
Tvird  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n.    Ist 


\ 
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aber  x  ein  ächter  Bruch,  so  ist 

dann  w'w^  R  erst  recht  beliebig  klein,  da  die  Factoren 

beide  beliebig  klein  werden. 

Ist 
(5.)  -    1  <  rc^O, 

so  wendet   man  wieder   die    dritte  Form   des  Restes   an   und 
erhält,  indem  man  x  mit     -  z  vertauscht, 

(6.)   R=^ \ ^(1  — 0)":r''+'  =  (— l)"(l  +  0:r)-»-l(l     -0)»;2;"+» 

z  —  02  \" 


_  z  /z  —  (^z\ 

"  ~  1  —  02  *   Vi  —  02/ 


Nun  folgt  aus  der  Ungleichung  (5.),  dass 

(7.)         1>2^0,      1^0^  02,      0^1  —  0^1  —  02, 

und  deshallj 

0  S  ~(1  —  0)  =  2  —  0-2  S  2(1  -     02) 
ist,  folglich  wird 

z 02  ^_  ,       /2 02\"^ 

v.    ^  2 ,     und     ( ^  )  ^  2" 

1  — 0z—    '  VI-    02/  — 

wird  beliebig  klein  für  hinreichend  gi'osse  Werthe  von  n.    Das- 
selbe gilt  daher  auch  für  B. 

Somit  erhält  man  für 

—  1  <  x'^-\-  1 
die  Entwickelung 

(8.)  ln(l+:r)=^-|  +  |-|-f-     •••. 

Es  ist  z.  B. 

(8a.)  In2  =  ^~  ^  4-----^  + . 

^      ^  12       3       4 
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Für  die  numerische  Berechnung  der  Logarithmen  ist  die 
Eeihe  in  Gleichung  (8.)  noch  nicht  sehr  geeignet,  weil  man  sie 
nur  füi'  die  Berechnung  der  Logarithmen  zwischen  0  und  2 
benutzen  kann,  und  weil  man  selir  viele  Glieder  der  Reihe 
braucht,  um  den  Logarithmus  auch  nur  auf  einige  Decimal- 
stellen  genau  zu  erhalten. 

Man  kann  aber  aus  dieser  Reihe  einige  andere,  für  die 
numerische  Berechnung  weit  geeignetere  Reihen  ableiten.    Setzt 

man  z.  B.  in  Gleichung  (8.)  x  —  ~  i  so  erhält  man 

°  ^    '  a 

ln(l  +  I)  =  In(^)  -  ln(«  +  y)  ~  Ina 


y_  y"-    ,    y^       y*    , 

a       2a2  "*"  3a3       4««  "T 


oder 


(9.)         ln(.  +  y)  =  ln.  +  f^-|,  +  |,-£j  +  -..., 
wenn  —  ein  ächter  Bruch  ist.    Für  y  =  l  folgt  hieraus 
(9a.)       ln(a+l)  =  lna  +  i-^  +  3L__L  +  -^.... 

Eine  noch   brauchbarere   Reihe  erhält   man   auf  folgende 
Weise.    Nach  Gleichung  (8.)  ist 

,    ,,    ,      -             X       x^       x^  X*   ,   x^ 

^^             1        23  45                  ' 


hl(l       .r)=-^      ^" 


2        3        4        5 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  von  einander  sub- 
trahirt,  findet  man 

(10.)  ln(l+.)-l„(l-.)  =  ,n(i±|)  =  2(f +  f +  f +...) 

Setzt  man  jetzt 

(11.)     x  =  - — ^,   also    l  +  .i-=-f ,   1  — a;  =  -— f— , 

2y+z  ^  2y  +  z  2y  +  z 

so  wh^d 


l-\-  X 


§  44.    Der  Logarithmus. 


193 


1—x  y 

deshalb  geht  Gleichung-  (10.)  über  in 

:;       .  z 


^Kr^)  =  ^"^^  +  "^-^"^' 


(12.)  \n{y  +  z)  =  \Yiy+2 


+ 


2y+z      3(2y+0)3  '  b{2y+zf 
Sind  y  und  z  positive  Zahlen,  so  wird  x  ein  ächter  Bruch ; 

dann  gut  also  die  durch  Gleichung  (12.)  gegebene  Entwickelung. 
Diese  Eeihe  wird   besonders    häufig  angewendet  für    den 

Fall,  wo  z  —  1  ist;  dann  wii'd  nämlich 

(12a.)  I%+.)  =  ln,+  2[^^  +  3^,  +  — 1^,+ 

Um  sich  darüber  Kechenschaft  zu  geben,  mit  welcher  Ge- 
nauigkeit man  \\\{y  +  1)  erhält,  wenn  man  die  Entwickelung  in 

Gleichung  (12a.)  bis  zu  dem  Glieds  -j^ ,^  ,^     .   ,^^^.  ,  fort- 


setzt, beachte  man,  dass 

(13.)  ln(l+.r)  =  *^-|-  +  |- 


(2w  —  1)  (22/  4-  1)^"-^ 


+  •••  + 


2w— 1 


(U.)      ln(l— a;)  = 
wird,  wobei 
(15.)       i?i  = 


x^ 


X 


2m— 1 


2n 

2n 


X 


(2w+l)(l  +  0ia;)2"+i' 
ist.    Daraus  folgt 


-ß9    = 


2w— 1        2}i 


+  i2t, 


+  i22 


{2?i-i-l){l—02xf"+'- 

(-)-(f^-(f+f-f--^ls)+-."-^- 


Da  nun 

(17.) 

ist,  so  wird 


X 

1  —  x 


1  +  ©la:  —    '       1  —  ©2^- 
^^~^^  =  2^+l[(lT0;^)       +(l=02^)       ] 

-^(r^r'j 

~  2?r+iL 


—  2«+l 


1  + 


(1 


i 1 

-  ä:)2«+»J 


Kiepert,  Differential -Eedmung. 
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(18.)    i?i       R.2^^^^_^^        (^l__a;)2"-ri      =(2w  +  l)(l— rr)2"+i 
Setzt  man  jetzt  wieder 

(19.)  a;  =  - — -— -,     also     1 — a:  =  - — ^ — , = -— . 

^      ^  2y  +  1  2y  +  1      1  —  a:       2y 

so  findet  man  aus  Ungleichung  (18.) 
(20.)  i^i  —  i22  ^  ^ 


(2».  +  1)  (2y)2"+i 


§  45. 

Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen. 

Aufgabe.  Man  soll  die  natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen 
1  bis  10  auf  8  Decimalstellen  genau  berechnen. 

Auflösung.     Um   in   dem   Resultate    eme   Genauigkeit   von 

8  Decimalstellen  zu  erzielen,   wird  es  gut  sein,    die  Rechnung 

bis  auf  10  Decimalstellen  durchzuführen. 

Zunächst  ist 
(1.)  lnl  =  0. 

Ferner  setze  man  in  der  Reihe 

.  .  ,        .^     ,        ,r    1      .       1        .       1  1 


\^'J 

iuv2f-r^;-^y-r^^2y  +  i 

^3(2//+ 1)3  '  5(2y+l)5  ' 

v  = 

1,  dann  wiixl 

ln2  =  2(^  + 

1 
3.33 

_l 

1    +...V 

0 

.35+   J 

Nun  ist 

3    =  0,333  333  333  3, 

1 

:  3    =  0,333  333  333  3, 

33   =  0,037  037  037  0, 

1 

:  3 

33  =  0,012  345  679  0, 

3°   =  0,004  115  226  3, 

1 

:  5 

.  35   =  0,000  823  045  3, 

3"   =:  0,000  457  247  4, 

1 

:  7 

3'   =  0,000  065  321  1, 

3^*   =  0,000  050  805  3, 

1 

:  9 

.39   =  0,000  005  645  0, 

3"  =  0,000  005  645  0, 

1  : 

11 

.  3"  =  0,000  000  513  2, 

313  =:  0,000  000  627  2, 

1  : 

13 

313  =  0,000  000  048  2, 

315  =  0,000  000  069  7, 

1  : 

15  . 

315  =  0,000  000  004  6, 

31^  =  0,000  000  007  7, 

1  : 

17 

31'  =  0,000  000  000  5, 

folglich  ist 
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^ln2  =  0,346  573  590  2 
imd 
(3.)  In2  =  0,693  147  180  4. 

Setzt  man  in  Gleichung  (2.)  y  =  2,  so  erhält  man 

l„3  =  In2  +  2(i +  -3^  +  ^ +  ...). 

Nun  ist 


5    =0,2, 

1:5=  0,200  000  000  0, 

53  =0,008, 

1  :  3  .  53   =  0,002  666  666  7, 

55   =  0,000  32, 

1  :  5  .  55   =  0,000  064  000  0, 

5^   =  0,000  012  8, 

1:7.5"   =  0,000  001  828  6, 

59   =  0,000  000  512, 

1  :  9  .  59   =  0,000  000  056  9, 

5^»  =  0,000  000  020  5, 

1  :  11  .  5''  =  0,000  000  001  9, 

513  =  0,000  000  000  8, 

1  :  13  .  5^3  ^  0,000  000  000  1, 

folglich  ist 

5  ^  3  .  53    '    5  .  55 

+ 

•••  =  0,202  732  554  2, 

ln2  =  0,693  147  180  4. 

Dies  giebt 
(4.)  In3  =  1,098  612  288  8. 

Ferner  wird 
(5.)  In4  =  2.  In2  =  1,386  294  360  8. 

Für  y  =  4  folgt  aus  Gleichung  (2.) 


hi5  =  ln4  +  2/^  +  — ^  +  — ^  + 
^     \9  ^  3  .  93  ^  5  .  9^ 


Nun  ist 


9  =  0,111  111  111  1, 

1 

:  9 

=  0,111111  111  1, 

9=*  =  0,001  371  742  1, 

1 

.  3 

93 

=  0,000  457  247  4, 

95  =  0,000  016  935  1, 

1 

5 

95 

=  0,000  003  387  0, 

9'  =  0,000  000  209  1, 

1 

:  7 

.  9' 

=  0,000  000  029  9, 

folgl 

99  =  0,000  000  002  6, 
ich  ist 

1 

9 

.  99 

=  0,000  000  000  3, 
13* 
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l  +  J^  +  A 

9        8  .  9'       5  .  9 


+  s-«i  +  ;r«+-=Mii57i775  7, 


K^  +  ^^  +  ^= +•■•)  =  »'^^-^  "^  ^^"' 
In  4  =  1,386  294  360  8; 
dies  giebt 
(6.)  In  5  =  1,609  437  912  2. 

Ferner  ist 

ln6  =  ln2  +  lu3  =  0,693  147  180  4  +  1,098  612  288  8, 
oder 
(7.)  In  6  =  1,791759  469  2. 

Füi'  y  =  Q  folgt  aus  Gleichung  (2.) 

In7  =  In6  +  2(i  +  ^,+  ^,+  ...). 

Nun  ist 

1  :  13   =  0,076  923  076  9,  1:13=  0,076  923  076  9, 

1  :  133  =  0,000  455  166  1,  1:3.  13^  =  0,000  151  722  0, 

1  :  135  =  0,000  002  693  3,  1:5.  13-5  ^  0,000  000  538  7, 

1  :  13^  =  0,000  000  015  9,  1:7.  13'  =  0,000  000  002  3, 
folglich  ist 

2  (ili  +  3A3-'  +  sTTP  +  •  •  •)  =  '''''  ''"'''  '' 

ln6  =  1,791  759  469  2; 
dies  giebt 

(8.)  In  7  =  1,945  910  149  0; 

bi8  =  3  .  In  2  =  3  .  0,693  147  180  4, 

also 
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(9.)        In8  =  2,079  4^1  541  2; 

ln9  =  2  .  Ins  =  2  . 1,098  612  288  8, 

also 

(10.)       In9  =  2,197  224  577  6; 

In  10  =  lii2  +  Ins  =  0,693  147  180  4  +  1,609  437  912  2, 

also 

(11.)       In  10  =  2,302  585  092  6. 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  beiden  letzten  Decimal- 
stellen  in  den  vorstehenden  Rechnungen  nicht  mehr  ganz  zu- 
verlässig sind,  und  behält  man  deshalb  nur  8  Stellen  bei,  so 
ergiebt  sich  als  Resultat  der  Rechnung  die  folgende  Tabelle: 

In  1  =  0, 

In  2=  0,693  147  18, 
hi3  =  1,098  612  29, 
ln4=  1,386  294  36, 
ln5  =  1,609  437  91, 
In  6  =  1,791  759  47, 
ln7  =  1,945  910  15, 
ln8  =  2,079  44154, 
In  9=  2,197  224  58, 
In  10=  2,302  585  09. 

AVill  man  hieraus  die  Logarithmen  mit  der  Basis  10  berechnen, 
so  hat  man  nach  den  Ausführungen  in  §  18  die  gefundenen 
Werthe  mit  dem  Modul  des  Briffffs^schen  Logarithmensystems, 
nämlich  mit 

1  1 


(12.) 


(13.)         löge  = 
zu  multipliciren. 


In  10       2,302  585  09 


=  0,434  294  48 


Bezeichnet  man  also  löge  mit  M,   so  erhält  man  für  die 
Logarithmen  mit  der  Basis  10  folgende  Tabelle: 
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(14.) 


=  J/.I112 
=  3IAu3 
=  Jf  .lii4 
=  Jf  .ln5 
=  M .  In6 
=  31 .  In7 
=  il/.lnS 
=  3f.  In9 
loglO  =  ilf.  InlO  =  1,000  000  00. 

Für  die  BerecliDuug  der  Logaritlimen  aller  übrigen  Zahlen 
mit  der  Basis  10  findet  man  aus  Gleichung  (2.)  durch  Multi- 
plication  mit  31 

_i 1 


log  2 
log  3 
log  4 
log  5 
log  6 
log  7 
logS 
log  9 


=  0,301  029  99, 
=  0,477  121  25, 
=  0,602  059  99, 
=  0,698  970  00, 
=  0,778  15125, 
=  0,845  098  04, 
=  0,903  089  98, 
=  0,954  242  51, 


(15.) 


log(y  +  l)  =  logy  +  2iT/[-^ 


+ 


3(2y  +  l)3 

Dabei  braucht  man  von  der  Reihe  höchstens  nui'  noch  die 
di'ei  ersten  Glieder,  wenn  man  auf  8  Decimalstellen  genau 
rechnen  wül.  Bei  etwas  grösseren  Zahlen  werden  sogar  schon 
die  beiden  ersten  Glieder  ausreichen.     So  ist  z.  B. 

ln53  =  ln52  +  2(ji-.  + ^3 +  ...), 
^    =0,009  528  809  5, 
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1 
3  .  1053 

folglich  ist 


=  0,000  000  287  9; 


In  53  =  In  52  +  2  .  0,009  524  097  4 
=  hi52  +  0,019  048  194  8. 
Hier  hat  schon  das  dritte  Glied  der  Reihe  in  den  ersten 
8  Decimalstellen  keine  geltende  Ziffer  mehr. 

Allerdings  darf  man  es  sich  nicht  verhehlen,  dass  die  Fehler, 
welche  man  durch  Vernachlässigung  der  späteren  Decimalstellen 
begeht,  bei  diesem  Verfahren  um  so  grösser  werden,  je  weiter 
man  es  fortsetzt.  Zu  dem  Fehler,  der  schon  bei  der  Bildung 
von  Iny  begangen  ist,  tritt  ein  neuer  Fehler  bei  der  Bildung  von 
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In(^  4-  1)  hinzu.    Ist  ferner  die  Zahl  n^  deren  Logarithmus  man 
bilden  will,  eine  zusammengesetzte,  ist  z.  B. 

n  =  ahc ...  j 
so  wird 

In;^.  —  Ina  +  In^  +  lii<^  +  •••  j 
so  dass  der  Fehler  bei  In  n  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Fehler  bei  Ina,  Inb,  Inc, ...  ist. 

Man  muss  daher  die  Logarithmen  der  Primzahlen  2,  3 
imd  5,  die  am  häufigsten  bei  der  Bildung  zusammengesetzter 
Zahlen  vorkommen,  ganz  besonders  genau  berechnen  und  kann 
das  in  folgender  Weise.    Löst  man  (Äe  Gleichungen 


(16.) 


In  (^\  =  41n2  —  ln3  —  In 5, 
ln^^^=  — 3ln2  — ln3  +  2ln5, 
In  ß~^  =  —  4ln2  +  4ln3  --ln5 


nach  In 2,  In  3,  In  5  auf,  so  erhält  man 
In 2=    yh/pV    o 


(17.) 


'\ 


5^    "KD+^Ksoy 

|ln5.ieln(^)-,12ln(|)H-.lnQ, 


ln3  = 


Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (2.),  wenn  man  für  y  die 
Werthe  15,  24  und  80  einsetzt  und  mit  20  Decimalstellen 
rechnet, 

ioj         V31       3.31^^      / 


(18.) 


In 


In 


In 


31   '  3.31^ 
=  0,064  538  521  137  571  171  70, 
1 


(''')=  2(1- 

V24/    V49 


^  3  .  493  ^ 


=  0,040  821  994  520  255  129  56, 


0= 

=  0,012  422  519  998  557  153  30 


^\161  "^  3.  1613 


■) 
....) 
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Bei  der  Berechnung  von  Inf—)  und  Inf^TJ  braucht  man 
hierbei  nur  6  Glieder  der  Entwickelung ,    bei  der  Berechnung 

(Ol  \ 
—  j  sogar  nur  4.    Dadurch  findet  man 

ln2  =  0,693  147  180  559  945  309  60, 
Ins  =  1,098  612  288  668  109  691  68, 
ln5  =  1,609  437  912  434  100  375  02, 
InlO  =  2,302  585  092  994  045  684  62. 
Es  ist  nicht  zu  verlangen,  dass  in  diesen  Resultaten  die 
beiden   letzten   Decimalstellen    noch    genau   richtig   sind;    und 
zwar  ist 

bei  ln2.  In3,  ln5,  InlO 

die  obere  Fehlergrenze  ±  48,      dr  67,      ±  112,      ±  160, 
und  der  wii^kliche  Fehler  +  18,      +  28,       +  42,       +  60; 
d.  h.  die  hier  angeführten  Werthe  von  In 2,  In 3,  In 5,  InlO  sind 
üi  den  letzten  beiden  Decimalstellen  bezw.  um  18,  28,  42,  60 
zu  gross. 

Es  ist  dem  Anfänger  sehr  zu  empfehlen,  die  hier  angedeutete 
Rechnung  wirklich  durchzuführen. 

Jetzt  ist  es  auch  möglich.  In 7   sehr  genau  auszurechnen, 
denn  es  ist 

49 

also 

2ln7  =  ln2  +  2ln5  — In^^y 

Dabei  ist  nach  Gleichung  (2.)  für  y  =  49 

^""(49)""  ^(99  "*"  3799"^  +  5T99S  +  ■■■) 
=  0,020  202  707  317  519  448  40, 
und  wenn  man  die  hier  gefundenen  "Werthe  zu  Grunde  legt, 

ln2  +  2ln5  =  3,912  023  005  429  146  059  64, 
also 

2ln7  =  3,891  820  298  110  626  611  24, 
ln7  =  1,945  910  149  055  313  305  62, 
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ein  Werth,  der  in  den  beiden  letzten  Decimalstellen  um  51  zu 
gross  ist. 


46. 

Partes  proportionales. 

Nach  den  Gleichungen  (16.)  und  (18.)  in  §  44  war 

wobei 

(2.)  JRi~Ro^      ^      /_^_^'^' 

^    ^  —2n  +  l\l—xJ 

ist.    Dies  giebt  für  w  =  1,  wenn  man  der  Kürze  wegen  B  statt 
Hl  —  i?2  schreibt, 

(«•)  '<BI)=^^  +  ^' 

wo 

(*•)  ^s|(r^J 

Setzt  man  -wieder 


2ij  +  z 
also 


2y-h2z  2y 

1  +  :?^  =  -r 1  1  —  X  =■  ■ ' — 

2y-Vz  21/ +  z 

1  -{-  X y  -\-  z  X          z 


1  —  X  y  1  —  X       2y 

SO  folgt  aus  Gleichung  (3.) 

2z 

(5-)  ^{y  +  ^)  =  Int/  +  ^7—  +  -ß, 

2y  +  z 

wobei  nach  Ungleichung  (4.) 

z^ 
(6.)  B^ 


=  12y3 
Ist  also  2/  >  10000,  s  ^  1,  so  wird 

(7.)  B.^       ^ 


12  .  10'2 
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d.  h.  R  hat  in  den  ersten  13  Decimalstellen  keine  geltende 
Ziflei'  mehr. 

Darauf  gründet  sich  bei  dem  Gehrauche  der  Logarithmen- 
tafeln die  Berechtigung  füi^  die  Interpolation  durch  die  partes 
proportionales. 

Sind  z.  B.  in  einer  solchen  Tafel  die  Logarithmen  füi'  alle 
fünfstelligen  Zahlen  angegeben,  so  kann  man  daraus  doch  noch 
den  Logarithmus  einer  siebenstelligen  Zahl  a  bis  auf  7  Decimal- 
stellen genau  finden,  wie  folgt. 

Da  es  bei  den  Bri(/ ff s' sehen  Logarithmen  nur  auf  die  Mantisse 
ankommt,  so  setze  man  das  Decimal- Komma  hinter  die  fünfte 
Ziffer,  nenne  die  Ganzen  y  und  den  übrig  bleibenden  Decimal- 
bruch  z,  dann  ist 

a  =  y  -i-  z,     wobei    y  >  10000     und    z  <  1. 

Jetzt  ist  nach  Gleichung  (3.) 

(8.)  Ina  =  \n(y  +  z)  =  Iny  +  — ^_  +  M., 

Jy  -r  ~ 

(9.)  ln(y  +  1)  =  Iny  +  ^^^  +  Er, 

wobei  man  aber  die  beiden  Beste  Hz  und  J?i  vernachlässigen 
darf,  da  beide  in  den  ersten  13  Decimalstellen  keine  geltende 
Ziffer  haben.    Setzt  man  daher 

(10.)  .^=ln(y-M)-lny  =  2^^, 

so  wird 

(11.)  lua  =  lny  +  -^^, 

oder,  wenn  man  die  Gleichung 

0  =  z.J  — 


addii't, 

(12.)  Ina  =  ]i\y  +  z.J  + 

=  ]iiij  +  z.J  + 


2y  +  i 

2z  2z 


2y  +  z       2y  +  1 

22(1  —  z) 


{2y  +  z){2i/+  1) 
Dabei  ist  aber ,  da  von  den  beiden  Factoren  z  und  1  —  z 
der  eine  kleiner  als  -^  und  der  andere  kleiner  als  1  sein  muss. 
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2z(l  —  z)               2z(l—z)  1  1 

Tx  <  r-T, <  -^T,  < 


{2y  +  z){2i/+l)  4t/2  4:f      4 .  10*^ 

Setzt  man  also 

Ina  =  Iny  -}-  z  .  J, 

so  ist  der  Fehler  so  klein,   dass  er  in  den  ersten  8  Decimal- 
stellen  keine  geltende  Ziffer  hat. 

Man  braucht  also  nur,  um  Ina  zu  erhalten,  in  den  Tafeln 
Iny  aufzuschlagen  und  den  Ausdruck 

z.J  =  z[lniy+l)-]mj] 
zu  addii'en,  welcher  unter  dem  Namen   „partes  propo7-tionales^^ 
in  den  Logarithmentafeln  an  der  Seite  angegeben  ist. 

Das  Gesagte  gilt  zunächst  für  natürliche  Logarithmen,  da 
aber  die  Briggs '&Qh^\s.  Logarithmen  aus  diesen  entstehen,  indem 
man  sie  sämmtlich  mit  M  =  logc  multiplicül,  so  gilt  es  in  ähn- 
licher Weise  auch  für  Briggs' sehe  Logarithmen  und  ebenso  für 
jedes  andere  Logarithmen -System. 

§  47. 

Methode  der  unbestimmten  Coefficienten. 

Bei  manchen  Functionen  ist  die  Bildung  der  höhereren  Ab- 
leitungen sehr  umständlich;  deshalb  wählt  man  zur  Entwicklung 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  einen  etwas  anderen  Weg. 

Nach  der  J/ac-Zyawrm'schen  Reihe  wird 
(L)      f{x)  =  A^-  A,x-^  A.y-  +  A^a^  -f  •  •  ■  +  AnX*'  +  B, 
wobei 

(2.)     ^=/(o),  ^.=^),  A,=no},... 

wird.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt  aber  durch  Differentiation 

(3.)     fix)  =  ^1  -f  2A.2X  +  SAsX^  +  •  •  •  +  7lAnX—'  +  ~  • 

Ist  also  die  Entwickelung  von  /'(x)  bekannt ,  so  findet 
man  die  Werthe  der  Coefficienten  Ai,  Ai,  A3,...  aus  Glei- 
chung (3.).  Man  muss  aber  noch  zeigen,  dass  in  der  auf  diese 
Weise  gefundenen  Entwickelung  der  Rest  B  beliebig  klein  wird 
füi'  hinreichend  grosse  Werthe  von  n.  Deshalb  soll  der  folgende 
Satz  bewiesen  werden: 
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Ist  für  hinreichend  grosse    Werihe  von   n   die    Grösse  -j- 
beliebig  klein,  so  gilt  dasselbe  auch  von  R. 

Beweis.    Ist  e  eine   beliebig  kleine  Zahl,  so  gilt  für  hin- 
reichend gi'osse  Werthe  von  n  die  Voraussetzung 

,   ,  dR 

(4.)  -^<liZ<+^^ 


also 


dx 


dR  n     ^^    , 


oder 

deshalb  nimmt  R -\- ex  mit  x  beständig  zu,  wähi'end  R  —  ex 

beständig  abnimmt,  so  lange  x  zunimmt.    Für  x  =  0  sind  aber 

beide  Functionen  gleich  0,  folglich  ist  für  positive  Werthe  von  x 

(5.)  R  +  ex  >  0     und     R  —  ex<0, 

oder 

(5a.)  —  ex  <::  R  <  -\-  ex. 

Für  negative  Werthe  von  x  findet  man  ebenso 
(6.)  -\-  ex  <c  R  <  —  ex. 

In  beiden  FäUen  wird  R  beliebig  klein,  denn  e  ist  beliebig 

klem. 

dR 
Dabei  ist   zu   beachten,    dass  -y^   das   Restglied    in    der 

Entwickelung  von  f'{x)  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ist. 
Man  kann  daher  dem  eben  bewieseneu  Satze  auch  die  Fassung 
geben : 

Lässt  sich  f'{x)  nach  steigenden  Potenzen  von  x  entwickeln, 
so  gilt  dasselbe  auch  von  f{x). 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  findet  man  z.  B.  sehr  leicht  die 
Entwickelung  von 

f{x)  =  \r{1  +  x)  =  A+  A,x  +  AiX^  +  Asx^  -\ f-  AnX""  +  R, 

denn  es  wird  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  für 
—  1  <a;<  +  1 
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1  J~D 

(7.)       fix)  =  — ^  =  l—X-\-X^  —  X^  -f  ...  -J-  (_  l)«-l;rn-l  +  "i*  , 

1-^x  dx 

folglich  ist 

^  =/(0)  =  lnl  =  0,     ^1=1,     2^2  =  — 1,     3^3=+!,... 
und  deshalb  in  Uebereinstimniung'  mit  Formel  Nr.  98  der  Tabelle 

r)f  o**  /po  'y*^ 

(8.)  l„(i+,)^|_|  +  |_|  +  _.... 

Wenn  —  1  <  a;  <  + 1   ist ,  so  wird  dabei  R  beliebig  klein, 

fJTi 

weil  das  Restglied  -j-  in  der  Entwickelung  von  fix)  beliebig 
klein  ist. 


§  48. 

Entwickelung  der  Function  arctga  nach  steigenden 
Potenzen  von  x. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  104.) 

Aufgabe.    Man  soll   die  Function  arctga;  nach   steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflösung.    Hier  ist 

(1.)    fix)  =  arctga  =  A-\-Aix-i-  A.^x^  +  A^x^  -\ \-  AnX^'+M, 

(2.)    f'{x)  =  -^,  =  ^1  +  2^2^?^  +  3^32:2  -f  •  •  •  +  nAnX^-'  +  ~  • 
1  -jr  X-  ax 

Nun  wird  aber  nach  dem  binomischen  Lehrsatze,   wenn  x 
ein  ächter  Bruch  ist, 

(^•)     r^b^  =  (^  +  ^')"'  =  i—x'  +  x*—x^  +  — , 

folglich  ist 

A  =f{0)  =  arctgO  =  0, 

A,  =  l,     ^2  =  0,     8^3  =  — 1,     4^4  =  0,     5^5=  +  !,... 
und  deshalb 

(         ,  X        x^   ,   x^       x"^ 

(4.)  )arctg.=r"3+5"y  +  — •• 


\ 


fiir  —  1  <  a;  <  +  1. 
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R  wird  dabei  beliebig-  klein  für  hinreichend  gi'osse  Werthe 
n,  weil  das 
beliebig  klein  ist. 


r1 7? 

von  n,  weil  das  Kestg-lied  -j-  in  der  Entwickelung-  von  f'{x) 


§  i9. 

Berechnung  der  Zahl  n 
durch  Anwendung  der  Entwickelung  von  arctgcc. 

(Yergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  105  bis  107.) 

Die  Entwickelung  von  arctga;  nach  Potenzen  von  x  ist 
sicher  richtig ,  so  lange  x  z-^^ischen  —  1  und  -f  1  liegt.  Es 
lässt  sich  aber  auch  beweisen,  dass  sie  noch  füi-  a:  =  ±  1  richtig 
bleibt.*)  Wenn  dies  der  Fall  ist.  so  findet  man  daraus  unmittel- 

TT  /  Tt\ 

bar  den  Werth  von  -  ?  weil  tg  f  -  j   gleich   1    ist.     Denn  die 
Eeihe  giebt  für  z  =  1 

Diese  Eeihe  heisst  die  ^^Reihe  von  Leibniz'-'. 
Aus  Gleichung  (1.)  folgt  weiter 

oder 


und 


oder 


4  VS       5/       V7        9/       Vll       18/ 


*)  Der  Beweis  kann  an  dieser  Stelle  übergangen  werden,  weil  die 
Folgerungen  des  Satzes  hier  nur  geschichtliches  Interesse  haben.  In 
den  Beispielen  auf  Seite  240  und  241  (§  53)  wird  der  Beweis  nachgeholt. 
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Berücksichtigt  man  in  Gleichung  (2.)  die  ersten  n  Glieder 
und  ebenso  in  Gleichung  (3.),  so  findet  man  zwei  Zahlen,  zwischen 

denen  ~  liegt.    Man  erkennt  aber  auch,    dass  die  Rechnung 

sehr  langwierig  w^erden  würde,    wenn  man  nach  einer   dieser 

Reihen  den  Werth  von  —  auch  nur  auf  6  Decimalstellen  genau 

berechnen  wollte.  Man  kann  aber  aus  den  Gleichungen  (2.)  und 
(3.)  noch  andere  Reihen  ableiten,  die  zur  Berechnung  von  n 
geeigneter  sind.    Durch  Addition  der  Gleichungen 

^      ^  4  VI. 3^5. 7^9.  11^      / 

und 

^      '  4  V3.5  ^  7.9  ^11  .13^      ) 

erhält  man  nämlich 

^       .    ,  ^/    1  1.1 


TT  /     1  1 


5.7        7.9 
1 
9.11        11.13 


+   1  _-.^  + 


also 


<*•)    f=i  +  ^-<TTk5  + 577:^  +  9-11713  + 


oder 

(5.)     ^=l  +  A___2.4('-^— +  — 1-4. L_4....V 

^    '      2  ^1.3  V3. 5. 7^7. 9. 11^11. 13. 15^      ) 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  findet  man 
in  ähnlicher  Weise 

2  /      1  1 

^  =  2  +  ^„  +  2.4(^-^ 


1.3'  \1.3.5       3.5.7 

l 1 

5.7.9       7.9.11 
also 


+  ^^r-.-.r^;-^  +  --) 
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(6.)     .  =  2  +  j^3  +  2.4.6(^-3i^  +  ^-^ig-^  +  ...) 
oder 

_2.4.6r^ + ^ +  ...V 

V3.  5.  7.  9  ^7.  9. 11.  13^      / 

lu  dieser  Weise  kann  man  fortfahren ,  wobei  man  immer 
stärker  convergirende  Reihen  erhält. 

Noch  sclmeller  füliren  die  folgenden  Methoden  zum  Ziele. 
Setzt  man 

(8.)  tgw  =  -  >    oder    w  =  arctg(-)? 

2  \2/ 

(9.)  tgü  =  ~  5       „       ü  =  arctg  (^  5 

dann  wird 

(10.)      tg(z.  +  .)^   tg..  +  tgj^^    2       3     ^5^ 
^      '       ÖV    -r    ;       i  —  tgMtgü  1^    1       5 

2  *  3 
oder 

(11.)  u  -{■  c  =  arctg  1  =  -  • 

Dies  giebt 
(12.)  |  =  arctg(^)  + arctg  Q, 

oder 

oder 

(-)^(^+D-aHi.+i)H-K^+i^)-+- 

Diese  Eeihe  heisst  die  „Reihe  von  Euler".  Sie  ist  zur  Be- 
rechnung von  7t  schon  weit  geeigneter  als  die  Reihe  von  Leibniz. 

Machin  hat  eine  Reihe  zur  Berechnung  von  n  aufgestellt, 
welche  fiir  die  numerische  Berechnung  noch  zweckmässiger  ist. 
Er  setzte  zunächst 
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(15.)  tg-w  =  ^  5      also     ti  —  arctg-f  -  j  • 

Hieraus  folgt 

25 


(17.)  Xg{^u)  -  YZTt^ip^)  -  —-^  -  119 

144 
Es  ist  demnach 

tg(4M)  >  1 ,     also     4w  >  —  • 

Der  unterschied  zwischen  4^<  und   —   ist    offenbar    sehr 

4 

klein;  bezeichnet  man  ihn  mit  v,  so  wird 

Tt  TT 

(18.)  ^u  =  —  -{-  V,     oder    4m  —  «  =  — 

4  4 

und 

(19.)  o  =   4:U~'^' 

Deshalb  erhält  man 

tg(4e.)-tg(j) 


tgv  =  tg(iu  —  ^^  = 


l  +  tg(4e.)tg-(|) 

oder 

120 

/o^^                            .119  1 

(20.)  tsav  = =  —  • 

^      ^  '^  120  239 

"^  119' 

Dies  giebt 

(21.)  ''  =  -«t<2l,)' 

und  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (15.) 

Kiepert,  Differential  -  Eechnung.  14 
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(22.)       ^  =  ^u  —  v  =  4arctg(^-)  — arctg(^-^g^, 
oder 

(23.)   4=4(^5— §7^  +  ^755      +'-7      (,239"" 372393'^         / 

AVill  man  also  den  Werth  von  n  bis  auf  8  Decimalstellen 
genau  berechnen,  so  findet  man 

1:5  =  0,200  000  000  0,    —  1  :  3  .   5^  =       0,002  666  666  7, 
1  :  5  .  55  =  0,000  064  000  0,   —1:7   .   5'  =  —  0,000  001  828  6, 
1  :  9  .  59  =  0,000  000  056  9,   —1:11.  5'^  =  —  0,000  000  001  9, 
1  :  13.513=  0,000  000  0001, 
also 

aiYctg{'_\  =  0,200  064  057  0  —  0,002  668  497  2 

=  0,197  395  559  8. 

Ferner  ist 

1  :  239  =  +  0,004  184  100  4 

—  1:3.  2393  =  —  0,000  000  024  4, 
also 

arctgf—^  =  0^00^  18^  0^6  0- 
\239/ 

Daraus  folgt 

^=4arctg([)-arctg(.^) 

=  0,789  582  239  2  —  0,004  184  076  0,  • 
oder 

~  =  0,785  398  163  2, 
4 

TT  =  3,141  592  652  8. 

Hierbei  sind  die  beiden  letzten  Decimalstellen  nicht  mehr 

sicher,  weil  schon  bei  Berechnung  von  arctgf-j  dui^ch  Ver- 
nachlässigung der  folgenden  Decimalstellen  ein  kleiner  Fehler 
begangen  ist,  der  in  der  lO*^"^  Decimalstelle  kleiner  als  2^  ist. 
Dieser  kleine  Fehler  wird  aber  bei  der  Bildung  von  tt  mit  16 
multiplicirt,  weil 
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ist.     Dazu  tritt  noch  ein  Fehler,  der  A^on  4arctgr—-j  herrührt 

und  der  in   der    letzten  Decimalstelle  kleiner  ist  als   4.     Der 
Gesammtfehler  ist  also  kleiner  als 

44 

lÖ^' 
Durch  eine  Rechnung  auf  mehr,  z.  B.  auf  20  Decimalstellen 
findet  man  dies  bestätigt;  es  wird  dann  nämlich 
n  =  3,141  592  653  589  793  238  46. 
Daraus  erhält  man  ohne  Weiteres  noch  die  folgenden  Zahlen, 
welche  in  der  Vermessungskunde  häufig  angewendet  werden: 

arcl»  =  T^  =  0,017  453  292  519  943, 
180 

1  SO 
0«  =  —  =  57,295  779  513  1 ; 

TT 

arcl'  =--^-—  =  0,000  290  888  208  666, 
180 .  60    '  ' 

^  180  .  60  ^  ^  437  746  770  734  9 ; 

^  TT 

arcl"  =  ^qqIq   QQ  =  0,000  004  848  136  811, 
p"  =  ^^^'^^'^^  =  206  264,806  247  096  4. 


§  50. 

Entwickelung  der  Function  arcsino?  nach  steigenden 
Potenzen  von  x. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  108.) 

Aufgabe.    Man  soll  die  Function  arcsina:  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflösung.    Setzt  man  liier 
(1.)    f{x)  =  arcsina;  =  -4  +  Aix  +  A2X^  +  •••  +  AnX*'  +  R, 
so  wird  nach  dem  allgemeinen  binomischen  Lehrsatze 

14* 
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(2.)     /'(^)  =  -^=^  =  (l-^2)-^ 

yi  —  x^ 

dB 

=  ^1  +  2^93:  H 1-  nAnX''-^  +  -3- 

dx 

.     ,    1    o    ,    1  •  3   ^    ,    1  .  3 .  5   „   , 

Wenn  x^  kleiner  ist  als  1,  so  wird  -7—  beliebig  klein  für 

him-eichend  grosse  Werthe  von  w,  folglich  gilt  auch  dasselbe  für 
B,.    Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  findet  man  daher 

A   =f{0)  =  arcsinO  =  0, 

Ai  =  1,     2A2  =  0,     3^3  =  ^  ?     4^4  =  0,     5^5  =  .^~  '  •  •  • ' 

i^  2.4 

folglich  ist 

,_  s  .  a;        1  .r^       1  .  3  .r^   ,1  .  3  .  5  .r'    , 

(3.)      arcsm.  =  j  +  --  +  2--j^  +  ^-^-  +  ... 

für  —  1  <  rr  <  +  1. 

Auch  diese  Eeihe  kann  man  zur  Berechnung  von  n  benutzen. 
Es  ist  nämlich 


sin 


(1)4 


folglich  "WTi'd 


6       2       2     3.2^ 


> 

also 

TT 

"6 

= 

=  aresin 

a: 

)• 

1 

2. 

.3_     1 
,4'  5.2^ 

+ 

1  , 

2. 

.3, 
,4, 

.5 

.6* 

7 

1 

72' 

+ 

VI.  Abschnitt. 
Convergeiiz  der  Reihen. 

§  51. 

Erklärungen  und  vorbereitende  Beispiele. 

Ist 

(1.)  Um  =f{m) 

eine  gegebene  Function  der  positiven  ganzen  Zahl  m,  so  bilden 

die  einzelnen  Fimctionswerthe 

/(O),    /(l),    /(2),.../(.^-l), 
oder 

eine  endlic/ie  Reihe,  welche  aus  w  Gliedern  besteht,  und  deren 
Summe  mit  Sn  bezeichnet  werden  möge.    Es  sei  also 

(2.)  Sn  =  Uq-\-  Hl   +   «2  -! +  W„_,  . 

Wächst  die   positive  ganze  Zahl  n  in's  Unbegrenzte,    so 
wii'd  aus  der  endlichen  Reihe  eine  unendliche  Reihe.    Dabei  kann 
es  vorkommen,  dass  sich  Sn  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  einer 
bestimmten,  endlichen  Grenze  S  nähert,  dass  also 
(3.)  lim  Sn  =  S 

ll:=CCi 

wird.  In  diesem  Falle  heisst  die  unendliche  Reihe  (oder  kürzer : 
die  Reihe)  „cotioergent^'-. 

Dies  giebt  die 

Erklärung.  Eine  Reihe  heisst  ,,co7ive7yent" ,  icenn  S„,  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder,  sich  mit  unhegrenzt  icachsendem  n 


214  §  51.    Erklärungen  und  vorbereitende  Beispiele. 

einer  bestimmten,  endlichen  Grenze  S  nähert,  welche  die  ,^Summe 
der   Reihe"  genannt  xoird. 

Der  Unterscliied  zwischen  dieser  Grenze  .S'  und  der  Grösse 
Sn  wird  mit  ün  bezeichnet  und  der  „Rest^'  der  Reihe  genannt. 
Es  ist  also 
(4.)  Rn  =  S —  Sn,    oder     S  =  S,,  +  Rn- 

Satz  1.  Ist  die  Reihe  concergent,  so  wird  also  der  Rest  Rn 
beliebig  klein,  we7in  man  n  hinreichend  gross  macht. 

Davon  gilt  auch  die  Umkehrung ,  me  in  Satz  5  gezeigt 
werden  soll. 

Wird  Sn  mit  »  zugleich  unendlich  gross,  so  heisst  die  Reihe 
„divergent^'';  W'd  der  Werth  von  Sn  mit  wachsendem  n  un- 
bestimmt, so  sagt  man,  „die  Reihe  oscilUri^^. 

Dabei  möge  für  die  zunächst  folgenden  Untersuchungen 
die  Voraussetzung  gemacht  werden ,  dass  die  Reihenfolge  der 
Glieder  in  keiner  Weise  geändert  werden  soll. 

Zahkeiche  Beispiele  für  solche  unendliche  Reihen  liefert  der 
vorhergehende  Abschnitt,  in  welchem  die  Tö^/or'sche  und  die 
2Iac  -  Laurin'sche  Reihe  behandelt  worden  sind.  Dort  wurde 
auch  bereits  die  Convergenz  der  gebildeten  Reihen  dadurch  ge- 
prüft, dass  man  untersuchte,  ob  der  Rest  Rn  für  hinreichend 
grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein  wird.  Ist  dies  der  Fall,  so 
war  die  Reihe  in  der  That  concergent ,  denn  der  Unterschied 
zwischen  der  Function  f{x  +  h)  und  aS'„  wurde  beliebig  klein, 
d.  h.  Sn  näherte  sich  der  bestimmten,  endlichen  Grenze  f{x -\- h) 
beliebig.    So  nähert  sich  z.  B.  für  —  1  <  a;  ^  +  1 


X        x^    .    X"^        X 


(5.)  ..„  =  ___  +  ___  +  „...-_ 

dem  Grenzwerthe 

(6.)  S  =  ]n{l  +  x) 

beliebig,  wenn  n  in's  Unbegrenzte  wächst;  demi  es  wird 

Rn  ^^^  'J  Sn 

beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  fi. 

Ein  anderes  Beispiel  liefern  die  geometrischen  Progressionen 

Ail  —  p") 


(7.)      Sn  =  A-\-Aj^-i-Ap'-  +  ----^  Af'  = 


\-p 
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wenn  p  ein  achter  Bruch  ist,  denn  dann  wird  sich  nach  Formel 
Nr,  IIa  der  Tabelle  aS'„  der  Grenze 

(8.)  '^  =  T^ 

^    ^  1  —  p 

nähern,  wenn  n  unbegrenzt  wächst. 
Auch  hier  wird  die  Differenz 

Jtln  —  *J  —  *J;i  —  :; 

l~p 

beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 

Soll  sich  Sn  mit  wachsendem  n  einer  bestimmten,  endlichen 
Grenze  6' nähern,  so  müssen  die  Grössen  S — aS'„,  aS — Sn^\.  und 
deshalb  auch 

(*S' Sn)  --  {S *S'„-|-i)  :=  Ärt-l-i  Sn^=-  tln 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  behebig  klein  wgi^den; 
dies  giebt 

Satz  2.  Die  Glieder  einet'  convergenten  Heihe  müssen  vo?i 
einer  bestimmten  Stelle  ah  immer  kleiner  und  schliesslich  unend- 
lich klein  xcerde7i. 

Damit  ist  nicht  gesagt,  dass  w„+i  stets  kleiner  als  w»  sein 
muss;  es  ist  vielmelu'  sehr  wohl  denkbar,  dass  ab  und  zu  auch 
grössere  Glieder  auf  kleinere  folgen;  wenn  aber  n  in's  Unbegrenzte 
wächst,  so  muss  Un  verschAvindend  klein  werden,  es  muss  also 
(9.)  limw„  =  0 

sein. 

Diese  Bedingung  ist  eine  nothic endig e ,  aber  durchaus  noch 
keine  hinreichende;  d.  h.  die  Reihe  kann  sehr  wohl  divergiren 
oder  oscilliren,  obwohl  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  wie  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen  soll. 

In  der  sogenannten  ^^harmonischen''''  Reihe 

werden  die  Glieder  immer  kleiner  und  schliesslich  unendlich 
klein;  trotzdem  kann  man  zeigen,  dass  Sn  beliebig  gross  wird, 
wenn  man  nur  n  him-eichend  gross  macht,  dass  also  die  Reihe 
divergent  ist. 
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Man  setze  zu  diesem  Zwecke 

w  =  2  +  2  +  4  +  8H h  2'"-^  =  2"', 

dann  wird 

\  2'"      ^ ' '  "■"  9»iy  ' 


oder 


oder 


^\>l+2  +^  +  ^  +  '--  +  ^=  1  +  1 


Da  man  jetzt  m  beliebig  gross  machen  kann,  so  wiixl  aucli 
Sn  beliebig  gross,  d.  li.  die  Reihe 

ist  divergent. 

Soll  sich  Sn  mit  wachsendem  ?i  einer  bestimmten,  endlichen 
Grenze  -S"  nähern,  so  müssen  die  Grössen 

und  deshalb  auch  {S — S^)  —  ('S*  —  Sr,,+p),  oder 

(10.)  Sm+p  —  Sm  =  U,„  +  «m+1   +  ^,«4-2  -f   *  "  •  +  «„j-fp-i 

für  liinreichend  gTOsse  Werthe  von  ?)i  beliebig  klein   werden, 
wie  gross  die  ganze  Zahl  p  auch  sein  mag.    Dies  giebt 

Satz  3.     Ist  die  Heilie  convergent,  so  kann  man  m  so  gross 
machen,  dass  die  Sum?ne  to?i  p  auf  einander  folgenden  Gliedern 

Um  +   W;n-t-l   +   W»i  +  2  +   '  "  '  +   M;n+jJ— 1 

heliehig   klein  wird ,    wie   gross  man    die  Zahl  p  auch   nehmen 
mag. 

Setzt  man  m  -\-  p  gleich  w,  so  geht  Gleichung  (10.)  über  in 

(10a.)  Sn Sm=^  Um  +  W,«+l  +  ?^m+2  +  '  '  '  +  W„_i  . 
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Lässt  man  jetzt  p  iu's  Unbegrenzte  wachsen,  so  wäclist 
auch  n  in's  Unbegrenzte,  imd  es  wii'd 

lim  Sn  =  S. 

Deshalb  geht  Gleichung  (10a.)  über  in 
(11.)        S~  S„,  =  R,„  =  lim  [Um  +  w,„+,  H 1-  w„-i) . 

«=oo 

Für  unendlich  grosse  Werthe  von  p  findet  man  somit  aus 
Satz  3  wiederum  als  besonderen  Fall  Satz  1. 

Die  in  Satz  3  fiü'  die  Convergenz  der  Reihe  angegebene 
Bedingmig  ist  nothwendig;  sie  ist  aber  auch  hinreichend,  denn 
von  Satz  3  gilt  auch  die  Umkehrung: 

Satz  4.  Ist  cofi  den  Gliedern  Uq.  Wj  ,  u<i^ . .  .Um~\.  keines 
unendlicJi  gross ,  und  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe 
von  m 

(12.)  S,n-\-p  -—  Sm  =  U,n   +   W,„^l   -|"  ^„,^2   +   '  "  '  +  W„,^p_l 

beliebig  klein ,    tcie  gross   man  p  auch   nehmen  mag ,    so   ist  die 
Reihe  convergent. 

Beweis.  Weil  u^.  wi,  U2,...u,„-i  endliche  Grössen  sind,  so 
bleibt  auch  ihre  Summe  S,,,  sicher  eine  endliche  Grösse ,  so 
lange  m  nicht  unendlich  gross  wird.  Nach  Voraussetzung  kann 
man  jetzt  S^+p  —  S„,  beliebig  klein  machen,  d.  h.  es  wird 

oder 

(13.)  Sm  £  <   S„,-\-p  <C    Sm   -\-   S, 

wobei  e  eine  gegebene,  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Setzt  man 
wieder  m  -j-  p  gleich  fi,  so  erkennt  man  hieraus,  dass  die  Eeihe 
nicht  divergent  sein  kann,  weil  Sn,  wie  gross  auch  p  und  m-\-p 
gleich  n  werden  mögen,  stets  zwischen  den  endlichen  Grössen 
Sm  e  und  *S'„,  +  e  liegt.  Die  Eeihe  kann  aber  auch  nicht 
oscilliren,  weil  man  die  Grösse  s  und  deshalb  auch  das  Inter- 
vall S,n  —  €  bis  Sm  +  s,  in  welchem  aS'„  liegt,  beliebig  klein 
machen  kann ,  wenn  man  m  hinreichend  gross  macht.  Die 
Eeihe  muss  vielmehr  concergiren,  und  zwar  liegt  ihre  Summe 
'S"  dem  Werthe  S.»  beliebio:  nahe. 
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Lässt  man  p  unendlich  gross  werden,  so  geht  Gleichung 
(12.)  über  in 

(12a.)  lim  Sn—  Sm  =  Bm  =  lim  (w,„  +  w,„+i  +  ti„,+>z  + 1-  m„_i). 

Aus  Satz  4  ergiebt  sich  daher 

Satz  5.  Ist  von  den  Gliedern  Wq ,  Mi ,  n-2,  •■•  m„,^-i  deines 
unendlich  gross,  und  ivird  der  Rest  ß,„  för  hinreichend  grosse 
Werthe  von  m  beliebig  klein,  so  ist  die  Reihe  convergent. 

Satz  6.  Fasst  man  die  aufeinander  folgenden  Glieder  einer 
convergenten  Reihe  mit  der  Summe  S  in  Gruppen  zusammen,  in- 
dem man 

«0     +  Wl  +   •  •  •  +  W;«i-1  =  fo, 

^m^  +   y'm^-\-\   +   •  ■  ■   4-   M,„^.    1   =   f  1  , 


setzt,  SO  ist  auch  die  Reihe  f o  +  «'i  +  ^2  +  •  ■  •  convergent,  und 
ihre  Summe  ist  ebenfalls  S. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  nähert  sich 

Sn  =  Uq  +  Zli   -{-  U2  +  ■■■  -\-  Un-\. 

mit  wachsendem  n  der  bestimmten  endlichen  Grenze  S.  Setzt 
man  jetzt  mq  =  n,  so  erkennt  man  unmittelbar ,  dass  sich  mit 
wachsendem  q  auch  die  Summe 

«-"O  +  Vi   +   V.2+   ■■■   +   Vq     i 
=  UO  +   Ui  +  U.2  +  •  •  •  +   U„,^     1  =  Uo  +  Ui   +  Uo  + 1-  W«_l 

derselben  endlichen  Grenze  S  nähert. 
Satz  7.     Setzt  man  loieder 

Uo      +  «1  +  •••  +  iimi-l  =  i-'o, 

"mi    +  Um^-rl  +   •  '  "  +  U,„,,^i  =  üi  , 
Um,,  +  ^,„^4-1  +   •  •  •  +  Mma-l  =  ^'"2  , 


und  ist  die  Reihe  «^0  +  ^1  +  ^"2  +  •••  divergent,  so  ist  die  Reihe 
Mo  +  Wi  +  2^2  +  •  •  •  ebenfalls  divergent. 
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Beweis.     Nach  Voraussetzung-  wM 

fo    +    '^l    +    ■  •  •    +    i^Q-l 

mit  wachsendem  q  beliebig  gross,  folglich  auch 

Wo  +   2^1  +   "2  +   •  •  •  +  Wn-1  , 

wenn  man  wieder  ti  gleich  m,  setzt. 

Von  diesem  Satze  ist  bereits  bei  Untersuchung  der  harmo- 
nischen Reihe  Gebrauch  gemacht. 

In  der  Reihe 

a  —  a  -\-  a  -—  a  -\ •  •  • 

wird  Sn  zwar  nicht  unendlich  gross,   aber  Sn  nähert  sich  mit 
wachsendem    n    keiner    bestimmten   Grenze ,    denn    für    gerade 
Werthe  von  ^^  wird  Sn  gleich  Null  und  für  uncjerade  Werthe 
von  n  wird  Sn  gleich  a.    Deshalb  oscüUri  diese  Reihe. 
Die  Reihe 

(14.)  S=l  +  \  +  \+^^+l^+... 

ist  eine  geometrische  Progression  und  convergüt,  weü  in  diesem 
Falle 

(15.)  ;^  =  1  <  r 

ist.    Ihre  Summe  ist  daher  nach  Gleichung  (5.) 

Indem  man  zu  den  einzelnen  Gliedern  dieser  Reihe  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  oscilUrenden  Reihe 

1  —  1  +  1  — 1  +  1 1 

addirt,  erhält  man  eine  dritte  Reihe 

2       2       10_26_^82 

r'     3"^"9'~27    '   8l 
und  erkennt,    dass  die  Summe  Sn  der  ersten  n  Glieder  dieser 
Reihe  für  gerade  Werthe  von  n  sich  wieder  dem  Grenzwerthe 
I ,  für  ungerade  Werthe  von  n  aber  dem  Grenzwerthe  |  beliebig 
nähert,  wenn  n  hüii^eichend  gross  wird. 

Deshalb  oscilUrt  auch  diese  Reihe,   d.  h.  Sn  schwankt  zwi- 
schen den  Grenzwerthen  |  und  f  hin  und  her. 
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Addirt  man  zu  den  einzelnen  Gliedern  der  Reihe  in  Glei- 
chung (13.)  die  entsprechenden  Glieder  der  oscillirenden  Eeihe 

^~2~2  +  ^^  2~2  +  ^^2~2+ ' 

so  erhält  man  die  Eeihe 
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6       18"^27~~162       486"^  ' 

bei  welcher  lim-S",,  zwischen  den  drei  AVerthen  |,  f  und  2  liin- 
und  herschwankt,  jenachdem  n  die  Form  3m,  3/w  -f  1  oder 
3  m  -f  2  hat. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  Eeihen  bilden,  bei  denen 
lim-S"»  zwischen  beliebig-  vielen,  ja  sogar  zwischen  unendlich 
vielen  Werthen  hin-  und  herschwankt. 

Ein  solches  Schwanken  oder  ,,Oscilliren^^  kann  nur  eintreten, 
wenn  die  Eeihe  positice  tmd  negatice  Glieder  enthält.  Um  diesen 
Fall  auszuschliessen ,  sollen  zunächst  nur  Eeihen  mit  lauter 
positiven  Gliedern  betrachtet  werden. 


§  52. 

Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  109  und  110.) 
Satz  1.  Sind  die  Glieder  einer  Reihe  s'dmmtlich  positiv,  so 
kann  die  Reihe  niemals  oscilliren;  sie  muss  entioeder  co7wergire7i 
oder  dicergiren;  d.  h.  entweder  nähert  sich  Sn  mit  wachsendem 
n  einer  bestimmten,  endlichen  Grenze,  oder  »S*,,  wird  mit  n  zu- 
gleich unendlich  gross. 

Beweis.  Könnte  man  S,n+p  —  S„i  für  him^eichend  grosse 
Werthe  von  m  beliebig  klein  machen ,  wie  gross  die  Zahl  p 
auch  sein  mag ,  so  wäre  die  Eeihe  convergent.  Ist  das  nicht 
der  Fall,  so  kann  man  eine  Zahl  p  finden,  für  welche 

(1.)  Sm+p  —  S,n  =  U,n  -\-  l^m+1   +  •  •  •  +  W„!^p_i   =   Ot 

einen  endlichen  Werth  hat,  wobei  «i  >  0,  weil  «i  die  Summe 
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von  lauter  positiven  Gliedern  ist.      Setzt  man  noch  der  Kürze 
wegen  m  -\-  p  gleich  wi,  so  geht  Gleichung  (1.)  über  in 
(la.)  /S*,,,,  —  .S',,,  =  aj. 

Ebenso  kann  man,  weil  die  Eeihe  nach  Voraussetzung  nicht 
convergirt,  eine  Zahl  pi  finden,  für  welche 

(2  )  '^»ii+Z'i  *^»ij  =  ^2 

emen  etidlichen  WevÜi  hat.     Setzt  man  noch  7ni  -}- pi  gleich  w^, 

so  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

(2a.)  S^.,  —  &',„^  =  «2. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  in  den  Aus- 
drücken 

fn2  -\-  P2  =  fns,    mz  +  pz  =  nii,...  nig^i  -{-  p,j_i  =  mq 
die  Zahlen  joo,  pz,...pq-x  so  bestimmen,  dass 

(3.)        *S,„3  — ■  S,n,  =  «3  j        Sin^ 'S'„i3  =  «4,  .  .  .  S^^  " —  ^m       ^  =  O-q 

endliche  Grössen  sind,  welche  sämmtlich  grösser  als  eine  nicht 

beliebig   kleine   Grösse  a   sind.     Indem   man   die    Gleichungen 

(la.),  (2a.)  und  (3.)  addirt,  erhält  man  daher 

(■4.)  Sm^  —  S,n  =  Ol  +  a2  +  •••  +  üq^q  .a, 

oder 

(4a.)  S,„^'^S,n  +  q.a. 

Da  man  nun  q  so  gross  machen  kann,  wie  man  will,  so 
wird  auch  S,„^  beliebig  gross  und  wächst  mit  q  zugleich  in's 
Unendliche. 

Dies  Verfahren  wurde  bereits  in  §  51  benutzt,  um  zu  be- 
weisen, dass  die  harmonische  Eeihe  --{ 1 1 \-  ■•■  diver- 

1  ^  O  i 

girt,  und  zwar  war  damals  a  gleich  |. 

Dem  eben  bewiesenen  Satze  kann  man  daher  auch  die 
folgende  Fassung  geben: 

Satz  la.  Eine  Reihe  mit  laute)'  positiven  Gliedern  ist  con- 
vergent^  tcenji  Sn  kleiner  bleibt  als  eine  endliche  Grösse  G,  wie 
gross  n  auch  sein  mag. 

Deim  wäre  die  Reihe  dicergent,  so  würde  lim  Sa  unendlich 

«=oo 

gross,  also  auch  grösser  als  die  endliche  Grösse  G. 
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Daraus  ergeben  sich  dann  die  folgenden  Sätze: 
Satz  2.     Ist 

■Co  +    l^i.   +   ^^2  +   •  •  • 

eine  convergente    Reihe    mit   lauter  positicen    Gliedern ,    U7id  int 
oon  einer  bestimmten  Stelle  ah,  z.  B.  für  n  ^  m 

Un  ^^  t,j, 

SO  ist  auch  die  Reihe 

Wo  +  wi  4-  u-i  +  .  •  • 
{die  lauter  positive   Glieder  enthalten  möge)  convergent. 

Beweis.     Setzt  man 

C4  =  Wo  -f  W,   -I- [-  Un-\,        Vn  =  Co  +   f i    +   ■  •  •  +  Ü„_i  , 

SO  wird,  weil  nach  Voraussetzung  die  Reihe  vo  +  ^^i  +  C2  +  ■■• 
convergent  ist,  ftii-  hinreichend  grosse  Werthe  von  m 

beliebig  klein,  wie  gross  die  Zahl  p  auch  sein  mag.    Da  nun 

U,„  ^  Dm ,        Um+i  ^  «m+l  ,  •  •  •  U„,+p-t  ^  C,„+p-l, 

SO  wird 

Es  ist  also  Um+p  —  Um  für  hinreichend  grosse  Werthe 
von  m  erst  recht  beliebig  klein,  folglich  ist  auch  die  Reihe 

Wo  H-  Wi  +  M2  +  •  •  • 

covergent. 

Satz  3.    Ist 

Vo  +  Ol  +   f  2  +  •  •  • 

eine  divergente  Reihe  mit  lauter  positice?i  Gliedern,  und  ist  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab 

Un  ^  On  , 

so  ist  auch  die  Reihe 

«0  +  Wi  +  ^^2  +  •  •  • 
divergent. 

Beweis.  Wäre  die  Reihe  wo  +  «i  +  «2  +  •  •  •  convergent, 
so  müsste  nach  dem  zweiten  Satze  auch  vo  +  ti  +  v-2  +  •  •  •  con- 
vergent sein,  und  das  widerstreitet  der  Voraussetzung. 
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Satz   4.     (Umkehrung-    von    Satz   6    in    §   51.)     Setzt   man 
tüieder 

Uo     +  th  H-   •  ■  •  +  W»ni-1  =  fo  , 

«/»,  +   Wmi+1   +   ■  •  ■  +  W«.,-   1   =   Ol  , 
Unu  +  W,„^^i   +  •  •  ■   +  "»»3-1  =   O-i , 


und  ist  Vq  +  t^i  +  f2  +  •  •  •  ^ifiß  convergente  Reihe  mit  lauter 
positiven  Gliedern  und  der  Summe  S,  so  concergirt  auch  die 
Reihe  Uq  +  ^^l  +  Wo  +  •  •  -  U7id  hat  dieselbe  Summe  S. 

Beweis.  Nach  Voraussetzung  wird  für  hinreichend  grosse 
Werthe  von  q  die  Summe 

'^q  +    ^'9+1  +   •  •  •  +    Og^r-1 

beliebig  klein ,  wie  gross  die  Zahl  r  auch  sein  mag ,  folglich 
kann  mau  die  Zalilen  tn  und  r  so  wählen,  dass  die  Glieder  u,„, 
Wm+i,  w„,+2,  ..  w,«+p-i  sämmtlich  in  den  Gruppen  Vq,  ü^+i,... 
Vgj^r-i  enthalten  sind.  Dabei  kann  es  vorkommen,  dass  die 
letzte  Gruppe  üg+r-i  nicht  vollständig  erschöpft  ist.  Es  wird 
daher 

U„i  -\-  U,„j^i   +   •  •  •  +   Um-rp     1  =  ^'5  +   ^«+1   +   '  •  '   ~l~   Oqjf-r-  I5 

d.  h.  es  wird  auch  m„,  +  Wm+i  +  •  •  •  +  m,»+/,-i  beliebig  klein, 
wie  gross  die  Zahl  p  auch  sein  mag,  folglich  wird  die  Eeihe 
ua  +  wi  +  «2  +    •    uach  Satz  4  in  §  51  convergent. 

Enthielte  die  Eeihe  UQ  +  uy-\-u2  +  •■•  auch  negative  Glieder, 
so  wäre  der  Satz  nicht  mehr  richtig ,  weil  w,„  +  M;„+i  -\-  ... 
4-  iim+p-\  möglicher  Weise  grösser  als  Vq  +  «5+1  +  •••  +  «Jj+r-i 
sein  könnte. 

Satz  5.     (Kiiterium  von  Cauchy.)     Eine  Reihe 

Wo  +  Ml  +  W2  +  •  •  • 

mit  lauter  positiven  Gliedern  convergirt  Jedenfalls ,  wenn  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab,  z.  B.  für  n'^m 


Ur, 


(5.)  ^^^^^Ä<1 

ist,  wobei  k  eine  von  n  unabhängige  Constante  ist. 
Beweis.    Nach  Voraussetzung  wii'd  für  n  ^  m 

Un+i'^Unk; 

also 
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(6.) 


Um   —  W;n  5 
W,„+2  ^  Um+ik  ^  UmJi^  , 


d.  li.  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  sind  die  Glieder  der  be- 
trachteten Reihe  gleich  oder  kleiner  als  die  der  Reihe 

diese  Reihe  ist  aber  convei-gent,  denn  sie  ist  eine  geometrische 
Progression,  bei  welcher  der  Quotient  k  kleiner  als  1  ist,  und 
deren  Summe  daher  nach  Formel  Nr.  IIa  der  Tabelle  gleich 


1  — ^■ 
wird.    Deshalb  ist  nach  Satz  2  auch  die  Reihe 

«0  +  Ui  -\-  U.2  -\-  ■  •  • 

convergent.     Gleichzeitig  erkennt  man  aus  dem  Beweise,  dass 
der  Fehler  kleiner  als  - — ^  wird,  wenn  man  die  Reihe  hinter 

1  —  fc 

dem  Gliede  z<„,-i  abbricht. 

Es  ist  zu  beachten ,  dass  die  in  Satz  5  aufgestellte  Be- 
dingmig  für  die  Convergenz  hinreichend ^  aber  nicht  nofhicendig 
ist,  d.  h.  die  Reihe  ist  convergent,  wenn  von  einer  bestimmten 
Stelle  ab 

Un 

ist,    aber  die  Reihe  kann  sehr  wohl  convergent  sein,   obgleich 
diese  Bedingimg  nicht  erfüllt  ist. 

Beispiele. 


1!       2!    '  '   (w  — Ij! 


Hier  ist 


Un  = 


n\  "+'        (?»+  1)!""  7^!(/^  + 1) 

also  wü^d 
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Un  n  +  1 

wenn  man  n  -\-  l  grösser  als  x  wählt,  folglich  ist  die  Eeihe 

,     ,     X         x^    ,    x^    , 

^  +  r!  +  2!  +  3!  +  --- 
fiii'  alle  endlichen  Werthe  von  x  convergent. 

2)   ^.  -  1  +2¥'^2T1¥"^'""^2.4...(2«  — 2)2^^* 

Da  w  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  so  kann  man  in  Satz  5 

noch  71  mit  n  —  1,  also  — '^  mit  vertauschen.     In   dem 

Hfl  11  fi — 1 

vorstehenden  Beispiele  ist  für  n^2 

1.3...  {2n  —  5) (2fi  —  3)     x^"-' 


X- 


"'       2.4...(2»  — 4)(2«  — 2)  2w— 1 
_  l.S...{2n  —  S)(2n~  1)    a;2«+' 
^"     ""      2.4...(2??.  — 2)(2w)       2w  +  1  ' 
folglich  wird 

^^,^    _  (2n  —  l)^^:^  _  \         n^  n") 

Ur,^^x  ~~  2n(2n  +  1)  ""  .    ,  2 

4  +  - 
n 

Ist  ä:  gleich  1,  so  nähert  sich  dieser  Ausdruck  mit  wachsen- 
dem n  dem  Werthe  1  beliebig,  dann  ist  also  die  Bedingung 

^  A-  <  1 


ti,i—  1 
w^c^^  erfüllt,  denn  ^  muss  um  eine  endliche  Grösse  von  1  ver- 
schieden sein.    Damit  ist  noch  nicht  gesagt,  dass  in  diesem  Falle 
die  Reihe  dicergent  ist;  es  lässt  sich  vielmehr  ihre  Convergenz 
auf  einem  anderen  Wege  (vergl.  S.  235)  sehr  wohl  beweisen. 
Ist  dagegen 

x^  =  k  <!, 
so  wird  auch 

-^S^<i; 

Uu-l 

in  diesem  Falle  ist  also  die  Reihe 

Kiepert,  Differential- Rechnxmg.  15 
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^  4_i  ^4-  Ll^  — 
r  "^  2  's  "^  274  "5 


2.4.6   7 


+ 


sicher  convergent. 

X       x^      x^ 
3)  '^"  =  p  +  ^  +  ^  + 

wobei  p  >  0  sein  möge. 
Hier  ist  für  7i  >  1 


+ 


a;" 


folglich  wird 


Un_  _  /^_  Y .     _ 
in-i  ~~\n-\-l)        ~ 


(/*  +  1)^' 

X 


(-,7)' 


gleich  oder  kleiner  als  ein  ächter  Bruch  k,  wemi  x  gleich  A-  ist. 

Die  Reihe 

X       x^    ,   x"^   , 

ist  also  convergent,  wenn  x  kleiner  als  1  ist. 

Satz  6.     Eine  Reihe  mit  lauter  posilive?i  Gliedern  ist  diver- 
gent, icefin  von  einer  bestimmten  Stelle  ab,  z.  B.  für  7i  ^  m, 

(7.)  ^'  S.  1 

ist. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  wird 


(8.) 


Um   —  Un 


Da  nun  die  Reihe 

Um  +   Um  +  U,n  + 

divergent  ist,  so  ist  die  Reihe 

2^0  +  Ml   +  W2    +  ■ 

nach  Satz  3  erst  recht  divergent. 


und 
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Die  Eeilien 

a:        1   .r^       1  .  3  a;^'* 
I"^  2    3'"*~2T4  J 

X        x'^       x^ 

welche   vorhin   in  den  Beispielen  2  und  3  untersucht  wurden, 
sind  daher  divergent,  wenn  x  >  1  ist;    denn  man  kann  dann  n 

so  gross  wählen,  dass  auch  die  Grössen  — —  ?  nämlich 


bezw. 


2  /        IV 

n  \         nj 

gleich  oder  grösser  als  1  werden. 

Satz  7.     Jßine  Reihe   mit  lauter  positiven   Gliedern   ist  con- 
vergent,  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ah ,  z.  B.  für  n^>  m 

(9.)  7^^^X;<1 

ist. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist  für  n^m 

(10.)  Un  ^  h"" , 

folglich  wird 


(11.) 


11  s    c.-<Z    Z-m  +  S 


d.  h.  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  sind  die  Glieder  der  be- 
trachteten Reihe  gleich  oder  kleiner  als  die  der  Eeihe 

1  +  >?;  +  X-2  +  ^3  _|_  . . . , 

Diese  Reihe  ist  aber  convergent,  denn  sie  ist  eine  geometrische 
Progression,  bei  welcher  der  Quotient  k  kleiner  als  1  ist,  und 
deren  Summe  daher  nach  Formel  Nr.  IIa  der  Tabelle  gleich 

1 
1  —  k 
wird.    Deshalb  ist  nach  Satz  2  auch  die  Reihe 

15* 
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Wo  +  «1  4-  «2  H 

convergent. 

Auch  die  in  Satz  7  aufgestellte  Bedingung  ist  für  die  Con- 
vergenz  der  Eeihe  nur  hinreichend,  aber  nicht  nothwendig,  wie 
man  aus  dem  folgenden  Beispiele  ersehen  kann. 

Soll  man  nämlich  die  Convergenz  der  Reihe 

^  +  22  +  ^  +  42  +  ■  ■ 
untersuchen,  so  setze  man  «o  =  0,  so  dass 

^n   =  0  +  -^  +  2^  +  -,  +  •••  +  -^^^—^ 

wird ;  dann  ist  für  71  ^  1 

1  1 

W»  =  -^  '  Wn+i  = 


n'  "^'         {n  +  1)2 

und 


Dieser  Ausdruck  nähert  sich  dem  Werthe  1  beliebig  mit 
wachsendem  ^^,  wkd  also  grösser  als  jeder  beliebige  ächte  Bruch 
i?-.  Die  in  Satz  5  aufgestellte  Bedingung  ist  also  nicht  erfüllt, 
obwohl  später  bewiesen  werden  wird,  dass  die  Reihe  doch  con- 
vergent ist. 

Ebenso  wenig  ist  die  in  Satz  7  aufgestellte  Bedingung 
erfüllt,  denn 


ist  zwar  beständig  kleiner  als  1 ,  nähert  sich  aber  dem  Werthe 
1  beliebig;  es  ist  nämlich 

log  (y w„ )  =  \og\n    " /  = log w . 

Dieser  Ausdruck  wird  aber  mit  wachsendem  n  beliebig  klein. 
Nimmt  man  z.  B.  die  Zahl  10  als  Basis  des  Logarithmensystems 
und  setzt 
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n  =  10'", 

SO  wird 

,         n/ 2^^ 

log-/w„  =  — — , 

folglich  nähert  sich  log-y^w„  mit  wachsendem  m  dem  Werthe  0 
und   deshalb  ^Un  dem  Werthe  1  beliebig.*)     Daher  ist  auch 
Satz  7  nicht  unmittelbar  verwendbar. 
Setzt  mau  aber 

«^1  =  ^  +  TTi  ' 


22    ■     32 
1+1 

42  T  52   •    62   •    7-j 


W2  =  7^  +  7i  +  ^2  +  ;75 


so  wird 


^  _    1    . L_.  ...4. ___!___ 

"'  -  (2'»)'       (2'»  +lf  (2'"+  2'"— 1)2 

Uq  =   1, 

^i<2'2  +  ^  =  2' 

1,1,1,1        1 


1.1,  .1  1 

(2'")2       (2'")-  (2'")2       2"" 

Es  ist  also 

^    1  -i/ —  1  3/ —  1  m/ ^   1 

wi  <  -  5    yw2  <  2  '    r  «^3  <  2  '    •  •  •  T  ^»»  <  2 
und  deshalb  ist  die  Eeihe 


*)  Die  Grösse  n     "  nimmt  für   limn  =  00  die  unbestimmte  Form 

fr 
—  =  1 
"" 

ist,  wird  an  einer  späteren  Stelle  (Seite  341)  gegeben  werden. 
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i  +  i  +  i  +  i  +  i  +  ... 

convergent. 

Satz  8.     Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  diver- 
gent, wen7i  von  einer  bestimmten  Stelle  ab,  z.  B.  für  n  ^  m. 

(12.)  -j/w«  ^  1 

ist. 

Beweis.    Für    hinreichend    grosse   Werthe    von   m   ist    in 
diesem  Falle 

Wm  ^  1 ,    Wm+i  ^  1 ,    Wni+2  ^  1 , . . . ; 
da  nun  die  Reihe 

1  +  1  +  !  +  ••• 
divergent  ist,  so  ist  die  Reihe 

«0  +  "i  +  ^2  +  •  •  • 
nach  Satz  3  erst  recht  divergent. 

Das  zu  Satz  7   gegebene  Beispiel  kann  man  sogleich  ver- 
allgemeinem und  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Satz  9.     Die  Reihe 

i  +  i  +  i+i  +  ... 

p  '   2^      3^      4^ 
ist  convergent  für  p  >  \. 

Beweis.     Setzt  man 


(13.) 


«<i  = ' 

2^       3p 

M2= V  ■ J 

4P   '   5p       6^       7^ 
1 


(2"*)^     (2'"  +  \y 


+  •••  + 


^2'n+i  —  ]^y 


dann  wii'd 
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(U.) 


folglich  ist 


W9  < 


2P  ^  2^       2^       V2  / 

l  +  l  +  l.  1=  4  _/iY-^ 

4P   '   4i'  ~  ^j)  "*"  4;»       4i>       \^4y     ' 

^  _1 I 1 1     _  _2^  _  /  1  y-i 

^^'"    -  (2"')P      (2'")^  "^  " '  '"^(2"')^  ~  (2^  ~  \2'V      ' 

(15.)  ui  <  ^-j    ,  -^«^2  <  r^O    '  •  ■  •y^'^  <  (gj  ' 

P  —  1  posii 


und  da  nach  Voraussetzung  p  —  1  positiv  sein  soll , 

'  1 V^  * 


Um  < 


Deshalb  ist  die  Reihe 


1?    *   2P      S^      iP 
convergent,  wenn  p  >  1  ist. 
Satz  10.     Die  Reihe 

p^   '   2?      3"   "^  4P   "^ 
ist  divergent  für  p^\. 

Beweis.     Setzt  man  in  diesem  Falle 


^0=  p  =  l, 


Wl    =    TT-  ' 

^       2P 


(16.) 


"2  =   TT  +  T~  ' 

3P  ^  4P 
^^       5^       6^       7-P       8^ 


+ 


dann  wird 


(2'"-^  +  1)^  '  (2"'-^  +  2)^ 


+  ••■  + 


(2'»)^ 
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(17.) 


1.12  .         „  4        ,, 

''^>4j>+^  =  ^p'  oder     2^2>^  =  4'-^ 


Wm  >  7::r:::rz  +  tt:^:^  H h  7^ 


9»»— 1 


(2».)P       (2"')i' 


also 

(18.) 


Oder    2«.>^-  =  (2'")^-^, 


-^2«2  >  2'  ^',     -J/2M3  >  2'--P,    ...  y2M,„  >  21-^ 
Dies  giebt,  da  /?  ^  1  und  deshalb  l—p^O  ist, 

y2j^;:^i, 

folglich  ist  nach  Satz  8  die  Reihe 

2mo  +  2wi  +  2ui  +  •  •  • 
und  deshalb  auch  die  Reihe 

Wo  +  «1   +  Wo  +   •  •  • 

divergent. 

Satz  11.    7s/ 

«0  +  «51   +   Vi  +  f3  +   •  •  • 

eine  convergente  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern,  und  ist  von 
einer  hesiimmten  Stelle  ab,  z.  B.  für  n  ^  m, 

(19.)  ^Wi^^i«±i^ 

Un     ~     Vn 

SO  ist  auch  die  Reihe 

«0  +  Wl   +  ^2   +  «3  .  .  .  , 

{welche  gleichfalls  lauter  positive  Glieder  enthalten  möge),   con- 
vergent. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist  fiii'  h^m 


(19a.) 

also  für  n  =  m 


Vn 


um 


oder,  wenn  man  -^^  mit  ^  bezeichnet, 
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j  U,n   =   A  .  V. 


^ui, 


Ferner  wird  für  n  =  m  -\-  1,  m  -\-  2, 
(21.) 


Um+2  ^ t^m+2  ^  ^  •  «>/n+2 , 

Vm  +  l 


—  Wot+2  _—     > 

llm+3  ^ ü„,+3  ^  A  .  V,„j^3  , 

^m+2 

Daraus  folgt ,  dass  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  die 
Glieder  der  Eeihe  Uö  +  th  +  ^i■2  +  ■■•  kleiner  sind  als  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  Reihe  Aco-\- Avi-i- Ac2-\- ••■;  da  aber 
«'o  +  «1  +  ^2  +  • '  •  nach  Voraussetzung  eine  convergente  Reihe 
ist,  so  gilt  dasselbe  von 

(22.)  Aco  +  Avi  +  Aci  H ; 

deshalb  ist  auch  nach  Satz  2  die  Reihe 

Wo   H-   «1   +  W2  +  •  •  • 

convergent. 

Satz  12.  (Kriterium  von  Raabe.)  Eine  Reihe  mit  lauter 
positiven  Gliedern 

«0  +  Ml   +  W2  +  «3  +   •  •  • 

ist  convergent,   wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab ,   z.  B.  für 


n  ^m 


ist. 

Beweis.     Aus  der  Voraussetzung  folgt 

n  — p  >  n 5 

Un 

oder 

(24.)  u_^,^n^^^ 

Setzt  man  jetzt  vq  =  0  und  für  w  >  0 
(25.)  f  „  =  ^  , 

so  ist  die  Reihe 
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vo  -\-  Vi  +  V2  -\ =  0  +  -^-  +  -^7  H 

nach  Satz  9  convergent,  weil  p  >  1  ist.    Dabei  wird 

(26.)  "^ = r-^y. 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  88  a  der  Tabelle 

für 

fix)  =  (1  +  xy+\    f\x)  =  (;,  +  1)(1  +  rr)^ 

erhält  man  daher 

(1  4-  xf^^  =  !  +  (;)+  1)(1  +  Qx:)P  .  X. 

Da  0  <  0  <  +  1  ist,  so  ist  für  positive  Werthe  von  x 
ex  <  X,     also  auch     l  -\-  Ox  <^  l  +  x,  (1  +  Ox)p  <  (1  +  a:^, 
folglich  wird 

(1   +  X^r^  <   1  -\-  {p  +  1){1  ^  xY  .  X  =  l   +   {px  +  X){1  +  xy, 

oder 

(1  -i-xy{l-~px)<:  1, 

(27.)  i__^,<(^L_J. 

Setzt  man  in  dieser  Ungleichung  x  =     ,   so  erhält  man 
(28.)  i_P=^Zl^<('__^Y='21±... 

oder  mit  Eücksicht  auf  Ungleichung  (24.) 
(29.)  u^^v^^ 

Un  Vn 

Es  gut  deshalb  in  diesem  Falle  Satz  11,  d.  h.  die  Eeihe 

ifo  +  Ui   -[-  Uo  +    ^3  +  •  •  • 

ist  convergent. 

Beispiel. 

Es  sei 

"+'        ^    ^2     3^2.4    5^  2.4...(2w  — 2)    2«  —  1 

dann  wü'd  für  /^  >  2 
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_  1  .3...(2/^  — 5)(2;«— 3)  1 


U,i+i  = 


2  .  4  . . .  (2/i  —  4)  {2n  —  2)     2w  —  1 
1  .  3  ...  (2«  ^  3)  (2n  —  1)  1 


2  .  4  ...  (2^  —  2)  (2n)  2n  -f-  1 


4   -i-J- A 
?A.+i  _    (2y^  —  1)^    _  in^  —  ^n  +  1  _  n  '^  n^ 

Un     ~  2n{2n  +  1)  ~       ^n^  +  2n  2        * 

4  +  - 

91 

Dieser  Ausdruck  nähert  sich  mit  wachsendem  ti  der  Grenze  1 
beliebig;  deshalb  ist  Satz  5  nicht  anwendbar.    Dagegen  wird 

V  Un   J  \  4:71^  +  2n     J       4tn  +  2 

=  1  +  ^^  =  —  +   4(y?  —  2) 
4w  +  2       10       5(2?^  +  Ij ' 
Es  ist  also 


V  Un    J 


und 


10 

1 


6  — 

n       3 

oo  ,    ,    ^         2 
4  H — 


folglich  ist  die  Eeihe 
1  ] 
2*3    '2.4    5  ^  2T476  '  7 


1,1     1,1.3     1    ,    1.3.5     1 


convergent. 
Es  war 


arcsmar  =  ~  -\ 1-  ^~  —  + 

12    3^2.4   5^ 


fiir  —  1  <  a;  <  +  1.  Da  die  Function  arcsina;  stetig  ist,  und 
die  Reihe  auch  noch  für  lim:^•=l  convergent  bleibt,  so  gilt 
diese  Entwickelung  auch  noch  fitr  x  =  l,  d.  h.  es  ist 

arcsinl  =  ^  =  ^^  +  l.i+L^.l.   1-3.5    1 

2        1^2     3^2.4    5  ^2T1T6*7  "^■■■- 
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Satz  13.     Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  dicer- 
gent,  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ah,  z.  B.  für  n^m, 


(30.)  <1-"^') 


ist. 


Beweis.     Aus  der  Voraussetzung  folgt 


(31.)  n^l^n  -^  ,     oder    -^  ^ 

Setzt  man  also 
(32.)  (m  -l)u,„  =  A, 

so  ist  für  liinreicliend  grosse  Werthe  von  m 

A 


Um 

~ 

?n- 

^l' 

Um+l 

> 

{m 

',  —  l)u„,        A 
m                m 

j 

Um+2 

> 

m  -\-  1  = 

A 
m  +  1' 

Um+3 

> 

(m 

+   l)Mm+2  ^ 

A 

m  +  2 

m 

+  2' 

Da  nun  die  Reihe 

12^3^4 
divergent  ist,  so  ist  auch  die  Reihe 

^/l,   1,1,1,       \       ^,-4,^       A 

divergent,  folglich  ist  nach  Satz  3 

Wo  +  «^i  +  ui  +  e^3  +  •  •  • 
erst  recht  divergent. 
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§  53. 

Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  111  und  112.) 

Die  Bedmgung'en ,  welche  in  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen für  die  Convergenz  einer  Reihe  aufgestellt  wurden, 
bezogen  sich  immer  nur  auf  ihre  Glieder  von  einer  be&timmten 
Stelle  ah.  Die  ersten  Glieder  der  Reihe,  d.  h.  die  Glieder  bis 
zu  einer  bestimmten  Stelle,  die  noch  im  Endlichen  liegt,  sind 
nur  der  einen  Bedingung  unterworfen,  dass  keines  von  ihnen 
unendlich  gross  wird. 

Für  Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  gilt  zu- 
nächst der  folgende 

Satz  1.  Eine  Reihe  mit  'positiven  und  negativen  Gliedern 
convergirt,  wenn  die  Summe  der  absoluten  Beträge  convergirt. 

Beweis.    Es  sei 

(1.)  S,n  =  Uo  +  W,   -f   Wo  + h  t^m  -  1  ; 

hierbei  seien  die  Glieder 
alle  positiv,  und  die  Glieder 

Uo",         Wi",       U2",      ... W"v-i 

alle  negativ.    Setzt  man  also 

/2)  f    ^0'  +'ih'  +W2' 1- <u-i  =S„/, 

\       U,"   +  Ui"  -\-  U."  -r   •  •  •  +  U"r-i  =  S,r:', 

SO  wird  für  endliche  Werthe  von  m 

\P')  Sm  =  S„/ S,u". 

Nach  Voraussetzung  ist  die  Reihe 

-  =   I  «^0  I   +   I    Wl  I   +   I  W2  I  +  •  •  • 

convergent,  folglich  muss  nach  Satz  3  in  §  51  für  hinreichend 
grosse  Werthe  von  m 

-^m+p  -^OT  =  I  Um  I   +   I  Ujn^i  j   -f-   |  W,„+2  |   +  *  '  '  +   |  W,„4-^_i  | 

beliebig  klein  werden,  me  gross  die  Zahl  p   auch   sein  mag. 
In  der  entsprechenden  Summe 
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seien  die  Glieder 
po&iiiv,  und  die  Glieder 

seien  negatio^  dann  ist 

weil  diese  Summe  aus  Ji',«^.^  -  - -„,  hervorgeht,  indem  man  die 
positiven  Grössen  Wv",  u"v+\ ,    ...  m",+ä-i   fortlässt.    Ebenso  ist 

folglich  "werden  die  Summen 

V  +  "V+1  +  •••  +  «W-i       und     W,"  +  U"r-^i  + h  w",,+;._i 

ebenfalls  beliebig  klein  und  deshalb  erst  recht 

Sm+p  ■ S„,  =  M«'   +  W'u+1   +   •  •  •  +  '«'u+z-1  iUv"   +   ^"14-1   + 

wie  gross  die  ganze  Zahl  p  auch  sein  mag.    Deshalb  ist  die 
Reihe  «o  +  «1  +  «2  +  •  •  •  nach  Satz  4  in  §  51  convergent. 

Dabei  erkennt  man  aus  Gleichung  (3.),  dass  in  diesem  Falle 
lim  'S",,,  =  lim  S'„,  —  lim  *S"„, 

wird. 

Eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  kann  aber 
auch  dann  noch  convergireu ,  wenn  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  dicergirt. 

Versteht  man  unter  einer  allemir enden  Beihe  eine  Reihe, 
deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so  gut  z.  B. 

Satz  2.  (Kiiterium  von  Leibtiiz.)  Eine  aliernirende  Reihe 
coucergirt,  wenn  der  absolute  Betrag  der  Glieder  immer  kleiner 
und  achliessliclt  unendlich  klein  toird. 

Im  Gegensatz  zu  der  Bemerkung  bei  Satz  2  auf  Seite  215  möge 
besonders  hervorgehoben  werden,  dass  hier  «„+1  utets  kleiner  als 
Un  sein  mass.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  kann  die 
Reihe  auch  divergiren. 
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Beweis.      Nach   Voraussetzung    ist   bei    der    alternireuden 
Eeihe 

Mo  Ml  +  Ui  -   -  Uz  +   U\  Uh  -\ ■  •  •  • 

(4.)  w«+i  <  iin    und.   lim  m„  =  0. 

Ordnet  man  daher  in  Gruppen   zu  je   zwei  Gliedern,   so 
erhält  man 

(5.)  »S'2„,  =  {llQ  —  «l)  +  (W2  —  W3)  + 1-  (w2m-2  —  W2,„_i)  , 

(6.)        >S'2m+i  =   Sim  +   U.i,n  =  Mo  (^i  —  U-i)       -  (Wg  —  M4)  -- 

•  •  •  (M2,«_i  Uin^. 

Da  hierbei  die  Klammergrössen  sämmtlich  positiv  sind,  so 
wird 

(7.]  Sim   >    Oj        'S'2,;i4-l   =   S-i,n   +   Wo»!   <   Mo, 

also 

(8.)  0   <   i^im  <   *^2hj  +  1    <   Mq  . 

Die  Reihe 

(i^O  Ml)  +  (M2  M3)  +  (z/4 M5)  H 

enthält  lauter  positive  Glieder,  und  die  Summe  aS'2,„  der  ersten 

m  Glieder  bleibt  kleiner  als  die  endliche  Grösse  mq,  folglich  ist 

die  Eeihe  nach  Satz  la  in  §  52  concergent,   d.  h.  60,«  nähert 

sich  mit  wachsendem  m  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  S. 

Aus 

(9.)     lim  S-m,  =  S  ~  {uo  —  th)  +  (m2 M3}+  (m4  —  u^)  +  •  • . 

«|:=CO 

folgt  aber  nach  den  Gleichungen  (6.)  und  (4.) 
(10.)  lim  S2m+\  =  lim  Som  +  lim  u-im  =  S. 

Es  nähert  sich  also  <S2„,->^i  mit  wachsendem  tn  ebenfalls  der 
Grenze  aS',  so  dass 

(11.)  lim  *S'„  =  S 


«=CX3 


wird,  gleichviel  ob  ti  gerade  oder  ungerade  ist;  d.  h.  die  Reihe 

Mo  —  Ml  +  M2  —  U3  -\ ist  convergent  und  hat  die  Summe  &'. 

Da  S  durch  Gleichung  (9.)  als  eine  Reihe  mit  lauter  posi- 
tiven Gliedern  dai'gestellt  werden  kann,  so  ist  die  Summe  S^m 
der  ersten  m  Glieder  derselben  kleiner  als  &';  es  ist  also 
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(12.)  S,,n  <   S. 

Man  kann  aber  nach  Gleichung  (10.)  S  auch  als  Grenz- 
werth  von  *S'2„,+i  darstellen  und  nach  Gleichung  (6.)  auf  die 
Form 

(13.)  S  =Uo  —  (Wi  —  Ui)  —  («3  —  Ui) 

bringen.  Je  mehr  GHeder  man  von  dieser  Eeihe  nimmt,  desto 
kleiner  wird  die  Summe;  deshalb  ist 

(14.)  *S'  <    >S'2;„^i   <   S^m-l- 

Fasst  man  die  Ungleichungen  (12.)  und  (14.)  zusammen, 
so  findet  man 

(15.)  aSo»,    <    »S'  <    *S'2ot+1       und       S2m   <    S  <    S2„i—l  ' 

Da  nun 

(16.)        Sim-i  *S'2„i  =   «2f/i-l       und       'S'2m+l  «S'2ot   =   U^,,, 

ist,  so  wird  der  Unterschied  zwischen  S  und  *S'2,„_i  kleiner  als 
uom-i,  und  der  Unterschied  zwischen  ^S'  und  S-2,n  wird  kleiner 
als  ti2m'  Es  ergiebt  sich  also  aus  den  Ungleichungen  (15.),  dass 
der  Unterschied  zwischen  S  und  Sn  kleiner  als  Un  wird,  gleich- 
viel ob  71  gerade  oder  ungerade  ist. 

In  Ungleichung  (4.)  war  vorausgesetzt  worden,  dass  m«+i  < 
Un  für  «  ^  0 ;  die  alternirende  Eeihe  ist  aber  auch  dann  noch 
couvergent,  wenn  diese  Bedingung  erst  von  einer  späteren  Stelle 
ab  erfüllt  ist,  da  es  auf  die  ersten  Glieder  der  Reihe  nicht  an- 
kommt. 

Beispiele. 

1)  Die  Reihe 

1       2^3       4  ^ 
ist  concergent,  und  zwar  ist  nach  Formel  Nr.  99    der  Tabelle 
ihre  Summe  gleich  In  2,  obwohl  die  Reihe 
1,1       1,1 

divergent  ist,  wie  schon  in  §  51  gezeigt  wurde. 

2)  Die  Reihe 

1,1       1 
1-3+5-7+-- 
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ist  convergent,  und  zwar  ist  nach  Formel  Nr.  105  der  Tabelle 

ihre  Summe  gleich  —  •    Hierdurch  ist  auch  der  Nachweis  geführt, 

dass  die  Entwickelung  von  arctga;  in  Formel  Nr.  104  der  Tabelle 
noch  richtig  bleibt  für  a;  =  +  1.  Es  folgt  dies  aus  der  Stetig- 
keit der  Function  arctga;  für  x  =  1.    Die  Eeilie 

ist  dagegen  divergent    Dies  folgt  schon  daraus,  dass 


oder 


ist. 


,,1.1,1.  1/1       111  \ 


Bei  alternirenden  Eeihen  kann  ein  eigenthümlicher  Umstand 
eintreten.  Werden  nämlich  die  absoluten  Beträge  der  Glieder 
schliesslich  nicht  beliebig  klein,  sondern  nähern  sie  sich  einer 
bestimmten,  endlichen  Grenze  q,  so  werden  sich  die  Differenzen 

der  Grenze  Null  nähern.     Es  kann   also   sehr  wohl  eintreten, 
dass  sich  mit  wachsendem  m 

S^m  =  («0  —  Ml)  +  (U2  Ih)  + h  (M2m^  2  W2m-l) 

einer  bestünmten,  endlichen  Grenze  nähert.    Dasselbe  ist  dann 
bei 

Sim+l  =  (wo  —  w,)  +  (Wa  W3)  +  •  •  • 

+   (W2m— 2  ^2»)— 1)  +   U^m  =  ^2)»  +  ^2»?» 

der  Fall;    trotzdem  ist   die  Reihe  nicht  convergenf,  denn   es  ist 
nach  Voraussetzung 

Hm  {S•2„^+t  S^m)  =  lim  U2m=  q, 

d.  h.  die  Summe  der  Reihe 

Mo  Ml   +  W2  ~  M3  H 

nähert  sich  zwei  endlichen ,    um  q   von  einander   terschiedenen 

Kiepert,  Differential  -  Rechnung.  lg 
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Grenzen,  jenaclicleni  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl 
von  Gliedern  addirt.  Eine  solche  Reihe  "uird,  Avie  schon  in  §  51 
hervorgehoben  wTu^de,  „eine  oscillirende  Reihe"  genannt. 


ist 


Beispiele. 

1) 

Bei  der 

Reihe 

a  —  a 

+  a- 

-a  +  - 

—  • 

S^m 

=  0, 

S2m  +  \ 

= 

a. 

2) 

Bei  der  Reihe 

2 

1 

_1  +  1 

2^3 

5 

4 

+  1- 

7 
6 

+ 

ist 

'^=^'"=(r~2)  +  (3~4)"(5~6)+-+(2^r=^-2m)' 

also 

lim  *S'2„,  =  In  2,     lim  Som+i  =  1  +  ln2. 

3)  Addii't  man  zu  den  Gliedern  der  convergenten  Reihe 

l  +  L  +  i+l  +  ^  +  _i+...  =  2 
1  ^2^4^8^16       32^ 

die  entsprechenden  Glieder  der  Reilie 

so  erhält  man  die  Reihe 

2]^9_^_1565_^_127_^ 

1  4  """S       16      32  "^  64       128       256 

Bei  dieser  Reihe  ist 

lim  6'3„,  =  2,     lim  S^n^^i  =  3,    lim  83^+2  =  2^; 

»n=oo  ni=oo  m=oo 

diese  Reihe  oscillii't  also  zwischen  drei  verschiedenen  Werthen. 
In  ähnlicher  Weise  kann  man  Reihen  bilden,  bei  denen  lim  Sn 
zwischen   beliebig  "\ielen  Werthen  liin-  und  herschwankt,  ja  es 
kann  vorkommen,  dass  lim/S",,  ganz  unbestimmt  wii'd. 
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§  54. 

Bedingte  und  unbedingte  Convergenz. 

(Vergl.  .die  Formel  -  Tabelle  Nr.  113.) 

Bisher  wurde  die  Annahme  gemacht,  dass  bei  den  Gliedern 
einer  Eeihe  eine  bestimmte  Ordnimg  festgehalten  werde. 

Bei  einer  Summe  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern 
ändert  sich  der  Werth  der  Summe  gar  nicht,  wenn  man  die 
Aufeinanderfolge  der  Glieder  ändert;  bei  Summen  mit  imendlich 
vielen  Gliedern  aber,  d.  h.  also  bei  unendlichen  Reihen  kann 
sich  möglicher  Weise  der  Werth  der  Summe  mit  der  Reihen- 
folge der  Glieder  ändern.    Ist  z.  B. 

+('—1 ^  +  — ! ^\ 

\4m  — 3      4m  — 2       4m  — 1       ^m/ 

I  /    1      ,      1 LV 

\4m  —  3      4m  —  1       2m/  ' 

\4m  —  2       4m       2m/ 
^V2~4/"''V6~8/"'         ^V4m  — 2~W' 

Nun  wird  aber 


und 


so  wird 


oder 


folglich  ist 


lim  S„,  =  In 2,    lim (-S'^'  —  S„^)  =  -  ]ja.2 , 


3  3 

lim  aS'™'  =  —  In  2  =  —  lim  >S'», . 

a  2i 


16* 
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Die  Eeilien 
1 
1       2    '   3       4    '   5       6 


1    i+i_i+i„i+ 


und 

sind  also  beide  convergent  und  jede  von  ihnen  enthält,  wenn 
man  sie  nur  weit  genug  fortsetzt,  sämmtliche  Glieder,  welche 
die  andere  enthält,  aber  ihre  Summen  haben  verschiedene  Werthe, 
iveil  die  Aufeinanderfolge  der  Glieder  in  den  heideti  ReiJien 
eine  verschiedene  ist. 

In  diesem  Beispiele   bilden    die  positiven  Glieder  für  sich 
eine  divergente  Reihe 

\        6        o         I 

und  ebenso  bilden  die  negativen  Glieder  für  sich  eine  divergente 
Reihe 

~2       4  ~6        8 
Bei  solchen  Reihen  gilt  allgemein  der  folgende 

Satz.     Bilden  in  der  Reihe 

Wo  +  Wi  +  Wo  +   «3  +  •  •  • 

die  positiven  Glieder  Uq',  Ui,  U2, . . .  für  sich,  und  ebenso  die 
negativen  Glieder  —  «o",  —  «i",  —  ^2",  •  •  •  für  sich  eine  diver- 
gente Reihe  und  wird 

lim  u„  =  0, 

n=oo 

so  kann  man  die  Glieder  dei'  Reihe  so  anordnen,  dass  sich  die 
Summe  der  ersten  n  Glieder  dem  Grenzwerthe  K  nähert^  wo  K 
eine  beliebig  gegebene  Zahl  ist. 

Beweis.    Setzt  man 

S!^'  =  Mo'   +  th'  +  Ui'  +  •  ■  •  +  U'f^_i, 

S,"  =  Uo"  +  n,"  +  u,"  +  •  •  •  +  M' V,, 
so  kann  man  unter  der  Voraussetzung,   dass  K  positiv  ist,  die 
Zahl  a  so  wählen,  dass 
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wird,  deDn  man  kann  Sa    beliebig  gross   machen,   weil   nach 

Voraussetzung 

lim  Sa  =  oo . 

u=co 

ist. 

Jetzt  lasse  man  auf  Sa'  die  negativen  Glieder  —  uq",  —  ui", 
•  ••  — u"ß^i  folgen,   wobei  man  die  Zahl  ß  so  wählen   kann, 
dass 
S"ß^x  =  uo"  +  ih"  +  •  •  •  +ii"^-i  ^Sa'  —  K<  Uo"  +  Wi"  +  . . . 

+  W'jß^x  =  Sß" 
wird,  denn  man  kann   S^"  beliebig  gross  machen,   weil  nach 

Voraussetzung 

lim  S,"  =  CO 

r=C30 

ist. 

Dies  giebt 

Sa    S"ii—i  ^  JT  >    Sa'  Sß". 

Jetzt  lasse  man  y  —  a  positive  GKeder  Ua',  ti'a+i,   •  •  •  '^'y-i 
folgen,  wobei  man  die  Zahl  y  so  wählen  kann,  dass  y  >  a  und 

S\^l—Sa'^K—(Sa'  —  Sß")<Sy'—Sa'  =  Ua'-\-u'a+i+---  +  u'y-t 

wird.    Dies  giebt 

Sa'  Sß"  +  (Sy-l'  Sa')  ^  Ä"  <  S„'  Sß"  -\-  (Sy'  —  Sa'). 

Jetzt  lasse   man   wieder   d  —  ß   negative   Glieder   —  Uß", 

—  u"ß+i, w^_i"  mit  der  Summe  —  (Ss"  —  Sß")  folgen,  so 

dass 

Sa'  —   Sß"   +  (Sy'  —    Sa')  (Ss"  Sß") 

gerade  unter  K  sinkt.  Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt, 
erhält  mau 

Sa  —  Sß"  -\-  (Sy  —  Sa')  —  (Ss"  —  'S'^")  -i •  •  •  +  (S/x'  —  Sx), 

oder 

Sa'  -  Sß"  +  (^/  -  Sa^)  —  (Sä"  —  Sß")  + (S,"  -  Si"), 

jenachdem  man  mit  positiven  oder  mit  negativen  Gliedern  auf- 
hört. Diese  Summe  unterscheidet  sich  von  K  um  eine  Grösse, 
welche  bezw.  kleiner  als  u^'  oder  kleiner  als  tiy"  ist.    Da  nun 

aber 

lim  u^i'  =  0     und    lim  u,"  =  0, 

SO  kann  man  den  Unterschied  beliebig  klein  machen. 
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In  ähnlicher  Weise  wird  der  Fall  behandelt,  wo  K  nega- 
tiv ist. 

Zwei  Reihen,  welche  sich  nur  durch  die  Aufeinanderfolge 
ihi-er  Glieder  von  einander  unterscheiden,  müssen  natürhch  so 
beschaffen  sein,  dass  jedes  Glied  der  ersten  Reihe  gleichfalls  in 
der  zweiten  Reihe,  wenn  auch  an  einer  späteren  Stelle,  vor- 
kommt.   Bezeichnet  man  z.  B.  mit 

Sn  =  U(i  -^  Ui  -\ +  W„_i 

die  Summe  der  n  ersten  Glieder  in  der  einen  Reihe  und  mit 

^,'  =  «o'  +  wi'  +  ---  + W'v-l 
die  Summe  der  v  ersten  Glieder  in  der  anderen  Reihe,  so  kann 
man  v  immer  so  gross  machen ,    dass   alle   in  -S'„   enthaltenen 
Glieder  wo,  wi,    ...w«_i  auch  imter  den  Gliedern  von  S,'  wirk- 
lich vorkommen. 

Erklärung.  Eine  Reihe ,  bei  der  sich  die  Summe  der  n 
ersten  Glieder  mit  wachsendem  n  nur  unter  der  Bedingung  der- 
selben endlichen  Grenze  nähert^  dass  die  Aufeinanderfolge  der 
Glieder  eine  bestimmte  ist,  heisst  ,,bedingt  concergeni''.  Bleibt 
aber  dieser  Grenzwerth  derselbe,  wie  man  auch  die  Glieder  der 
Reihe  anordnen  mag,  so  heisst  die  Reihe  „unbedingt  convergent.'"'' 

Dabei  gilt  nun  der  folgende 

Satz  1.  Eine  Reihe  ist  unbedingt  contergent,  wenn  nach 
Absonderung  von  S»  die  Summe  voti  beliebig  vielen  Gliedern, 
tüelche  aus  den  noch  folgenden  Gliedern  willkürlich  ausgewählt 
sind,  beliebig  klein  wird  für  hinreichend  grosse   Werthe  von  n. 

Beweis.     Um  zu  zeigen,  dass  sich  dann 

(1.)      aS"«  =  Wo  -f  Ml  H \-  Un-i ,    und   Sy'  =  Wo'  +  Ui'  -\ hw'v_i 

derselben  endlichen  Grenze  nähern,  kann  man  v  so  gross  wählen, 
dass  die  GHeder 

Uo,    Ui,     ...Un-l 

sämmtlich  unter  den  Gliedern 

Wq  ,    Wi  ,      .  .  ,U  V— 1 

enthalten  sind.    Ausserdem  kommen  in  S,'  noch  beliebig  viele 
andere  Glieder 
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Ur,    Us,    U(,..  . 

vor,  so  dass 

(2.)  S,'  =  Sn  +   Ur  +  Us-{-  Ut-\-   ■■■ 

wird.    Nach  Voraussetzung'  ist  aber 

(3.)  lim  (zir  +  w«  +  «i  H )  =  0, 

»J=:00 

folglich  wird 

(4.)  lim.S',/  =  lim*S'„; 

d.  h.  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nähert  sich  die  Summe 

Sn   mit   wachsendem  n  derselben  Grenze,   wie   man  auch  die 

Reihenfolge  der  Glieder  bestimmen  mag. 

Diese  Voraussetzung ,  unter  welcher  der  eben  bewiesene 
Satz  gilt,  wird  offenbar  erfüllt,  wenn  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  convergirt.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  |  ti  |  den  abso- 
luten Betrag  von  u,  und  nähert  sich 

(5.)  ^„  =  I  ^^o  I  +  I  Wi  I  +  I  «2 1  H hl  m«-i  | 

mit  wachsendem  n  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  ^,   so 
wird  füi'  hinreichend  grosse  Werthe  von  n 

(6.)  ^n+p  —  ^n=  \Un\  -^  \  Wm+1  |  +  •  '  *  +  |  Un+p^i  | 

beliebig  klein,  folglich  erst  recht 

Ur  +  U,  -\-  Ut  -\ , 

wobei  Ur,  Us,  ut,...  aus  den  Gliedern  u^,  w„+i,  ...Un+p-i  will- 
kürlich ausgewählt  sind. 

Hiervon  gilt  aber  auch  die  Umkelirung: 

Satz  2.      Wird  bei  willkürlicher   Auswahl  der    Glieder  Ur, 
Ug,  Ut,  . . .  aus  den  Gliedern  Un,  w^+i,  . . .  Un+p—x  die  Summe 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein,  so  ist  in  der 
Reihe  Uq  +  t/i  -|-  «/2  +  •  •  •  die  Summe  der  absoluten  Beträge  eine 
convergente  Reihe. 

Beweis.    Setzt  man 

(7.)  Sn^p  ■  *S'„  :=  Un  -f-  W„-|-i   +  •  •  '  +   W„+^_i  =  Dp 

und  bezeichnet  die  Summe   aller  positiven  Glieder ,    welche  in 
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Dp  enthalten  sind,  mit  Dp    und  die  Summe  aller   in  Dp  ent- 
haltenen negatioen  Glieder  mit  —  Dp",  so  ist 
(8.)  Dp=^Dp'  —  Dp". 

Nach  Voraussetzung  müssen  Dp   und  Dp"  einzeln  beliebig 
klein  werden,  folglich  wii'd  auch 

(9.)  ^n+p  —  2n  =  Dp'  +  Dp" 

beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n.  3„  und 
^n+p  nähern  sich  daher  mit  wachsendem  n  demselben  Grenz- 
werthe  2"",  d.  h.  die  Summe  der  absoluten  Beträge  ist  co7ivergent. 
Der  vorhin  ausgesprochene  Satz  deckt  sich  daher  mit  dem 
folgenden  Satze: 

Eine  Reihe  ist  unbedingt  convergent,   wenn  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  co7ivergirt\  und  umgekehrt. 
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Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division 
der  Reihen.    Wurzelausziehung. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Xr.  114.) 

Satz  1.     Sind 

(1.)  U  =  Uq  -\-  Ui  -\-  U-2  ■\ 

und 

(2.)  V=v^  +  v,  +  t;2  +  ... 

zwei  {bedingt  oder  unbedingt)  convergente  Reihen ,  so  werden 
diese  Reihen  addirt,  indem  man  die  gleichstelligen  Glieder  addirt\ 
es  wird  also 

(3.)  U+    V=  (Wo  +    V,)   +    (Ml   +   Vy)  +   {U,  +   V.2)  +  ••-  . 

Beweis.    Setzt  man 

(4.)  U,n  =  Wo  +  «^1   +   W2   +   •  •  •  +  Um-l  , 

(5.)  V,n  =  Vo  +  Vi  -^  V2-h  ••■  +   fm-1 , 

SO  wird 

(6.)       C/m+  V,n  =  (Wo+yo)  +  (Wl-f  ^^l)  +  («2  +  «'■2)^ H^m-l  +  Vm-l)- 
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Nun  ist  aber 
(7.)  lim  ( U,n  +  F,„)  =  lim  U„,  +  Hm  F,„  =U+V, 

folglich  erhält  man  aus  Gleichung-  (6.),  wenn  w  in's  Unbegrenzte 
wächst,  die  convergente  Reihe 

(8.)        U+V=  (wo  +  '^o)  +  («^1  +  üi)  +  (m2  +  fa)  +  •  •  • . 

In  derselben  Weise  kann  man  auch  drei  und  mehr  Reihen 
addü'en. 

Satz  2.  Sind  wieder  durch  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.) 
zwei  {bedingt  oder  unbedingt)  convei  gente  Reihen  gegeben ,  so 
werden  diese  Reihen  von  einander  subtrahirt^  indem  man  die 
gleichstelligen   Glieder  vo?i  einander  subtrahirt^  also 

(9.)        U—V  =  {Uo  —  V<,)  +  {Ui  —  ü,)  +  (W2  —  'Ü2)  +  •  •  • . 

Der  Beweis  wird  in  derselben  Weise  me  bei  der  Addition 
geführt. 

Satz  3.     Sind 

(10.)  U  =  'Uo  +  iii  +  u-i^ 

und 

(11.)  V=Vo    +V,  +  V.2  +  "- 

zioei  unbedingt  convergente  Reihen,  und  ist 

Wo  =  UqVq  , 

Wi  =  UoVi  +  «1^0, 

tVo  =  «0^2  +  ^1^-1  +  ii^l^Oi 


(12.) 


Wn  =  iloVn  +   UiVn-l  +  W2'^»-2  H h  W»-l^'l  +  W^t'o, 

SO  ist  auch  die  Reihe 

^0  -\-  ^ü^  -\-  Wo  -{-  •  •  • 
unbedingt  convergent^  und  ihre  Summe  W  ist  gleich  dem  Producte 
UV  der  Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Beweis.    Es  sei 

i         ü,n  =  Wo  +  Wi  +  W2  + h  «^m-1, 

(13.)  I  Fm   =   t-O  +    «^1  +  ^2  H h    l^ni-l  , 

[       Wm  =  Wq  +  «t'l  +  «^2  H h  «^m-1 , 
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und  es  mögen  zunächst  die  Glieder  ^^,  ui,  uo,  ...co,  ci,  ^2,... 
alle  positiv  sein,  dann  ist  für  m  =  2n 

U^n  .  V^n  =  Win  +  (WiÜ2n-l  +  U2l>2n~2  H +  t^2n-iV2  +  W2«-l«'"l) 

+  •  •  •  +  (W'in-2't"2»-l  +  W2n_ri'27j-2)  +  W2,j^iÜ2ra-l, 

also 

(U.)  ü'2n.V2n>W2„. 

Dagegen  ist 

H +  {UoV2n-l  +  UiV2n-2  +  •  •  •  +  U2n-20i  +  Ihn-lVo), 

also 

(15.)  ^2«>?7„.f;,. 

Fasst  man  die  Ungleichungen  (14.)  und  (15.)  zusammen,  so 
erhält  man 

(16.)  Uin  .  V2n   >   Win   >    Un  .  F„  . 

Ebenso  kann  man  zeigen,  dass 
(16  a.)  Uin+i .  F2„+,  >  ^F2„+i  >  Z7„  .  F„ 

ist.  Lässt  man  aber  n  immer  grösser  werden,  so  nähern  sich 
die  Producte  C/",, .  F„  und  ?72„.F2„,  bezw.  ?72„+i .  Fs^+i  nach 
Voraussetzung  derselben  endlichen  Grenze  U .  F,  folglich  nähern 
sich  auch  die  dazwischen  liegenden  "Werthe  W2n  bezw.  W^2n+i 
einer  bestimmten,  endlichen  Grenze  W,  und  es  wird 
(17.)  W=U.V. 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass 

Un  .  F„ Wn  =  {ihVn-l  +  W2*'n-2  4" H  «^«-2«2  +  "„     itJi) 

+  ...  +  {Un-2Vn-\  +  Wn-l«'n-2)  +  M«-iü„-l 

beliebig  klein  wird,  wenn  man  n  hinreichend  gross  macht. 

Enthalten  die  Eeihen  U  und  F  positive  und  negative  Glieder, 
sind  sie  aber ,  -wie  vorausgesetzt  wurde ,  unbedingt  convergent, 
d.  h.  sind  auch  noch  die  Summen  der  absoluten  Beträge  con- 
vergent,  so  nähert  sich  der  Ausdruck  Un .  F„  —  Wn ,  wie  vorhin 
gezeigt  wurde,  mit  wachsendem  n  dem  Werthe  0,  wenn  man 
die  Grössen  uq,  ui,  U2,  ...Un-i,  vq,  vi,  t^,  ...Vn^i  sämmtHch  durch 
ihre  absoluten  Beträge  ersetzt ;  er  nähert  sich  also  dem  Werthe 
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0  erst  recht,  wenn  diese  Grössen  tlieilweise  negativ  sind.    Es 

wird  daher  auch  in  diesem  Falle 

(18.)  lim  JV„  =  lim  U,, .  F„  =  U.  V. 

n=oo  n=.oo 

Dabei  ist  auch 

tüQ  -\-  wi  -f-  ^ü2  -f  •  •  • 
eine  imhedingt  concerge7ite  Eeihe;  denn  ersetzt  man  die  Grössen 
Wo,  «<i,  ti2, . . . ,  oo,  Vi,  f2,...  in  den  Gleichungen 

Wo  =  UoVo  , 

ICl  =  WoÜl  +  «i^u, 

tV2  =  UoCo  +   tliVi  +  U2V0, 


durch  ihre  absoluten  Beträge,  so  mögen  dadurch  die  Grössen 
tvo,  wi,  ici,...  in  icq,  wi\  w-i,...  übergehen.  Bezeichnet  man 
mm   den  absoluten  Betrag  von  icq  mit  \w(j\,   den  von  10^  mit 

\wi\, . . . ,  so  wird 

(19.)  I  Wo  I  =  Wqj      \Wi\^  tCi,      I  tÜ2  I  ^  1^2, .... 

Jetzt  enthält  aber  die  Reihe 

lauter  positive  Glieder  und  ist  convergent,  folglich  gilt  dasselbe 
auch  füi" 

I  «t'o  I  +  I  W7i  i  +  I  w;2  I  +  •  •  • , 
d.  h.  die  Eeihe 

W^O  +  W-1   -i-  tf2-i-  "  ■ 

ist  unbedingt  convergent. 


(20.)  i/=i+-+£^  +  |^  + 


Beispiel. 

-  +  -  + 
l!      2!      3! 


(21.)  ^=i  +  f!+^!  +  'Il  +  - 

sind  zwei  unbedingt  convergente  Reihen,  folglich  ist 

(22.)  c..r=i+(^+^)+(i;+jf^+i;)+. 
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Nun  ist  aber  iu  diesem  Falle 


y         y^^~^       ff- 


(23.)  e^«-^^,    1   (,,_i)ri!  +  (^_2j!'2!  +  ""^2!*(/i-2)! 


1  r        w      , 


W'w.  —  1) 


(^  +  yY 
folglich  erhält  man 

(24.)     ^•^^-l+-l[j-  +  — 2! 3!       ^■■- 

Setzt  man  für  C/"  und  V  nach  Foimel  Nr.  89  der  TaheUe 
ihre  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  bekannte  Formel 
(25.)  e^ey  =  a^^y . 

In  derselben  Weise  kann  man  auch  das  Product  von  di'ei 
oder  mehr  utibedingt  co?ivergenteti  Eeihen  bilden. 

Macht  man  die  Factoren  eines  solchen  Productes  sämmthch 
einander  gleich,  so  erhält  man  die  Potenz  einer  Eeüie, 

Ist  z.  B.  meder 

(26.)  Z7  =  Mo  +  wi  +  «2  H 

eine  unbedingt  convergente  Eeihe,  so  wii'd  auch 

(27.)  CT"'  =  A,  +  ^1  +  ^o  +  A^  +  ••• 

eme  unbedingt  convergente  Eeihe,  bei  welcher  nach  den  Eegeln 

der  Miütiphcation 

tix ' 
(28.)  An  =  :^  — j j — \ ,  U(,"m,^m.f-^ . . .  w„«» 

ist.    Die  Summation  erstreckt  sich  dabei  auf  aUe  Werthe  von 
«0,  «1,  «2, . . .  «„,  für  welche 


(29.) 


f    «0  +  «1  —  "2  -r  •  •  •  +  ti-«  =  m^ 
I    «1  +  2«2  +  3a3  -r  •  •  •  +  «««  =  n 
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wird.  Deshalb  kann  a«  nur  die  AVertlie  0  und  1  annehmen, 
d.  h.  An  ist  in  Bezug  auf  Un  nur  vom  ersten  Grade,  ein  Umstand, 
welcher  für  das  Folgende  von  Bedeutung  ist.  Die  ausführliche 
Ableitung  des  in  Gleichung  (28.)  ausgesprochenen  Gesetzes  für 
die  Bildung  von  An  kann  übergangen  werden ,  weil  füi^  die 
Berechnung  der  einzelnen  Gheder  Aq,  Ai,  Ai, . . .  die  recur- 
rirende  Formel 
(30.)  nu^An  +  [«  —  {m  +  l)]uiAn-\  -[- [n  -  ~  2{rn  +  l)]2^2^«-2 

+  [w—  3(m  4-  l)>3^«-3  -\ V[n—{n^l){m+l)]unyÄ, 

—  [n  —  n{m  +  l)]unAn  —  0, 
oder 

(31.)   n{u^A„  +  U^An^X  +  u^An-i  +  •  •  •  +  "«-l-^l  +  «n^o) 

(?W  +  1)[Wi^„_1  +  2M2^„_2  +  3M3^«_sH \-{n  —  \)Un-'iA]_ 

4-  nunAf\  =  0 
ausreicht,  welche  sogleich  durch  den  Schluss  von  m  auf  m  +  1 
bewiesen  werden  soll.*) 

Für  w  =  0,  1,  2,  3, . . .  findet  man  z.  B- 

(-4o  =  Wo"',     («^0^1  +  Wi^o)  —  (»«  +  1)mi^o  =  0, 
2{tfoA2-\-UiAi  -\-u<iAo)  —  {m-'r  l)(ziiAi  -f  2uc,Ao)  =  0, 

[  +  3w3^o)  =  0, 

Durch  Multiplication  der  Gleichimgen  (26.)  und  (27.)  findet 
man  nämlich 

(33.)  ü""^'  =  B,  +  B,  +  B,  +  ---, 

wobei  nach  den  Gleichungen  (12.) 

-Do  =  UqAq, 

Bi  =  UoAi  +  «1^0, 

(ß^-J    {    B2  =  UqA-i  +  UiA\  +  ^2-^0» 


y   Bn  =  UoAn  +  UiAn-i  +  U-iA^-^  + h  W„_i Ji  +  W„^o 

ist.    Deshalb  kann  man  die  Gleichung  (31.)  auf  die  Form 


*)  Sollte  dem  Anfänger  der  allgemeine  Beweis  Schwierigkeiten  bereiten, 
so  mögen  zunächst  die  besonderen  Fälle  m  =  2,  3,  4, . . .  behandelt  werden. 
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(35.)  nBn —  {ni  +  l)[wi^n^i  +  2w2^n-2  +  SmsÄi-s  +  ••• 

bringen.    Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  der  Eeihe  nach 
n  mit  n  —  1,  n  —  2,  ...  3,  2,  1,  so  erhält  man  die  Gleichungen 

{n  —  l)Bn-i  ~{m  +  l)  [wi^„_  2  +  2^^2A-3^-3M3^„_4^ 

+  (n  —  l)un^iAo]  =  0, 

(n  —  2)Bn-2—{ni  +  1)[Mi^„_3  +  2M2^n-4  +  3M3A-5  +  '  '  ' 

+  {n~  2)Un  -2^o]  =  0, 


(36.) 


SBa  -im-\-  1)[mi^2  +  2«/2^i  +  Su^A^]  =  0, 
2^2  —  (w  +  l)[uiAi  +  2U2A0]  =  0, 
Bi  —  (m  +  l)wi^o  =  0. 

Indem  man  die  Gleichungen  (35.)  und  (36.)  bezw.  mit  uq, 
Vi,  «2,  th,  .  •  •  Un-3,  ^in-it  Ufi-i  multipUclrt  und  dann  addirt,  er- 
giebt  sich 

nUoBn  +   (tl i)UiBn-l  -\-    {n  2)M25n-2  H 

4-  SUn^zBz  +  2«„_2^2  +  Un-iBi 

—  (m  +   l)[Ui(UoAn~l  +  UiAn-2  +  ^^2^n-3    H 

+  W«-3^2  +  Wn    2^1  +  ^n^lAo) 
+  2W2(WoA-2  +  Wl^n-3  +  W2Ä»-4  +   •••    +    ««-3^1   +   W»-2^o) 

+  3«3(Wo^„-3  +  UlAn-i  +  M2^«-5  H +   Wn-3^o) 

+ 

+  {n —  2)m„_2(«o^2  +  «1^1  +  U2A(,)  +  {n  —  l)u„  _i(mo^i  +  Wi-^o) 

+  nu„UoAo]  =  0, 
oder  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (34.) 

(37.)  nuoB,,  +  {n  —  1)mi5„_i  +  {n  —  2)w25«_2  H 

+  3w„_3ß3  +  ^Un^iBi  +  W„_-i5i 
—  (m  +   l)[Wi5„_i  +  2M2-Bn-2  +   3^3^« -3  +  "  '  ' 

-\-  {n  —  2)un-.2B.2  +  (n  —  1)m„  ,5i  +  ??w„5o]  =  0, 
oder 

(37a.)  7iUoBn  +  [n  —  (/??  +  2)jwi5„_i  +  [w  —  2(7w  +  2)Jw2^«-2 

+  [n  —  S{m-i-2)]usB„_3-{ 

+  [n~{n~iXm  +  2)]u„-iBi  +  [^^— ?<w  +  2)]m„^o  =  0. 
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Dies  ist  aber  die  Formel,  welche  sich  aus  Gleichung  (30.) 
ergiebt ,  indem  man  m  mit  m  +  1  und  demgemäss  die  Grössen 
Aq,  Ai,  A2,  . .  .An  mit  ^0,  Bi,  B2,  ...  B,,  vertauscht.  Nun  ist 
die  Formel  zunächst  richtig  fiii^  m=  1,  denn  für  diesen  Werth 
von  m  wird 

Ao  =   Uo,    Ai  =  U^^    A2  =  U2,     ...  An  =   Un, 

SO  dass  die  Gleichung  (30.)  übergeht  in 

(30a.)  fiUoUn  -\-  (n  —  2)miW„._i  +  (w  —  4:)u2Uu—2  +  •  •  • 

+  (4  n)Un-2U-2  +  (2 n)Un—iUi  —  nUnUi)  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  aber  richtig,  denn  auf  der  linken  Seite 
heben  sich  je  zwei  Glieder,  von  denen  das  eine  ebenso  weit  vom 
Anfange  wie  das  andere  vom  Ende  absteht,  gegen  einander  fort. 

Deshalb  ist  die  Gleichung  (30.)  auch  richtig  für  wz  =  2,  und 
deshalb  dann  auch  für  w?  =  3  und  so  fort,  d.  h.  sie  ist  richtig 
für  alle  Wertlie  von  m. 


Bei  der  Division  der  unbedingt  convergenten  Reihe 
TF  =  Wq  -\-  Wi  -\-  iC2-\-  ■■• 
diu'ch  die  unbedingt  convergente  Reilie 

U  ^=  tiQ  -\-  Ui  -\-  U2  -{-  •  •  ■ 
wird  eine  Reihe 

V=  Vo  +  Vi  -\-  V2  -i-  •  •  ' 

gesucht,  für  welche 

(38.)  UV=  W 

wird.  Zwischen  den  Gliedern  dieser  3  Reihen  gelten  daher  die- 
selben Beziehungen  wie  bei  der  Multiplication,  nur  sind  jetzt  die 
Grössen  wo,  w;i,  W2,... gegeben,  während  die  Grössen  ^o,  ^'i,  ^2,... 
gesucht  sind.  Diese  findet  man  daher  der  Reihe  nach  aus  den 
Gleichungen  (12.);  es  ist  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass 
Wo  von  0  verschieden  ist, 
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zco  =  UoVo ,                            also      fo  =  ~ 

Wo 

? 

Wi  —  Uo'Gi-\-  UiVo,                             ..           Vi  — 

» 

Wo 

Wlf  1  —  ^2^0 

Wo 

allgemein 

W„  =  UoVn  +  UlVn-l  +  «^2^V   2  +  • 

••  +  Unt'o, 

also 

/o^  N                    „       _   ■^'»  ~  UiVn-l  —  W2«7n-2  —    • 

U„Vo 

Lässt  sicli  dann  zeigen,  dass  die  Eeihe 

V  =  Vo  +  Vi  -{-  V2  -\ 

gleichfalls  unbedingt  convergent  ist,  so  ergiebt  sich  aus  der 
Berechnung  der  Grössen  t-o,  vi,  v-,,...,  dass  UV=W  sein 
muss,  folglich  wird 

W 

(40.)  ^  =  -cr- 


Schliesslich  kann  man  auch  aus  der  Potenzirung  die  Wurzel- 
ausziehung herleiten.    Ist  nämlich  die  Eeihe 

(41.)  *S'  =  ^0  +  ^1  +  -^2  -I 

gegeben,  so  findet  man  die  Reihe 

(42.)  i/^  =  C^  =  Wo  +  wi  +  Wo  H , 

indem  man  nach  nnd  nach  die  einzelnen  Glieder  wo ,  wi ,  u^. ... 

so  bestimmt,  dass 

(43.)  TT  =  A^  -V  Ai^  A.^ 

wird.  Dies  ist  mit  Hülfe  der  Gleichung  (31.)  leicht  möglich, 
wenn  man  aus  Äf^  die  m^^  Wurzel  ausziehen  kann.  Es  ist 
nämlich 

(44.)  A^  =  Wo"',     also     Wo  =  -y^, 

und  femer  nach  Gleichung  (31.)  und  (32.) 
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uoAi  —  muiAo  =■  0,     also     ih  =■    "  /  > 

mÄQ 

2{uoA2  +  UiAi)  —  (m  +  l)wi^i  —  2mti2Ao  =  0 , 

also 

2(^0^2  +  «^1^0  —  {m  +  l)uiAi 


W2 


2mAa 


allgemein 

n{tloAn  +   lllAn^t  +  UiAn^o  + h  U„-iAi)  —  (ni  +   1)[Mi^„_i 

+  2u.2An-2  +  •••  +  («  —  1)?^«  -t^i]  — nmUnAo  =  0, 
also 

(45.)    Un  =  {n{UoAn  +   IhAn-i  +   «^2^n-2  H +  Un-lAi) 

—  (m  +  l)[uiAn-i  +  2u2An-.2  + f"  (^  —  1)wh-i^i]}  :  /^m^o- 

Lässt  sich  dann  zeigen,  dass  die  Reihe 

U  =  Uq  -f  Wi  -|-  1^2  +  •  •  • 

unbedingt  convergent  ist,  so  wird 

U"'  =  ^0  +  ^1  +  ^2  +  •••  =  'S" 
gleichfalls  eine  unbedingt  convergente  Eeihe,  und  es  ist 

In  dieser  Weise  kann  man  die  algebraischen  Operationen 
des  Addirens,  Subtrahirens,  Multiplicirens ,  Dividirens  und  der 
Wurzelausziehung  auf  die  unendlichen  Reihen  übertragen. 

§  56. 

Begriff  der  gleichmässigen  Convergenz. 

Wie  man  schon  aus  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
angeführten  Beispielen  ersieht,  können  die  einzelnen  Glieder  wo, 
ih ,  U2,...  einer  Reihe  stetige  Functionen  einer  Veränderlichen 
X  sein;  es  kann  also 

(1.)  Wo  =  Mx),       Ui  =  fi{x),       Zl2  =  f2{x),  .  .  . 

sein.    Dann  setze  man 

(2.)  S,lx)  =  Mx)  +  Aix)  +  f2(x)  +  •••+/„_  i{x), 

(3.)  Ii„{x)  =  fn{x)  +  M,{X)  +  •  •  • . 

Kiepert,  Differential- Rechnung.  17 
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Die  Erklärung-  für  die  Convergenz  der  Eeihen,  welche  in 
§  51  gegeben  wurde,  gilt  aucli  noch  für  solche  Reihen.  Dem- 
nach heisst  die  Reihe 

contergent  für  irgend  einen  TVerth  von  x,  wen?i  sich  Sn{x)  mit 
ivachsendem  n  einer  heatimmten,  endlichen  Grenze  S  nähert.  Ist 
die  Reihe  nicht  für  einen  einzelnen^  bestimmten  Werth  von  x 
convergent,  sondern  für  alle  Werthe  von  x  zwischen  a  und  h, 
so  ist  in  diesem  Falle  -S'  noch  eine  Function  von  x,  welche  mit 
f{x)  bezeichnet  werden  möge;  es  wird  also 

(4.)  fix)  =fo{x)  +  fix)  +  f,{x)  +  . . . . 

Nach  den  Ausführungen  in  §  51  ist  die  noth wendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  die  Convergenz  der  Reihe  die,  dass 

(5.)       S,n+p{x)  —  S„lx)  =  fmix)  +  fm+\ix)  + h  fm+p-l{x) 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  m  beliebig  klein  wird,  z.  B. 

(vom  Vorzeichen  abgesehen)  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grösse 

£,  also 

(6.)  \  S„,+p{x)  —  S,„ix)    <  6, 

wie  gross  die  Zahl  p  auch  sein  mag.    Deshalb  wird  auch 

(7.)  \\m  B.„ix)  =  {) . 

n=oo 

Im  Allgemeinen  wird  die  Reihe  für  verschiedene  Werthe 
von  X  cer schieden  stark  convergiren ,  d.  h.  die  Anzahl  der 
Glieder,  welche  man  berücksichtigen  muss,  um  den  Werth  von 
fix)  mit  einer  bestimmten  Genauigkeit  zu  berechnen,  wird  je 
nach  den  verschiedenen  Werthen  von  x  verschieden  gross  sein; 
oder  mit  anderen  Worten :  Ist  die  beliebig  kleine  Zahl  «  irgend- 
wie gegeben,  so  wii'd  man  im  Allgemeinen  für  die  Zahl  m  ver- 
schiedene Werthe  twi,  m^,  m%^...  einsetzen  müssen,  um  die  Un- 
gleichung (6.)  zu  befiiedigen,  wenn  die  Veränderliche  x  das 
Intervall  von  a  bis  h  durchläuft.  Ist  unter  diesen  Zahlen  mi, 
^2,  7^3, . . .  auch  noch  die  gi^össte  eine  endliche  Zahl  m,  so  lauge 
E  nicht  unendlich  klein  wird,  so  sagt  man,  die  Reihe  sei  in  dem 
Intervalle  von  a  bis  h  gleichmässig  convergent.  Es  gilt  also  die 
folgende 
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Erklärung.     Die  Reihe 

heisst  in  dem  Ititervalle  von  a  bis  b  gleichmässig  convergent^ 
ice7m  zu  jeder  beliebig  kleinen  Grösse  s  eine  Zahl  m  so  bestimmt 
icerden  kann ,  dass  für  n  ^  m  der  absolute  Betrag  von  Sn+p{x) 
—  Sn{x)  und  deshalb  auch  der  absolute  Betrag  von  Rn{x)  kleiner 
bleiben  als  e,  welchen  Werth  x  auch  in  dem  Intervalle  to?i  a 
bis  b  Jiaben  mag. 

So  ist  z.  B.  die  Reihe 

(8.)        /(.)  =  COS.  +  ^2^  +  ^  +  ^Ö^  +  ... 
^  -^^  ^  21/2  31/3  41/4 

gleichmässig  concergent,  denn  nach  Satz  9  in  §  52  ist  die  Reihe 

convergent.  Man  kann  daher  die  Zahl  m  so  gross  wählen,  dass 
f iü^  n^m 

(9.)     -i^  + ^— =  + \ +  ..<€ 

nyn       {n  +  l)}/n  +  l       {n  +  2)y  n  +  2 

wird.     Da  nun  für  jeden  Werth  von  x 
(10.)  ""'^"^^ 


ty^ 


aYa 


ist,  so  wird  für  n^m  erst  recht 

■l)x  cos(n+2)x 


,  ,  -    i  „/  ^,       ,  COSfwa:)    ,      COS(w+l)a;      ,      C0S(n-\-2)x 

(11.)     Unix)    —    -^^  H ^ — -^ —  H ^^ , 

I  I       I    nj/n        (w+l)l/w+l       {n-^2)yn-\-2 

Aus  dem  Beweise  sieht  man,  dass  diese  Reihe  ausserdem 
auch  unbedingt  convergent  ist. 

Um  den  Gegensatz   hervorzuheben,   möge   auch   noch  ein 
Beispiel  für  die  ungleichmässige  Convergenz  folgen.    Es  sei 

(12.)    /(:.)  =  -f-+--_^_-  + 


x+l       (a;  +  l)(2a;+l)       (2^: +l)(3a;  +  l) 

X 

(3^Tlj(4^+l)  "^ 
dami  ist 

17* 
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.r  1  1 


/o(^)  = 


x+  i       1        x+  l 

X  11 


(a;+l)(2a;+l)       a;  +  1       2.>;  +  1 


■''^^^       (2a;+l)(3a;+l)       2,r  +  1       3rr  +  1  ' 


(13.)  fn{x)       ^^^_|_j^[-^^^^^^_l_^j      ^a._|_  1       (^  4.  i)a;+  1  • 

Deshalb  wird 
(14.)  Sn{x)  =Ux)  +f,{x)  ^f,{x)  +  ...  +/„_,(:r)  =  l-^-^^, 

(15.)  ^„,^,(.)  -  ^.(.)  =  ^^ -  ^m^l)x  +  l  ' 

folglich  wird  für  x  >  0 

(16.)  i?,„(:r)= ^• 

Die  Reihe  ist  daher  noch  für  beliebig  kleine  Werthe  von  x 
convergent,  denn  man  kann  n  so  gross  machen,  dass  nx -^  1 
doch  noch  beliebig  gross  wird,  und  erhält  aus  Gleichung  (14.) 

(17.)  f{x)  =  lim  Sn{x)  =  1     für    x  >  0. 


Ja,    die  Reihe  ist  sogar  noch  für  x  gleich  0  convergent, 
weil  dann  sämmtliche  Glieder  gleich  Null  sind,  so  dass  man 

(18.)  f{x)  =  0     für    lima;  =  0 

erhält.    Damit  aber 

mx  T  1 
wird,  muss 

1  —  £ 

(19.)  mxE  +  €  >  1.     oder     m  > 

EX 

sein.  Die  Zahl  m  wächst  daher  in's  Unbegrenzte,  wenn  x  sich 
dem  Werthe  0  immer  mehr  nähert,  folglich  ist  die  Reihe  für 
0  <  a;  <  +  cx>  ungleichmässig  convergent. 
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Satz.       Sind    die     Functionen  f^ix) ,  f\{x) ,   fi{x) , . . .     für 
a  <i  X  <:  h  stetig^  und  ist  in  diesem  Intervalle  die  Reihe 

(20.)  fix)  =  fo{x)  +  f,{x)  +  ßXx)  +  .  •  • 

gleichmässig   convergent,  so  ist  fix)  für  a  <.  x  <  h   eine  stetige 

Function  von  x. 

Beweis.     Nach  Formel  Nr.  5  der  Tabelle  ist  die  Function 
fix)  stetig  für  alle  Werthe  von  x,  für  welche  die  Differenz 
(21.)  ^=f{x  +  Y)-f{x-ö) 

mit  den  positiven  G-rössen  y  und  d  zugleich  verschwindend  klein 
wird.  Diese  Bedingung  wird  hier  erfüllt,  denn,  solange  w  eine 
endliche  Zahl  bleibt,  ist 

(22.)  Sn{x)  =  fix)  +  f\{x)  +  fix)  +  ...+/,_  ,{x) 

eine  stetige  Function  von  x,  v^&^\  fix),  f\{x),  f^ix)^ ...  stetige 

Functionen  sind;  man  kann  also 

(23.)  I  S,,{x  +  Y)  —  Sn{x  —  d)\<e 

machen ,    wenn   man  nur    y  und   d  hinreichend  klein   macht. 

Ausserdem  kann  man  nach  Voraussetzung,  wenn 

a  <ix  —  d  <a:  +  £  <^ 
ist,  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  auch 
(21.)  !  R,,  {x  —  d)\<8    und     ;  Rn{x  -^r)\  <e 

machen,  folglich  wird 

\^\  =  \f{^+Y)-f{^-ö)\ 

=  \Sn{x+Y)+Rn{x  +  Y)-~Sn{x~-d)  —  Rn{X'-d)\<Zs 

d.  h.  J  wird  mit  y  und  d  zugleich  verschwindend  klein,  da 
man  3e  beliebig-  klein  machen  kann. 


§  57. 

Convergenz  der  Potenzreihen. 

(Yergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  115.) 

Unter  einer  Potenzreihe  versteht  man  eine  Eeihe  von  der 
Form 

«0  +  a^x  -\-  ciix^  +  üzx^  -i-  •  •  • . 
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Von  einer  solchen  Reihe  gelten  die  folgenden  Sätze: 
Satz  1.     Eine   Potenzreihe   cofivergirt   unbedingt^    wenn    von 
einer  bestimmten  Stelle  ab,  z.  B.  für  n  _^  w, 

(1.)  !?fü±iU!^n±i£|-^-<i 

^  I  w»   t      !     ö«     I 

ist^  d.  h.  für  alle  Werthe  von  a:,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 

ist  als    — —   •    Ist  also  lim   !  — ^  ^  =  r,  so  ist  die  Reihe  un- 

I  Ö'n+l  I  n=oo     I   ö!n+l 

bedingt  convergent  für  —  r  <  a;  <  -f  r. 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  Satz  5  in  §  52. 

Die  Beispiele,  welche  dort  angeführt  wurden,  können  auch 
hier  benutzt  werden.     So  ist  die  Reihe 

l  +  r!  +  2!  +  8!+- 
für  alle  endlichen  Werthe  von  x  unbedingt  convergent,  weil 
a„         (w+  1)! 
«n+i  n ! 

mit  n  zugleich  beliebig  gross  wird. 
Die  Reihe 

a:!^«^       1.3  a;^1.3.5  ^'   , 
12   3"^  2.4    5"      2.4.6  1' 
ist  unbedingt  convergent  für  —  1  <  a;  <  +  1 ,  weil 
_  1.3...(2;e  — 5)(2^^  — 3)  1 

^"  ~  2  .  4  .  . .  (2w  —  4)(2;i  —  2) '  2/?  —  1 ' 
_  1  .  3  .  .  .  (2?^  —  3)  (2/^  —  1)         1 
'^"'^^  ~  "TTTTT7(2w^^2)(2^)^  '  2«-f  1 
ist.    Deshalb  wird 


ein    _  2/i(2w  +  1)                        «       =>  , 

lim  

H=00    ö'rt+l 

a«+i          (2/2  — 1)2   ~~           4       1—' 
^       n^  n^ 

Die  Reihe 

1  +  ^  +  ^  +  ^  +  .. 
IJ^       2^       3^ 

=  1. 


ist   unbedingt    convergent   für   —  1  <  a:  <  +  1 ,   wenn  p  einen 
positiven  Werth  hat,  denn  hier  ist 
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a,.  =  -  ,  «.+,  =  -^^^-^^, ,  ^^  ={-^)  =(1  +  -;  S  1, 

lim-^=l. 

Satz  2.  JS'me  Potenzreihe  convergirt  unhedingt  für  alle 
Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  die  positive 
Grösse  r,  tcenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab,  z.  B.  für  n'^m, 
(2.)  I  </„  I  r"  S  g 

ist,  wobei  g  eine  bestimmte  endliche  Grösse  bedeutet. 

Beweis.  Nach  Voraussetzung-  ist  für  hinreichend  grosse 
Werthe  von  in 

(3.)     \a„Ar"'^g,     |  a„,+i  |  r"'+i  ^  (7,     )  «^+2  !»*'"+' ^  ^, ... , 
folglich  ist,  wenn  x  vorläufig  positiv  genommen  wii'd, 


(40 


I       \  A-r\'"+^  I  /x\ 

am+iX"^-^'    =  I  a„>+xr'"+' (j)       \^g    (j^J 


Da  nun  -^  nach  Voraussetzung   ein   ächter   Bruch  ist,   so 
wii'd  die  geometrische  Progression 


1 

r 


eine  convergente  Reihe,  folglich  erst  recht 
d.  h.  die  Reihe 

(6.)  f(x)  =  «0  +   «1^  +  Ö2^"  + 

ist  unbedingt  concergent. 
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In  der  Reihe  wird  nur  das  Vorzeichen  der  Glieder  «12;, 
a^x^,  asT^, . . .  geändert ,  wenn  man  x  mit  —  x  vertauscht.  Der 
Satz  gilt  also  füi'  positive  und  negative  Werthe  von  x,  wenn 
nur  der  absolute  Betrag  von  x  kleiner  ist  als  r. 

Aus  Gleichung  (5.)  erkennt  man  auch ,  dass  der  Fehler, 
welcher  begangen  wird,  wenn  man  die  Reihe  beim  m*en  Glieds 
ttm-ix"*-'^  abbricht,  kleiner  ist  als  der  absolute  Betrag  von 


/a:V»  1 


r 

Satz  3.  Eine  Potenzreihe  convergirt  unhedingt  für  alle 
Werthe  von  x,  deren  absoluter  Befrag  {gleich  oder)  /deiner  ist 
als  die  positive  Grösse  r,  wenn  sie  für  x  gleich  r  unhedingt  con- 
vergirt. 

Beweis.     Nach  Voraussetzung  ist  die  Reihe 

I  «0 1  +  I  «1^ !  +  I  «2^'^ !  +  ■  •  • 

convergent,  folglich  ist  nach  Satz  3  in  §  52  die  Reihe 

I  ao  I  +  I  axx  I  +  '  a^x^  1  -|-  . . . 
erst  recht  convergent,  weil  für  j  a:  i  ^  r 
(7.)  !  a„a;"  \  S  '  ««»'** '  ■ 

Satz  4.     Ist   die  Reihe    a^^ -\- a^x  •{■  a^x^^ -\ für  x   gleich 

r  divergent,    so  ist  sie  auch  für  alle  Werthe  von  x  divergent, 
deren  absoluter  Betrag  grösser  ist  als  r. 

Beweis.  Wäre  die  Reihe  für  einen  solchen  Weiih  von  .r 
convergent,  so  müsste  dafür 

lim  1  a„a:"    =  0 

n=:00 

werden.    Es   müssten   also   die   Glieder  [  anx"^' '    abnehmen   und 
wären  deshalb  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  kleiner  als  die 
endliche  Grösse  g,  d.  h.  es  wäre 
(8.)  i  anx^  I  ^  g     für     n'^m; 

dann  müsste  aber  nach  Satz  2  die  Reihe  auch  für  x  gleich  r 
unbedingt  convergent  sein. 
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5'asst  man  die  Sätze  3  und  4  zusammen,  so  erhält  man 
den  folgenden 

Satz  5.  Giebt  es  überhaupt  Wei'the  von  x,  welche  von  Null 
verschieden  sind,  und  für  welche  die  Potenzreihe  üq  -f-  (^i^  + 
a^x-  +  •  •  •  unbedingt  convergirt,  so  convergirt  die  Reihe  entweder 
unbedingt  für  alle  endlichen  Werthe  von  x,  oder  es  giebt  eine 
positive  Zahl  r,  ivelche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Reihe 
unbedingt  convergirt  für  \  x\  <.  r ,  und  dass  sie  divergirt  für 
X  >  r. 

Beweis.  Wenn  die  Potenzreihe  nicht  für  alle  endlichen 
Werthe  von  x  convergirt,  so  sei  xi  ein  Werth  von  x,  für  wel- 
chen sie  convergirt,  und  x^  sei  ein  Werth  von  x,  für  welchen 
sie  divergirt.  Man  darf  annehmen,  dass  x^  und  xo  beide  positiv 
sind,  da  die  Reihe 

(9.)  2=\ao\  +  \aix\-\-\a.x''\^... 

doch  lauter  positive  Glieder  enthält.  Dabei  muss  nach  Satz  3 
xi  >  Xi  sein.  Durchläuft  jetzt  die  Veränderliche  x  das  Intervall 
von  xi  bis  x-2  stetig,  so  muss  sie  einen  Werth  r  erreichen,  für 
welchen  die  Reihe  in  Gleichung  (9.)  aufhört ,  convergent  zu 
sein;  d.  h.  die  Convergenz  der  Reihe  mit  lauter  positiven  Glie- 
dern geht  über  in  Divergenz ,  wemi  x  den  Werth  r  passirt. 
Dann  ist  aber  nach  Satz  3  die  Reilie  unbedingt  convergent  für 
alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  r  ist, 
und  sie  ist  divergent  für  alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter 
Betrag  grösser  ist  als  r. 

Was  für  I  X  I  gleich  r  geschieht ,  ist  noch  unbestimmt.  So 
ist  z.  B.  die  Reihe 

(10.)  in(i  +  ^-)=f-|-  +  |-j  +  -- 

convergent  für  — 1  <a;<  +  l  und  divergent  für  |a;|>l. 
Hier  ist  also  die  Zalil  r  gleich  1.  Füi'  x  gleich  +  1  ist  die 
Reihe 

bedingt  convergent,  und  für  x  gleich  —  1  ist  die  Reihe  divergent. 
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Satz  6.     Ist  r  >  0,  und  ist  die  Potenzreihe 

(11.)  f{x)  =  «0  +  a\X  4-  a2X^  +  •  •  • 

{bedingt  oder  unbedingt)  convergeni  für  x  gleich  r,  so  ist  sie  für 
0  ^  a;  ^  r  gleichmässig  co7ivergent  und  stellt  deshalb  nach  dem  in 
§  56  bewiesenen  Satze  in  diesem  Intervall  eine  stetige  Function  dar. 

Beweis.  Ist  e  wieder  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse, 
so  ist  nach  Voraussetzung  für  hinreichend  grosse  Werthe 
von  m 

(12.)  I  S„,^p{r)  —  ^„.(r)  i  =  I  a„r'''  +  a„.+tr"'+»  +  -  •  • 

wie  gross  man  p  auch  nehmen  mag.     Setzt  man  also 
«».r'"  =  0-, , 

a,nr"'  +  a,«+ir"'+i  =  c^, 
am^-'"  +  0^+1^'»+^  +  a,„+2^-"'+-  =  0-3, 


(13.) 


so  wird 

(14.)  I  Ci  I  <  £,    1  0-2  I  <  €,    I  Ö-3  j  <  €,    . . .  I  (Tp  I  <  «. 

X 

Bezeichnet  man  der  Küi'ze  wegen  -  mit  k^  so  ist  ^^1, 
und  man  erhält 

(15.)   Sm^J^x)  —  Sm{x)  =  a,„x"'  +  a„,+iX"'+'-\ \-  a^+j,_iX'"+P-' 

—  amr^'k'"  +  a,„+ir'"+i/?;'"+i  ■\ 1-  a„,-^^ir'"+P-i/?;'"+-P- ' . 

Aus  den  Gleichungen  (13.)  folgt 
(16  )   ^    ßmr""  =  ö-i ,  a«+ir'"+i  =  o-.,  —  Ci ,  0^+2^'"+-  =  (^3  —  Ca, . . . 

\  a^+^_ir"'+^-i  =  öV  —  ö-p_i, 

deshalb  geht  Gleichung  (15.)  über  in 

(17.)  ^„,+p(a;)  — >^„,(:c)  =  (ri^'"  +  (G'2  — (ri)^"'+'  +  ('r3  — ö'2)>?;'«+2+  ••• 
+  (Cp  —  o>_i)X;'"+^ -^  =  ö-i(/(;»'  —  >l-"'+i)  +  o-2(^"'+i— >^'"+2)-^ 

Da  der  absolute  Betrag  einer  Summe  kleiner  ist  als  die 
Summe  der  absoluten  Beträge,  und  da 
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ist,  so  wird 

(18.)  \S.n+p{x)  —  S^{x)\^\a,\{k^'^-k'-+')+\a^\{k'"+^~k'-^^)^  ... 

+  I  (Tp-i  I  (^'"+i'-2  —  /;'»+i'-l)  +  I  0-^  I  k"'+P-\ 

oder  mit  Eücksicht  auf  die  Ungleichungen  (14.) 

(19.)  I  S„,+p{x)  —  S„,{x)  I  ^  8{Ic"^  —  yt^+i  +  /t^+i  —  /;;'»+2  +  . . . 

Es  wird  also  |  S,n+p{x)  —  Sm{x)  \  für  hinreichend  grosse 
Werthe  von  m  beliebig  klein,  gleichviel,  welchen  Werth  x  in 
dem  Intervalle  von  0  bis  r  haben  mag,  d.  h.  die  Reihe  ist  in 
diesem  Intervalle  gleichmässig  convergent. 

Derselbe  Satz  gilt  für  das  Intervall  —  r  ^  ic  ^  0 ,  wenn 
die  Reihe  flir  x  gleich  —  r  convergent  ist. 

§  58. 

Convergenz  der  periodischen  Reihen. 

(Vergl.  die  Formel- TabeUe  Nr.  116  und  117.) 

Die  Reihen  von  der  Form 
(1.)  ^«0  +  ^'iCOSa:  +  fl!2C0s(22:)  -f  a3C0S(3.r)  +  ••• 

+  biünx  +  ^2  sin  (2a;)  +  63  sin  (3a;)  +  ••• 
nennt   man    ^^periodische   Reihen'-'',   weil   die  Glieder   sämmtUch 
denselben  Werth  behalten,  wenn  man  x  um  ein  Vielfaches  von 
'27V  vermehrt  oder  vermindert,  weil  sich  also  die  Werthe  der  Reihe 
periodisch  wiederholen,  wenn  a;  um  2  tt  wächst. 

Zunächst  möge  der  einfache  Fall  betrachtet  werden ,  wo 
die  Coefftcienten  «o,  «i,  «2,  03,...  alle  einander  gleich  und  die 
Coefficienten  5i,  Äo,  ^3,...  sämmtlich  gleich  0  sind;  es  sei  also 

(2.)  Sn  =  ttQ    -  +  cosa;  -}-  cos(2a;)  -f-  C0S(3a;)  +  •  •  •  +  C0S(» —  l)x 

Aus  der  bekannten  Formel 

sm  a  —  sm  6  =  2  sm  (  — - —  jcosf  — - —  j 

^  1   ,    ...  2m  -I-  1         ,       2ni  —  1 

folgt  lur  a  = X,     b  = X 

2  2 
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(3.)      2smf  -  jcos(ma:)  =  sinf — ~ x\ — sinf — ^ x\- 

Multiplicii't  man  Gleichung  (2.)  mit  2sinf-j>  so  erhält  man 
daher 

(4.)      2  ^«sin(l)  =  «0  [sin(|)+  {sin(|)  -  sm(|)} 

H f-  <Jsm  (^ — ;^—  o: j  —  sin  f  ^ — ^ — -  xjj 

.    /2n  -   1    \ 
=  «0  sm( ^^ a:  j  5 


oder 


.    /2w 

aosmi  - 


(5.)  Sn  = ^      ^ 


-) 


2sin(£) 

Wächst  w  in's  Unbegrenzte,  so  schwankt  der  Werth  von 
sinf^ — - — x\  zwischen  — 1  und  +  1,  nähert  sich  aber  keiner 
bestimmten  Grenze,  folglich  ist  die  Reihe  nicht  convergent. 

Jetzt  seien  die  Coefficienten  ^i ,  b^,  h, ...  alle  einander 
gleich,  und  die  Coefficienten  uq,  «i,  «o,  «a,..-  seien  sämmtlich 
gleich  0;  es  sei  also 

(6.)  Sn'  =  bi  [sinrc  +  sin  (2a-)  +  •  •  •  +  sm(fix)]. 

Aus  der  bekannten  Formel 


cos 


b  —  cosa  =  2smf — - — jsmf — - —  \ 


n ,   .  r..  2m  +  1         -       2m  —  1 

folgt  für  a  = -^ — X,     b  = V X 

/n\  o  •    /•'^  \   ■    /      N  /  2m  —  1    \  /  2m  +  1    \ 

(7.)  2sm(  -  jsm(m2;)  =  cosf x\ —  cosf xj 
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Miütiplicirt  man  Gleichung  (6.)  mit  2sin(^Y  so  erhält  man 


daher 
(8.) 


2^/sin(|): 


h 


^cosy-cos(^ 


+ 


{cos(|)-cos(^)}  + 


+  iCOs(^^-^:r 


)    -(-^4J 


=  bi    cosi  0—  cosT^^ x\[ 


oder 
(9.) 


*l 


ct<|) 


/in  +  1 
cos(— — 


') 


sm 


(1) 


eine  Grösse,  die  sich  ebenfalls  keiner  bestimmten  Grenze  nähert, 
wenn  n  in's  Unbegrenzte  wächst,  folglich  ist  auch  diese  Keihe 
nicht  conüergent. 

Bilden  die  Coefficienten  ao,  «i,  ao,  uz,...  oder  ä,,  bo,  b^,... 
eine  steigende  Eeihe,  so  können  sich  Sn  und  Sn  mit  wachsen- 
dem n  schon  deshalb  keiner  bestimmten,  endlichen  Grenze 
nähern,  weil  die  Bedingung 

lim  Un  =  0 

n=oo 

nicht  erfüllt  wiixl.  Man  braucht  daher  nur  noch  zu  unter- 
suchen, ob  die  periodischen  Reihen  dann  convergent  sind,  wenn 
die  Coefficienten  «o,  ^i,  a^,  «3,...  und  3i,  b-i,  b^,...  fallende 
Reihen  bilden.    Es  sei  jetzt  also 

(10.)      Sn  =  -^ßo  +  öiCOSo;  -f  a2COS(2x)  +  •••  -f  «rt_iCOS(w —  l)r. 

wobei 

(11.)         ao  >  «i  >  «2  >  •  •  •  >  ««  1  >  0     und    lim  a«  =  0 

sein  möge;  dann  wird  nach  Gleichung  (3.) 
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2^„sin  (0  =  aoshi (0  +  a\  sin  {^^  —  sin  \^\ 

+  a.{sm(f)-sin(f)] 

H 1-  ff«-i  I  sin  T-^ — 2:j  —  sin('=^ — x\   -. 

oder 

(12.)  2  /S,,  sin  f  0  ^  a„_i  sin  (^^-  ^)  = 

(öo  —  öl)  sin  r|  j  +  (a,  —  oa)  sin  \~^^  +  («2  —  «s)  sin  y^)  -\ 

+  {ün-i  —  a„_i)smf — - — x\  • 
In  der  Reilie 

(13.)    (ßo— Ol)  +  (ai— «2)  +  (ö2— a3j+ [-(«»-2— ««-l)  =  «0  — «n-l 

sind  sämmtliche  Glieder  positiv,  und  die  Summe  der  ersten  n 
Glieder  nähert  sich  mit  wachsendem  n  der  bestimmten,  endlichen 
Grenze  a^.  d.  h.  die  in  Gleichung  (13.)  angegebene  Reihe  ist 
unbedingt  convergent.  Deshalb  ist  auch  die  in  Gleichung  (12.) 
angegebene  Eeihe  unbeditigt  convergent,  da  der  absolute  Betrag 
der  einzelnen  Glieder  kleiner  ist  als  die  entsprechenden  Glieder 
in  der  Reihe 

(«0  —  öl)  +  (öl  —  a^)  +  («2  —  ßs)  +  •  •  •  • 

Da  noch 

Imi  a„_ism( — - —  )—  ^ 

ist.  so  nähert  sich  26'„sin(-)  mit  wachsendem  n  einer  bestimm- 
ten, endlichen  Grenze.     Dasselbe  gilt  auch  füi'  S,,  selbst,  wenn 
man  die  Werthe  von  x  ausnimmt,  für  welche   sinf-J  gleich  0 
wird.    Dies  giebt  den  Satz: 
Die  Reihe 

\ao  -j-  «iCOS-r  +  a2C0S(22;)  +  a3C0S(32-)  -4-  ••• 
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ist  convergeni  für  alle  Werthe  vo7i  x,  welche  von  0,  ±  27r, 
±47r,...  verschieden  sind,  loenn  die  Goefßcienten  üq,  a^,  a<iy 
az, ...  positiv  sind  und  eine  bis  in's  unendlich  Kleine  abnehmende 
Beihe  bilden. 

Indem  man  x  mit  x  +  n  vertauscht,  findet  man,  dass  die 
Reihe 

+  i^o  —  «iCOSa;  +  «2008(2^-) — a3C0s(3.r)  -\ ■••• 

unter  denselben  Bedingungen  für  alle  Werthe  von  x  convergirt, 
die  von  ±  jt,  dr  Stt,  ±  bn, . . .  verschieden  sind. 

Wenn  die  Coefficienten  Äi  ,  b^,  b^,...  positiv  sind  und  eine 
bis  in's  unendlich  Kleine  abnehmende  Eeihe  bilden,  wenn  also 

(14.)         bi  >  bo  >  bs  >  •  ■  ■>  b„  >  0     und     lim  b,,  =  0, 

n=oo 

so  findet  man  in  ähnlicher  Weise  aus 

(15.)  *$,/  =  ÄiSina;  +  ^»2 sin (2a;)  H +  b„sin(^nx), 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2sin(-]  multi- 
plicirt  und  Gleichung  (7.)  anwendet, 

(16.)  2^„'sin(|^=  6iCOs(0-(5i-62)cos(|-)-(Ä2--i3)cos(^|^ 
{bn-i  —  6„)cosf — ^ — x\—b„cos( — - — x\ . 

Nun  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  die  jetzt  geltenden  Voraus- 
setzungen die  Reihe 

(17.)  {bt  -  b.)  +  ib2  —  bi)  -\-{bs  —  b,)  +  -'-=b, 

unbedingt  convergent,  folglich  erst  recht  die  Reihe 

(bi  —  *2)C0s(^j+   (^2—   *3)C0sf--j+   (^3  —  *4)C0s(yj  H , 

bei  welcher  die  absoluten  Beträge  der  einzelnen  Glieder  noch 
kleiner  sind.     Da  hierbei  noch  sina:,  sin(2i?:),  sin(3a;), ...  sämmt- 

lich  gleich  0  sind  für  alle  Werthe  von  x,  für  welche  sin(|  j 
verschwindet,  so  bleibt  die  Reihe 
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öl  sin .r  +  ^2  sin  (2a;)  +  63  sin  (3a:)  -\ 

auch  noch  füi'  diese  Werthe  von  x  convergent,  und  man  erhält 
den  Satz: 

Die  Reihe 

hisinx  -\-  ^»2 sin (2a:)  4-  Z»3sin(3a-)  +  ••• 
ist  für  alle    Werthe   V07i  x   C07ivergent,    wenn    die  Coefficienten 
^ij  ^2,  Ö3,   •  •  positiv  sind  und  eine  bis  in's  unendlich  Kleine  ab- 
nehmende Reihe  bilden. 

Indem  man  x  mit  x  -\-  n  vertauscht,  findet  man.  dass  die 
Eeihe 

bismx  —  ^2  sin  (2a;)  +  A3  sin  (3a-) 1-  •  •  • 

unter  denselben  Bedingungen  für  alle  Werthe  von  x  convergirt. 

Beispiele. 

1)  Die  Reihe 

cos.r        cos  (2a;)       COS  (3a;) 
l+-j--ir— 2— +-^— +  ••• 

ist  convergent,  wenn  x  von  0.  ±  2/t,  ±  \n, . . .  verschieden  ist. 

2)  Die  Reihe 

sina;       sin  ('2a;)       sin  (3a;) 

ist  convergeut  für  alle  Werthe  von  x. 


VII.  Abschnitt. 

Maxima  und  Minima  von  entwickelten 
Functionen  einer  Yeränderliclien. 

§  59. 

Bedingungen,  unter  denen  ein  Maximum  oder  Minimum 
eintreten  kann. 

Wenn  sich  die  unabhängige  Veränderliche  x,  von  der  eine 
stetige  Function 

abhängt,  um  eine  sehr  kleine  positive  oder  negative  Grösse  ±  <z 
ändert,  so  sollen  die  zugehörigen  Werthe  der  Function,  nämlich 

f{x  —  a)     und    f{x  +  «), 
„zu  f{x)  henachharte  Werthe"   genannt  werden,   und   zwar  ist 
fix — a)    „ein   unmittelbar  vorhet-gehender''^ ,  f{x -\- a)   „ein  \m- 
miiifiVodiY  folgender  benachbarter  Werth"  der  Function. 

JVenn    nun  f{x)    grösser    ist  als    alle    unmittelbar    corher- 

gehejiden  und  folgenden    Werthe  der   Function^    so   heisst  f{x) 

„ei?i  Maximum'''' ;  und  icenn  fix)  kleiner  ist  als  alle  unmittelbar 

vorhergehenden  und  folgenden    Werthe    der  Functioti ,    so  heisst 

f{x)  ,,ein  Minimum''^ 

Im  ersten  Falle  sind  also  die  Differenzen 
^/i  =f{x  —  a)  —fix)  <  0     und     J^  =  f{x  +  a)  —fix)  <  0 ; 
im  zweiten  FaUe  sind 

J^  =fix  —  a)  —fix)  >  0     und    ^2  =fix  +  a)  —fix)  >  0. 
Am   besten  wird   man   sich  diese  Beziehung  klar  machen 
durch   die   geometrische  Deutung   der   Gleichung  (1.)    als  eine 

Kiepert,  Differential -Rechnung.  18 
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Curve.     Dieser  geometrischen  Deutung  sind  auch  die  oben  ein- 
geführten Bezeichnungen  entnommen. 

Wenn  z.  B.  der  Gleichung  (1.)  die  Curve  in  Figur  29  oder 
in  Figur  30  entspricht,  so  hat  die  Function  für 

X  =  Xi  =  OQi 
ein  Maximum  und  für 

X  =  X'2  =^   OQ2 

ein   Minimum,    d.  h.    die  Ordinate   Q\Pi   des   Punktes   Pi   ist 

grösser  als  die  Ordinaten  aller  benachbarten  Punkte,  und  die 

Ordinate  Q^P-i  ist  kleiner  als  die  Ordinaten  aller  benachbarten 
Punkte. 


Fig.  2iJ. 


Fig.  30. 


Damit  nun  die  Curve  einen  solchen  höchsten  Punkt  Fi 
erreicht,  muss  sie  vorher  steigen  und  nachher  fallen ;  und  damit 
sie  einen  solchen  tiefsten  Punkt  erreicht,  muss  sie  vorher  fallen 
und  nachher  steigen. 

Aus  diesen  Erwägungen  kann  man  die  Bedingungen  ableiten, 
unter  denen /(a:)  em  Maximum  oder  Minimum  wird. 

In  §  13  (Seite  82  und  83)  wai'  nämlich  gezeigt  worden,  dass 

(Z'U 

-^  =/'(^)  positiv  sein  muss,  wenn  die  Curve  mit  der  Gleichung 

y  —f{x)  in  dem  zugehörigen  Punkte  steigt,  und  dass  -~  =f'{x) 

dx 

negativ  sein  muss.   wenn  die  Curve  in  dem  zugehörigen  Punkte 

fällt.     Unabhängig  von  der  geometrischen  Darstellung  gab  dies 

den  Satz: 

We?m  eine  Function  y  =  /(rc)  gleichzeitig  mit  x  zunimmt, 
so    ist   die  Ableitung  für  den  betrachteten    Werth   von  x  positiv; 
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we7in  aber  die  Functioti  ahnimmt^  wahrend  x  zunimmt,  so  ist  die 
Ableitung  für  den  betrachteten   Werth  von  x  negativ; 
und  umgekehi't : 

Eine  Function  fix)  nimmt  gleichzeitig  mit  x  zu  für  alle 
Werf  he  von  x,  für  loelche  f\x)  positiv  ist,  und  die  Functio7i 
nimmt  ab,  während  x  zunimmt,  für  alle  Werthe  von  x,  für 
welche  f\x)  negativ  ist. 

Wenn  also  f{x)  ein  Maximum  werden  soll ,  so  muss  f'{x) 
aus  dem  Positiven  in  das  Negative  übergehen;  wenn  dagegen 
/■(a:)  ein  Minimum  werden  soll,  so  muss  f\x)  aus  dem  Negativen 
in  das  Positive  übergehen. 

Hieraus  folgt,  dass  f{x)  nur  für  diejenigen  Werthe  von  x 
ein  Maximum  oder  Minimum  werden  kann,  für  welche  die 
Ableitung  f\x)  einen  Zeichemcechsel  erleidet.  Setzt  man  voraus, 
dass  f'(x)  wohl  unendlich  gross  werden  kann,  dass  aber  alle 
übrigen  Fälle  der  Unstetigkeit  ausgeschlossen  sind,  so  tritt  ein 
solcher  Zeichenwechsel  nui'  dann  ein,  wenn  f\x)  entweder  gleich 
Null  oder  unendlich  gross  wü'd. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Function  fix)  kann  nur  für  diejenigen  Wei'the  von  x 
ein  Maximum  oder  Mi?iimum  werden,  für  v:elche  f'{x)  gleich 
Null  oder  unendlich  gross  wird. 

Aus  der  geometrischen  Deutung  der  Ableitung,  nämlich  aus 
(Formel  Nr.  16  dei'  Tabelle) 

folgt,  wie  auch  aus  den  Figuren  zu  ersehen  ist,  dass  in  den 
CmTenpunkten ,  welche  einem  Maximum  oder  Minimum  ent- 
sprechen, die  Tangente  zm^  X-Axe  oder  zur  Y-Axe  parallel 
sein  muss. 

Ist  f'{x)  =  0 ,  ist  also  die  Tangente  in  dem  zugehörigen 
Curvenpunkte  P  parallel  zur  X-Axe,  so  liegen  die  dem  Punkte 
P  benachbarten  Punkte  sämmtlich  unterhalb  oder  sämmtlich 
oberhalb  dieser  Tangente,  jenachdem  der  Punkt  P  einem  Maxi- 
mum oder  Minimum  entspricht  (vergl.  Fig.  29). 

Ist  f'{x)  =  oo,  ist  also  die  Tangente  parallel  zur  Y-Axe, 
so  hat  die  Curve  in  dem  zugehörigen  Punkte  P  eine  nach  oben 

18* 
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oder  nach  unten  gerichtete  Spitze,  jenachdem  der  Punkt  P  einem 
Maximum  oder  einem  Minimum  entspricht  (vgl.  Fig.  30). 

Die  Regel,  welche  sich  aus  den  vorhergehenden  Betrach- 
tungen für  die  Aufsuchung  der  Maxima  und  Minima  ergiebt,  ist 
daher  die  folgende: 

Man  ermittele  diejenigen  Werthe  von  x,   für  welche. /'(a^) 
gleich  Null  oder  unendlich  gross  wii'd,  und  untersuche  dann  für 
die  dadurch  gefundenen  Werthe  von  x  noch  das  Vorzeichen  von 
fix  —  d)  und  f\x  +  d). 

Wird  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 
f'{x-a)<:Q 
und 

fix  +  a)  >  0, 
so  hif{x)  ein  Minimum,  wie  man  aus  den  Figui-en  31  und  32 
erkennt,  in  denen 

OQi  =  x  —  a     und     0Q2  =  x-\-a 
sein  möge. 


Fig.  31. 


^'    pJ^ 


Fiff.  32. 


Q,      Q      Q2 


Q,   Q   Q2 


Wird  dagegen  für  him-eichend  kleine  Werthe  von  a 

und 

fix  +  a)  <  0, 

so  ist  f{x)  ein  Maximum,  wie  man  aus  den  Figuren  33  und  34 
erkennt,  in  denen  wieder 

OQi  =  X  —  a    und     OQ2  =  x  -\-  a 
sein  möge. 
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Fig.  33.  Fig.  34. 
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Bemerknngen. 

1)  Es  kann  vorkommen,  dass /'(x  —  a)  und /'(x  +  a)  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  a  beide  positiv  sind,  obgleich  f'{x)  =  0  (vergl.  Fig.  35") 
oder  obgleich  f'{x)  =  oo  wird  (vergl,  Fig,  36).  Ebenso  kann  es  vor- 
kommen, dass  f'{x  —  a)  und  f'(x-\-a)  für  hinreichend  kleine  Werthe 
von  a  beide  negativ  sind,  obgleich  f'[x)^0  (vergl.  Fig,  37),  oder 
/'(x)  =  oo  wird  (vergl.  Fig.  38).  In  diesen  Fällen  ist  f(x)  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum.  Die  Cui'ven  haben  vielmehr  in  den  zu- 
gehörigen Punkten  einen  Wendepunkt. 

Fig.  35. 


Fig.  37 


Fig.  38. 


Q,      Q 


2)  Wenn  man  für  einen  bestimmten  Werth  von  x  die  Vorzeichen 
von  /'(x  —  a)  und/'(x-|-a)  untersuchen  will,  so  ist  es  nothwendig,  die 
Grösse  a  hinreichend  klein  zu  wählen ,    um    sichere  Schlüsse   über  das 
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Fig-  3''-  Auftreten  eines  Maximums  oder  Mini- 

mums ziehen  zu  können. 

Wäre  z.  B.  die  Curve,  welche  der 
Function 

entspricht,    durch   die   Figur  39    dar- 
gestellt,   so    würde  f{x)  für  x=  OQ 
ein  Maximum.    Trotzdem  erhielte  man, 
wenn  a  so  gross  gewählt  würde,  wie 
es  in  der  Figur  geschehen  ist, 
/'{x  —  aXO     und    f'{x  +  a)>0. 
Aus  diesen  Ungleichungen  würde   man  also  den   falschen  Schluss 
ziehen,  dass  /(x)  eiu  Minimum  sei. 

Wenn  man  aber  a  hinreichend  klein  wählt,  so  ist  auch  in  diesem 
Falle,  wie  man  von  vornherein  erwarten  konnte,  die  angegebene  Regel 
bestätigt,  d.  h.  es  wird 

/'(^-«)>U     und    /(x  +  a)<0, 
dem  Umstände  entsprechend,  dass  f{x)  ein  Maximum  ist. 


§  60. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Man  soll  untersuchen,  für  welche  Werthe  von 
z  die  Function 

(1.)  y  =  {{x^  —  9x'  +  löx  +  30)  =/(a;) 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung.    Aus  GTleichung  (1.)  folgt 
(2.)  ,f{x)  =  ^  {x'  —  Qx  +  5)  =  ^(x~  1)  (z  —  5). 

Die  beiden  Werthe  von  x ,    für  welche  f'(z)  gleich  Null 
wird,  sind  also 
(3.)  X  =  1     und     X  =  5. 

Füi^  diese  Werthe  kann  möglicher  Weise  ein  Maximimi  oder 
Minimum  eintreten.  Um  zu  entscheiden,  ob  das  eine  oder  das 
andere  wii'klich  stattfindet,  bilde  man  nach  Anleitung  des  vorigen 
Paragraphen 

1 


/'(l-a)  =  i-(l-a-l)(l 


und 


a  —  5)  =  -  (a  +  4) 
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/'(l  +  a)  =  I  (1  +  a  —  1)  (1  +  a  —  5)  =  I  (a  -  -  i). 

Fiii'  liinreiclieiid  kleine  Werthe  der  positiven  Grösse  a  ist 
daher 

(4.)  ./'(l-a)>0,    /'(l  +  a)<0, 

folglich  ist 

(5.)  /(l)  =  ^-(1  —  9  +  15  +  30)  =  f  =  6,1666  . . . 

ein  Maximum. 

Ebenso  bilde  man 

/'(5  —  d)  =  \{b—a—  1)(5  —  a  —  5)  =  —  -  (-1  —  a) 
und 

f'ib  +  a)  =  ^(5  +  a  --  1)(5  +  a  —  5)  =  +  |  (4  +  a). 

Für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  ist  daher 
(6.)  /'(5  —  a)  <  0     und    /'(5  +  a)  >  0, 

folglich  wii'd 

(7.)       f{ö)  =  -^125  — 225  4-  75  +  30)  = -|  =  0,8333  .. . 
ein  Minimum. 

Man  könnte  jetzt  noch  fragen,  für  welche  Werthe  von  x 
die  erste  Ableitung  f\x)  unendlich  gross  wird.  Diese  Frage 
beantwortet  sich  aber  nach  Gleichung  (2.)  dahin^  dass  es  keinen 
endlichen  Werth  von  x  giebt,  für  welchen /'(ä;)  unendlich  gross 
wird. 

Demnach  sind  a;  =  1  und  x  =  b  die  einzigen  Werthe  von 
X,  für  welche  die  Function  ein  Maximum  oder  Minimum  werden 
kann. 

Bemerkung. 

Die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resultates  kann  man  durch  die 
geometrische  Deutung  der  Gleichung  (1.)  anschaulich  machen.  Aus 
dieser  Gleichung  üadet  man  nämlich 
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Fiff.  40. 


Y 

P> 

j 

1 

/    \ 

\     / 

1 

1     0 

(?, 

Q, 

y  =  —  7,333  .  . 

für  «=  —  2, 

y  =  -\r  0,833  .  .  . 

,.     x  =  -l, 

y  =  +  5 

n     ar=       ü, 

^  =  -(-6,166  .  . 

«     a:  =  +  1, 

i/  =  +  5,333  .  . 

„     ^  =  +  2, 

?/=  +  3,5 

„     a:  =  +  3, 

y  = +  1,666  .  . 

«     a:  =  +  4, 

2/  =  -f  0,833  .  . 

.     ^     a;  =  +  5, 

y  =  +  2 

V     a:  =  +  6, 

y  = +  6,166.. 

•     «     x==  +  7. 

Wenn  man  nach  diesen  Angaben 
die  Curve  zeichnet,  welche  der  Glei- 
chung (1.)  entspricht,  so  findet  man 
in  der  That ,  dass  dem  Werthe  arj  =  O  Qi  =  1  ein  Maximum  und  dem 
Werthe  x^=  0Q2  =  ö  ein  Minimum  entspricht. 

Der  Anblick  der  Figur  lehrt  femer,  dass  die  3Iaxtmal-  Werthe  durch- 
aus nicht  immer  die  grössten  Functions  -  Werthe  sind,  und  dass  die 
Minimal  -  Werthe  ebenso  wenig  die  kleinsten  Functions  -  Werthe  zu  sein 
brauchen.  Die  Maximal  -  Werthe  sind  nur  grösser,  und  die  Minimal- 
Werthe  sind  nur  kleiner  als  die  benachbarten  Werthe  der  Function. 

Aufgabe  2.  Man  soll  untersuchen,  füi^  welche  Werthe  von 
X  die  Function 

(8.)  y  =  i  (x^  —  6x''  +  12x-\-  48)  =  f{x) 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (8.)  folgt 
(9.)  f\x)  =  ^(Sx^  -  12z  4-  12)  =  |(:r  -  2)^ 

Der  einzige  Werth  von  x,  für  welchen  /'(x)  gleich  Null 

wii'd,  ist 

X  =  2, 

während  f'{x)   für   keinen   endlichen  Werth   von   x   unendlich 
gross  wird. 

Um  zu  entscheiden,  ob  für  a:  gleich  2  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  eintritt,  bilde  man 


und 


/t2-a)  =  f(2 


2)2  =  I  «2 


2y=la\ 


f\2  +  a)  =  1(2  -f  « 

Es  ^ii'd  also 
(10.)  f'(2  ~a)>  0     und    /'(2  -f  a)  >  0, 

folglich  ist  /(2)  weder  eiu  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Da  a:  =  2  der  einzige  Werth  von  x  war.  füi'  welchen  mög- 
licher Weise  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten  konnte,  so 
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besitzt  die  Function  überhaupt  weder  ein  Maximum  noch  ein 
Minimum. 

Gleichung  (8.)  giebt 

y  =  —  1         für  a:  =  —  2,  Fig  41. 

2/  ^  +  3,625    „    X  =  ~  1, 

i/  =  +  6  .     x=       0, 

y=  +  6,875     „     x=  +  \, 

y  =  +  7  „ä:=+2, 

y=  +  7,125     „     a-  =  +  3, 

y=+S  „     a;  =  +  4, 

y=  +  10,375  „    x=  +5, 

y  =  +  15  „     X  z^  -\-  ß. 

Construirt  man  hiernach  die  Curve, 
welche  der  Gleichung  (8.)  entspricht 
(Fig.  41) ,  so  findet  man  es  bestätigt, 
dass/(a:)  für  keinen  Werth  von  x  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  wird.  Man 
sieht  vielmehi-,  dass  die  Curve  füi-  x  gleich  2  einen  Wendepunkt 
besitzt. 

Aufgabe  3.    Man    soll  die  Werthe  von  x   bestimmen,   für 
welche 
(11.)  y  =  m-^b  -^{x-cf  =f{x) 

ein  Maximum  oder  Minimum  wii^d. 

Auflösung.    Die  Gleichung  (11.)   kann   man   auf  die  Form 

(IIa.)  f{x)  =  m  —  b{x  —  c)  ^ 

bringen  und  erhält  daraus 

2  —3  —  25 

(12.)  fix)  ^~-h{x-C)     ': 


Hieraus  folgt,  dass  /'(.r)  für  keinen 
endlichen    Werth    von    x    gleich    Null 
werden  kann.    Dagegen  wird 
(13.)    f'{x)  =  oo     füi^    x  =  c. 

Dies  ist  also  der  einzige  Werth 
von  X,  füi'  welchen/(a:)  möglicher  Weise 
ein  Maximum  oder  Minimum  ^mrd.  Um 
darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 
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4^>f  \  —26  +26 

/  (c  —  a)=      ^  =  -  5/-^- 

o-y  {c — a  —  cf       öy  a^ 

und 

—  26  —26 

f'(c  +  «)  =  =  -jj=  ' 

5y  (c  +  a  —  c/       5y  a^ 

Unter  der  Voraussetzung,    dass    b   eine  positive  Zahl  ist, 

erhält  man  also 

(14.)  f\c  —  a)  >  0     und    f\c  +  a)  <  0, 

folg-Kch  wii^d 

(15.)  /(c)  =  m 

ein  Maximum.    (Vergl.  Fig.  42.) 

Aufgabe  4.  Von  einem  Rechteck  ist  der  Umfang  gleich  2c, 
wie  gi^oss  muss  man  die  Seiten  machen,  damit  der  Flächeninhalt 
ein  Maximum  wird? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  eine  Seite  AB  mit  x,  so 
wii'd  die  andere  Seite 

(16.)  BO=c-'X, 

]^     und  der  Flächeninhalt 

(17.)  F=f{z)  =  x{c  --x)  =  cx—x^; 
mithin  liefert 

(18.)  f'{x)  =  c~^2x  =  0 

den  Werth 
(19.)  x  =  \c. 

Um  zu  entscheiden,  ob  für  diesen  Werth  von  x  wii'klich 
ein  Maximum  eintritt,  bilde  man 

f'{x  —  a)  =/'  ^1  — ^  (A  =  c  —  (c  —  2a)  =  +  2a 
und 

f'{x  +  a)  =/'  ^^+a^  =  c  —  {c  +  •2a)  =  —  2a. 

Da.  f'(x —  a)  >  0  und/'(2:  +  a)  <  0  ist,  so  wird/(2;)  ein 
Maximum.    Dies  giebt  den  Satz: 

ü?iter  allen  Rechtecken  mit  gleichem  TJmfayige  hat  das 
Quadrat  den  grössten  Flächetiinhalt. 
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Aufgabe  5.  Von  einem  Dreieck  ABO  sind  zwei  Seiten  b 
und  c  gegeben;  wie  gross  muss  der  eingeschlossene  Winkel  sein, 
wenn  der  Flächeninhalt  ein  Maximum  werden  soll? 

Auflösung.    Nennt  man  den  eingeschlossenen  Winkel  x,  so 
wird  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
(2U.)  2F=  bc&iüx  =f{x), 

also  wird 

TT 

(21.)     f'(x)  =  bccosx  =  0  für  X  =  —  i 


folglich  wird  f{x)  ein  Maximum  f üi*  a;  =  -  j  d.  h.  der  Flächen- 

inhalt    des    Dreiecks    wü^d    am    grössten,    wenn    der  von   den 
gegebenen  Seiten  b  und  c  eingeschlossene  Winkel  ein  recliter  ist 


§  61. 

Entscheidung  über  das  Eintreten  eines  Maximums  oder 
Minimums  durch  Untersuchung  der  höheren  Ableitungen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  118.) 

Die  Fälle,  wo  f\x)  unendlich  gross  wird,  mögen  in  den 
folgenden  Untersuchungen  ausgeschlossen  sein.  Es  soll  vielmehr 
vorausgesetzt  werden,  dass  die  Function  f(x)  mit  ihren  w  ersten 
Ableitungen  f\x) ,  f"{x) , ...  f^'%x)  stetig  und  endlich  sei,  wobei 
über  die  Zahl  n  später  noch  passend  verfügt  werden  soll.  Dann 
ist  nach  Formel  Nr.  87  der  Tabelle  unter  Anwendung  der 
zweiten  Form  des  Eestes 

(1.)    f{x  +  h)  =f{x)  +  -t^U  +  't^h^  +  ■  ■  ■  +^Ä«  +  R, 

(2.)  72  =  4  {P%o:  +  Qh)  —ß%x)]h^\ 

Setzt  man  in  dieser  Ent Wickelung  das  eine  Mal 
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Ä  =     -  « 

und  das  andere  Mal 

h—+  a. 

SO  kann  man  dieselbe  benutzen,  um  das  Vorzeichen  von 
(3.)  J^  =f{x  —  a)  —fix)  und  von  Jo  =f{x  +  a)  —f{x) 
zu  bestimmen.  Sind  nun  diese  Differenzen  für  hinreichend  kleine 
Werthe  von  a  beide  negativ,  so  wii'd/(a:)  offenbar  ein  Maximmn; 
sind  aber  diese  Differenzen  beide  positiv,  so  wird  f{x)  ein  Mini- 
mum; haben  endlich  diese  beiden  Differenzen  verschiedenes 
Zeichen,  so  tritt  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein. 

Für  n  =  l  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.) 
(4.)     J  =f{x  +  h)  ^f{x)  =-^i  /.  +  [f{x  +  Qh)  -fix)]  h. 

Hierbei  werde 

(5.)  f'{x  +  eh)~fXx)  =  a 

gesetzt,  dann  erhält  man 

(4a.)  fix  +  h)  ^  fix)  =  ~  [fix)  +  «]. 

Da  «  =  0  ist  für  h  =  0,  so  wü'd  wegen  der  Stetigkeit  der 
Function /'(a:)  die  Grösse  «  mit  h  zugleich  beliebig  klein.  Ist 
also 

(6-)  /'(^)^0, 

so  kann  man  h  so  klein  wählen,  dass  «,  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, kleiner  wii^d  als  fix).  Das  Vorzeichen  der  Klammer- 
grösse  f'(x)  -f  a  wird  deshalb  mit  dem  Vorzeichen  von  fix) 
übereinstimmen.  Ist  «  gleich  «i  für  ä  =  —  a  und  a  gleich  «2 
für  h=  -i-  a,  so  folgt  hieraus,  dass 

J,  =fix  -  a)  -fix)  =  -  a  [fix)  -f  «,] 
™  J,  =fix  -f  a)  -fix)  =  +  « [fix)  +  a,] 

entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  dass  also  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  eintreten  kann,  so  lange  die  Ungleichung  (6.) 
besteht. 

Ein  Maximum  oder  Minimum  von  fix)  kami  -väelmehr  nur 
eintreten,  wenn 
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(7.)  fix)  =  0 

ist.     Die  geometrische  Deutung  dieses  Resultates  giebt  wieder 

den  Satz: 

Die   Tangente  in  einem  Curvenpunkte^  xcelcher  einem  Maxi- 
mum oder  Minimum  entspricht,  ist  der  IL-Axe  parallel. 

Ist  Gleichung  (7.)  befiiedigt,  so  füge  man  noch  die  Voraus- 
setzung hinzu ,    dass  auch  /"{x)   für  die  betrachteten  Werthe 
von  X  stetig  sei,  und  dass 
(8.)  f"{x)^0. 

Nach  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  wird  dann  für  n  gleich  2 

j=f{x+h)^f{x)  ='f^h+^-^h^+^[f"{x-{-eh)  -f"{x)]h\ 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (7.) 

(9.)  j  =f{x  +  h)  -f{x)  =  |:  [f"{x:)  +  ß] , 

wobei 

(10.)  f"{x-{-0h)-f"{x)  =  ß 

gesetzt  worden  ist.  Da  /^  =  0  ist  füi'  A  =  0 ,  so  wii'd  wegen 
der  Stetigkeit  von  f"{x)  diese  Grösse  ß  mit  h  zugleich  beliebig 
klein.  Man  kann  also  h  immer  so  klein  wälilen,  dass  ß,  vom 
Vorzeichen  abgesehen ,  kleiner  wird  als  f'\x) ,  dass  also  das 
Vorzeichen  von  f"(x)  über  das  Vorzeichen  der  Klammergrösse 
f"(x)  +  ß  entscheidet.  Ist  ß  gleich  ßi  für  /i  =  —  «,  und  ß 
gleich  ß-2  für  h  =  -\-  a,  so  folgt  hieraus,  dass 

J,  =f{x  -  a)  -/(:r)  =  ~  [f'^x)  +  ß,] 

und 

J,  =f(x  +  a)  -fix)  =  1^  {fix)  +  ß.:\ 

gleiches  Vorzeichen  haben,  dass  also  ein  Maximum  eintritt,  wenn 
f"{x)  negativ  ist,  während  ein  Minimum  eintritt,  wenn/"(2;) 
positiv  ist. 

Dies  giebt  die  folgende  Regel: 

Ist 

f\x)  =  0     und   fix)  <  0, 

so  wird  f{x)  ein  Maximum;  ist  dagegen 
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f'{x)  =  0     und    f"{x)  >  0, 
so  xoird  fix)  ein  Minimum. 

Es  bleibt  nur  der  Fall  übrig,  wo 
(11.)  /'(^)  =  0    und   f"{x)  =  \). 

Fügt  man  dann  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  f'"{x)  für 
die  betrachteten  Werthe  von  x  stetig  sei,  und  dass 
(12.)  ./""(^)^0, 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  füi'  w  =  3 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (11.) 

3l 


(13.^  f{x  +  K)  -f{x)  =  ~  [f"'{x)  +  y] 


wobei 

(14.)  f"'{x  +  0A)   ~/-(:r)  =  r 

gesetzt  worden  ist.  Da  y  =  0  ist  für  h  =  0,  so  wird  wegen  der 
Stetigkeit  von  f"'{x)  diese  Grösse  r  mit  h  zugleich  beliebig 
klein.  Man  kann  also  li  immer  so  klein  wählen,  dass  y,  vom 
Vorzeichen  abgesehen ,  kleiner  wird  als  f"'{x) ,  dass  also  das 
Vorzeichen  von/"'(a;)  über  das  Vorzeichen  der  Klammergrösse 
f"'{x)-\-  Y  entscheidet.  Ist  nun  y  gleich  y^  für  h  =  —  a,  und 
;'  gleich  y-i  für  h  =  -\-  a,  so  folgt  hieraus,  dass 

J,  =f{x  ~  a)  -f{x)  =  -  1^  [f"'{x)  +  n] 

und 

J,  =f{x  +  a)  ^f{x)  =  +  1^  [f"\x)  +  y.^ 

entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  dass  also  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  eintreten  kann,  so  lange  neben  den  Gleichungen 
(11.)  die  Ungleichung  (12.)  besteht. 
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Ist  dagegen  auch/'"(a;)  gleich  Null,  ist  also 
(15.)  f'{^)  =  %    /"(^)  =  0,    r'{x)  =  Q, 

so  füge  mau  die  Voraussetzung  hinzu ,  dass  f^*\x)  für  die  be- 
trachteten AYerthe  von  x  stetig  sei,  und  dass 

(16.)  ß'K^)^^ 

wird.    Jetzt  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  für  n  =  4, 

wenn  man  die  Gleichungen  (15.)  berücksichtigt, 

(17.)    fix-^h)^fix)  =-f^h'  +  |j  [/W(a:  +  e/i)  -fi*^{x)\h^ 

wobei 

(18.)  /(4)(.r  +  &h)  —ß*K^)  =  ^ 

gesetzt  worden  ist.     Da  d  =  0  ist  für  h  =  0,  so  wird  wegen 

der  Stetigkeit  von/(*)(a;)  diese  Grösse  d  mit  h  zugleich  beliebig 

klein.     Man  kann  also  /^  immer  so  klein  wählen,    dass  6,    vom 

Vorzeichen   abgesehen,   kleiner  wii'd  als/(*^(.-r) ,   dass  also  das 

Vorzeichen  von  f^^\x)  über  das  Vorzeichen  der  Klammergi'össe 

ß*^(x)  +  d  entscheidet.     Ist  nmi  ö  gleich  di  füi-  h  =  —  a,   und 

d  gleich  öo  für  h  =  +  a,  so  folgt  hieraus,  dass 

J,  =f{x  -  a)  -fix)  =  ll  [f^>{x)  +  d,] 

und 

J,  =f{x  +  d)  -fix)  =  ^  [/(*)(:r)  +  J2] 

gleiches  Vorzeichen  haben,  dass  also  fix)  ein  Maximum  mrd, 
wemi/(*^(a;)  negativ  ist,  während /(a:)  tm  Minimum  wird,  wenn 
f^*^{x)  positiv  ist. 

In   dieser   Weise   kann   man   fortfahren.     Ganz    allgemein 
findet  man  das  folgende  Kesultat: 

Es  sei  für  einen  bestimmten  Werth  von  x 
(19.)    f\x)  =  0,    fix)  =  0,    f"'{x)  =  0,  . .  .ß'^-^x)  =  0, 
ß^"\x)  dagegen  sei  von  Null  verschieden  und  für  die  betrachteten 
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Werthe  der  Veränderlichen  stetig;  dann  folgt  aus  den  Gleichungen 
(1.)  und  (2.)  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (19.) 

(20.)    f{x^h)-f{x)  =^-^h-  +  ^  [ß%x  +  Qh)  ~ß-\x)\h- 

wobei 

(21.)  /(")(:r  +  eh)  —ß%x)  =  V 

gesetzt  worden  ist.  Da  v  =  0  ist  f ür  ä  =  0  ,  so  wird  wegen 
der  Stetigkeit  von  ß'^\x)  diese  Grösse  v  mit  h  zugleich  beliebig 
klein.  Man  kann  also  h  immer  so  klein  wählen ,  dass  v ,  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen,  kleiner  wird  als/(")(a;),  dass  also  das 
Vorzeichen  von/*")(a:)  über  das  Vorzeichen  der  Klammergrösse 
/(")(.r)  +  V  entscheidet.  Ist  nun  v  gleich  vi  für  h  =  — a  und 
V  gleich  vo  für  Ä  =  +  a,  so  ergiebt  sich  hieraus,  dass 


und 


J,  ^f{x  -  d)  -fix)  =  (-  D»  ^  [ß^x)  +  V,] 


J,  =ßx  +  a)  -fix)  =  ^  [/(»)(.:)  +  v,^ 


gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben,  jenachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Daher  wirdy(.r)  ein  Maximum^  wenn  n  gerade  und/'^^fa:) 
negativ  ist; /(a;)  wird  ein  Minimum^  wenn  n  gerade  und/(''^(a-) 
2Jositiv  ist.  Wenn  dagegen  w.  ungerade  ist,  so  vmdi  fix)  weder 
eiQ  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Dies  giebt  die  allgemeine  Regel: 

Um  die  TVerthe  von  x  zu  bestimmen  ,  für  v:elche  fix)  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird  ^  bestimme  man  die  Werthe  von 
x,  für  welche  fix)  gleich  Null  loird.  Bin  solcher  W&rth  sei  x, 
xmd  f^^^ix)  sei  die  erste  spätere  Ableitung^  xcelche  für  diesen 
Werth  von  x  Glicht  verschwindet ;  dann  ist  f(x)  ein  Maximum^ 
wenn  n  gerade  und  ß"^ix)  negativ  ist;  ßix)  ist  ein  Minimum, 
icemi  71  gerade  und  ß^\x)  positiv  ist.  Dagegen  tritt  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  ein,  icenn  n  ungerade  ist. 
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Bemerkungen. 

1)  Gewöhnlich  wird  n  gleich  2,   nur  ausnahmsweise  kommen  auch 
grössere  Werthe  von  n  in  Betracht. 


Fig.  45. 


Fig.  IG. 


Q. 


-X 


2)  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  vier  wesentlich  verschiedene 
Fälle  eintreten  können,  wenn  für  irgend  einen  Werth  von  x 

wird. 

I.  Ist  unter  dieser  Voraussetzung  entweder  /"(x)  nef/ativ^  oder 
f"(x)  gleich  Null  und  die  erste  höhere  Ableitung,  welche  von  Null  ver- 
schieden ist,  von  gerader  Ordnung  und  ner/ativ,  so  wird  der  entsprechende 
Werth  der  Function  ein  IHctximum  (vergl.  Fig.  45). 

IL  Ist  unter  der  Voraussetzung ,  dass  /'{x)  =  0  wird ,  entweder 
f"(x)  positiv ,  oder  f"{x)  gleich  Null  und  die  erste  höhere  Ableitung, 
welche  von  Null  verschieden  ist,  von  gerader  Ordnung  und  positiv,  so 
wii'd  der  entsprechende  Werth  der  Function  ein  Minimum  (vergl.  Fig.  46). 

in.  Ist  für  einen  Werth  von  x^  für  welchen /'(x)  =  0  wird,  auch 
/"(x)  =  0,  imd  ist  entweder  f"'(x)  positiv,  oder  f"'{x)  gleich  Null  und 
die  erste  höhere  Ableitung,  welche  von  Null  verschieden  ist,  von  utr 
gerader  Ordnung  imd  positiv,  so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  (vergl.  Fig.  47). 


Fig.  47 


Fig   48. 


IV.     Ist  für  einen  Werth  von  x  ,    für  welchen  /'(a:)  =  0  wird  ,    auch 
f"{x)  =  0,  und  ist  entweder  f"'i_x)  negativ,    oder  f"'{x)  gleich  Null  und 
die  erste  höhere  Ableitung ,   welche  von  Null  verschieden  ist ,    von  un- 
Kicpert,  Differential- Rechnung.  19 
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gerader  Ordnung  und  negativ,  so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  (vergl.  Fig.  4öj. 

3)  In  den  Figuren  47  und  48  ist  der  Punkt  P  ein  Wendepunkt,  und 
zwar  steigt  die  Curve  in  Figur  47  bis  zum  Punkte  P  und  fährt  unmittel- 
bar hinter  ihm  fort,  zu  steigen.  Im  Punkte  P  selbst  ist  die  Richtung 
der  Curve  parallel  zur  A"-Axe. 

In  Figur  48  dagegen  fällt  die  Curve  bis  zum  Punkte  P  und  fährt 
unmittelbar  hinter  ihm  fort,  zu  fallen.  Auch  hier  ist  P  ein  Wendepunkt, 
in  welchem  die  Richtung  der  Curve  zur  X-Axe  parallel  ist. 


§  62. 

Anwendungen. 

Es  möge  diese  Methode  zunächst  auf  die  Aufgaben  ange- 
wendet werden,  welche  schon  in  §  60  behandelt  worden  sind; 
Aufgabe  3  daselbst  kommt  hier  aber  nicht  in  Betracht,  Aveil 
hier  nur  die  Fälle  berücksichtigt  werden,  in  denen /'(a-)  stetig 
und  endlich  bleibt. 

Aufgabe  1.     Füi-  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 
(1.)  y  =  |(a:3  —  9z''  +  15a;  -f  30)  =f{x) 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.     Man  bilde 
(2.)  f{x)  =  ^ !  a:2  —  6a;  -f  5)  =  H^  —  1)  (^  —  5). 

(3.)  f"ix)=x-S 

und  bestünme  die  Werthe  von  x,  füi-  welche  f'{x)  gleich  0  wü'd. 
Dadm'ch  findet  man 
(4.)  X  =  1     und    X  =  b. 

Für  diese  Werthe  kaim  möglicher  Weise  ein  Maximum  oder 
Minimum  eüitreten.    Um  darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 
(5.)  /"(l)  =  -  2     und   f"{b)  =  +  2, 

folglich  wird 

(6.)  /(1)=  6,1666... 

ein  Maximum^  weil  /'"(l)  negativ  ist,  und 
(7.)  /(5)  =  0,8333  .. . 

ein  Mifiimum,  weil/""(5)  positiv  ist. 

(Vergl.  Fig.  40  auf  Seite  280.) 
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Aufgabe  2.    Füi'  v/elche  Werthe  von  x  wii'd  die  Function 
(8.)  y  =  1  (.z3  __  ßx^  +  12a;  +  48)  =f{x) 

ein  Maximum  oder  Minimum  ? 

Auflösung.    Man  bilde 
(9.)  f'{x)  =  -|(a;2  _  4z  +  4)  =  |(:r  -  2)^, 

(10.)  /"(:r)  =  |(rr~2) 

und  bestimme  die  Werthe  von  x,  für  welche  f'(^)  gleich  0  mrd. 
Dadurch  findet  man  nur  den  einzigen  Werth 
(11.)  x  =  2, 

für  den  möglicher  Weise  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten 
kann.  Um  darüber  zu  entscheiden,  bildet  man,/ "(2)  und  findet 
(12.)  /"(2)  =  0. 

Deshalb  muss  man  noch  die  dritte  Ableitung 
(13.)  f"\x)  =  f 

bilden.  Da  diese  Ableitimg  sogar  für  jeden  Werth  von  x  von  0 
verschieden  ist,  so  Xriii  iveder  ein  31aximum  noch  ein  Minimum 
ein. 

(Vergl.  Fig.  41  auf  Seite  281.) 

Aufgabe  3.    Für  welche  Werthe  von  x  wird 
(14.)  f{x)  =  x{c  —  x)  =  ex  —  x"^ 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.    Man  bilde 
(15.)  /'(.r)  =  c-2rr, 

(16.)  f"{x)  =  -2 

und  bestimme  den  Werth  von  x,  für  welchen  f'{x)  gleich  0  \md. 
Dadurch  findet  man  nur  den  einzigen  Werth 
(17.)  x  =  ^c. 

Ddi  f"{x)  im  Jeden  Werth  von  x  negativ  ist,  so  wird/(a:) 
für  X  =  \c  ein  Maximum. 

Aufgabe  4.    Für  welche  Werthe  von  x  wird 
(18.)  f{x)  =  bcsmx 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

19* 
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Auflösung.     Man  bilde 
(19.)  f\x)  =  bc  cos  X, 

(20.)  /"(x)  =  —  bcsmz 

und  bestimme  den  Werth  von  x,  für  welchen  f'(x)  gleich  0  wird. 
Dadurch  findet  man,  weil  der  Dreieckswinkel  x  kleiner  als  ti 
sein  muss,  den  einzigen  Werth 

TT 

(21.)  x=^- 

Um  zu  entscheiden,  ob  für  diesen  Werth  von  x  wirklich 

ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  bildet  man  ./"(v)  )   ^^^ 

findet 

(22.)  -^""(D^-*^- 

Da  dieser  Werth  negativ  ist,  so  wird./(  M  ein  Maximum. 
Aufgabe  5.     Die  Function 

f{x)  =x^~  2ax  +  52 
wird  ein  Minimum  für  x  =  a,  und  zwar  wird 

/  {z)  =  52  —  aK 

Aufgabe  6.     Die  Function 

f{x)  =  x^  —  18a:2  4-  gg^  _  20 
wird    ein  Maximum    für    a:  =  4   und  ein  Minimum   für  ä:  =  8 ; 

dabei  ist 

/(4)  =  140    und   /(8)  =  108. 

Aufgabe  7.    Die  Function 

f{x)  =  a-\-{x—cY 
wird  ein  Minifnum  für  x  =  c.  und  zwar  ist 

f(c)  =  a. 

Aufgabe  8.     Die  Function 

f{x)  =  a  -\-  {x  —  c)^ 
hat  weder  ein  Maximtim  noch  ein  Minimum. 
Aufgabe  9.     Die  Function 

f{x)  =  a  +  {x-~  cf 
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"wird  ein  Minimum  für  x  =  c,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist;  sie 
ist  dagegen  weder  ein  Maxi7num  noch  ein  3Iitiimum,  wenn  n 
eine  ungerade  Zahl  ist. 

Aufgabe  10.    Die  Function 

f{x)  =  x\a  —  xf  =  «3^2  _  3ß2^3  ^  2>ax^  —  x^ 
wird  unter  der  Voraussetzung-,  dass  a  positiv  ist,  für  x  =  o  ein 

Minimum,  für  x^  ~  ein  Maximum  und  füi'  x  =  a  weder  ein 
5 

Maximum  noch  ein  Minimum,  obgleich /'(a)  =  0  ist. 

Aufgabe  11.    Die  Function 

f{x)  =  {x  —  iy{x  +  2f 
wird  füi^  X  =  1  ein  Minimum^ 

für  a:  =  —  —  ein  Maximum 

und  für  a;  =  —  2  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimwn , .  ob- 
gleich /'(—  2)  =  0  ist. 

Aufgabe  12.    Die  Function 

wu^d  füi*  X  =^  —  ein  Maximum, 
e 

Aufgabe  13.    Die  Function 

wü^d  für  a;  =  e  ein  Minimum. 

Aufgabe  14.     Die  Function 

1 

f{x)  =  ^  x  —  x'' 

wüxl  füi"  x^=  e  ein  Maximum. 

Aufgabe  15.    Die  Function 

fix)  =  X' 

wird  für  a;  =  -  ein  Minimum, 
e 


294  §  63.     Vereinfachungen,  der  Rechnung. 

§  63. 

Vereinfachungen  der  Rechnung, 
wenn  f\x)  eine  gebrochene  Function  ist. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  119.) 
Hat/'(a;)  die  Form 

so  wird  im  Allgemeinen  f'{x)  zugleich  mit  P{x)  gleich  Null. 
Will  man  nun  entscheiden,  ob/fa;)  füi'  einen  Werth  von  x^  für 
welchen  P{x)  gleich  Null  ist,  ein  Maximum  oder  Minimum  wird, 
so  muss  man  das  Vorzeichen  von 

..  ^  f.r.  _     Q{x)P\x)-~P{x)a'{x) 

bestimmen.  Nun  ist  aber  für  den  betrachteten  Werth  von  x  die 
Function  P{x)  gleich  Niül,  folglich  wird 

Das  Vorzeichen  dieses  Bruches  kann  man  aber  verhältniss- 
mässig  leicht  bestimmen. 

Beispiele. 

Aufgabe  1.    Für  welchen  Werth  von  x  wird  die  Function 

(*•)  /w  =  —^ 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.    Man  bilde 

/5  )  fu^^  _    1-^^    _  {\~x){\^x)  _  P(^ 

^  '^  -^  ^  ^       [l^x^f  [\-^rX^f  Q{x)' 

Daraus  folgt,  dass  P{x)  und  deshalb  auch  f'(x)  nur  ver- 
schwindet für 
(6.)  .r  =  +  1     und    .T  =  —  1. 

Für  diese  Werthe  von  x  wiixi  aber 

also 
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.r(+l)  =  -^    und    /"(-1)=+|-. 


Deshalb  ist 
und 


/(+  1)  r=  +  -  ein  Maximum 


/"( —  1)  =     ^  ein  Minimum. 

Aufgabe  2.     Für  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 

„^  ,        2  —  ^x  f  x^ 

•^^")  =  2  +  a.  +  .^ 
ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.      /(+  V^)  wird  ein  Minimum 
und   /( — ]/2)     „        „    Maximum. 

Aufgabe  3.     Für  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 

ein  ]\Iaximum  oder  Minimum? 

Auflösung.    /(+  1)  wird  ein  Maximum 
und  f{ —  1)     „        „     Minimum. 

Aufgabe  4.    Für  welche  Werthe  von  x  wii'd  die  Function 

ein  Maximum  oder  ^Minimum? 
Auflösung. 

/  f z^ —  j    und    /■  f -^-—  j   werden  Maxima, 

/( :r        )    ^^^^    ^\ ^  f   ^^^1'^^^  Minima. 
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§   64. 

Verschiedene  Aufgaben  aus  der  Theorie 
der  Maxima  und  Minima. 

A.    Maximum  oder  Minimum  einer  gegebenen  Function. 

Aufgabe  1.    Für  welche  ^^'e^the  von  x  wird  die  Function 
f{x)  =  6=^  +  2cosrr  +  e-^ 
ein  ]\Iinimura? 

Auflösung.     Hier  wird 

f\x)  ■=  e"  —  2sina;  —  e-=^  =  0  für  a;  =  0, 

f"{x)  =  e*  —  2C0Sa:  +  p-^  =  0  für  a:  =  0, 

f"'{x)  =  c^  +  2sina:  —  e^*  =  0  lür  rr  =  0, 

/(4)(rr)  =  ^^  -j-  2C0S2:  +  e'«  =f{x)  =  4  >  0  für  a;  =  0; 
folglich  tritt  f üi'  a;  =  0  ein  Minimum  ein. 

Aufgabe  2.  Man  soll  eine  positive  Zahl  c  so  in  zwei  Theile 
zerlegen,  dass  das  Product  aus  der  vierten  Potenz  des  einen 
Theiles  und  der  siebenten  Potenz  des  anderen  Theiles  ein  Maxi- 
mum wird. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  beiden  Theile  A^on  c  mit  x 
und  c  —  X,  so  wii'd 

(1.)  f{x)=x\c^  x)\ 

folglich  ist 
(2.)  f'{x)  =  a:3(c  —  xf  (4c  —  IIa;). 

Die  beiden  Werthe  a:  =  0  und  x  =  c,  für  welche  f'(x)  ver- 
schwindet, kommen  hier  nicht  in  Betracht,  denn  x  =  0  liefert 
ein  3Iünniu)n,  weil/'(a;)  aus  dem  Negativen  in's  Positive  über- 
geht, wenn  x  den  Werth  0  passirt,  und  füi'  x  =  c  tritt  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein,  weil  für  hinreichend  kleine 
Werthe  von  a 

f'(c  -    a)  =  {c-~  afa%—  Ic  +  IIa)  <  0, 
und  auch 

f'{c.  +  a)  =  (c  +  a^^a\—  Ic  —  IIa)  <  0 
ist.    Dagegen  tritt  wirklich  ein  Maximum  ein,  wenn 
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(3.) 


4c 


ll:r  =  0,     oder     X  =  Yjc 


ist,   weil_/''(2:)  für  diesen  Werth  von  z  verschwindet,  und  weil 


(4.)  f"{x)  =  x\c  —  x)\12c^-  —  SOcz  +  110.r2j  = 


43.7* 


ll' 


ist.  Hier  ergiebt  sich  auch  aus  der  Natur  der  Aufgabe,  dass 
zwischen  x  =  0  und  a;  =  c  ein  Werth  von  x  liegen  muss ,  fiii' 
welchen  f(x)  ein  Maximum  wird,  denn  die  stetige  Function  f(x) 
wii'd  füi"  X  =  0  und  für  x  =  c  selbst  gleich  ü  und  ist  für  die 
dazwischen  liegenden  Werthe  von  x  positiv. 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Zahl  c  so  in  zwei  Theile  zerlegen, 
dass  das  Product  aus  der  mt^n  Potenz  des  einen  Theiles  und  aus 
der  w^*^"  Potenz  des  anderen  Theiles  ein  Maximum  wird. 

Auflösung.    Aehnlich  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  ist  hier 

(5.)  f{z)  =  x"\c  —  x)" 

WC 

die  Function,  welche  für  x  = em  Maximum  wird,   denn 

m  -\-  u 

es  wü'd 


,     .         /    7?ic    \  .    /    ?nr    \ 


y»»i  — 1      ffii     1      f.m-j->i — 2 


<0. 


Bemerkung. 

Man  erkennt,    dass   die  vorhergehende  Aufgabe,    und   ebenso  Auf- 
gabe 3  in  §  62  nui-  besondere  Fälle  dieser  Aufgabe  sind. 

B.    Aufgaben  aus  der  Planimetrie. 
Aufgabe  4.    In  einen  Kreis  (Fig.  49)  mit  dem  Halbmesser  a 
soll     ein    Rechteck     mit    möglichst 
grossem  Flächeninhalt  eingeschrieben 
werden. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die 
eine  Seite  des  Rechtecks  AB  mit  x, 
so  wird  die  andere  Seite 


Fiff.  4!i 


BC  =  Yia^  —  x^ , 
also  der  Flächeninhalt 
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(7.)  F=  AB  .BC=xy4:a'--z^, 

(8.)  F^  =  x'\4:ä'  ~  x")  =  4a V  —  xK 

Soll  F  eiii  Maximum  werden,  dann  miiss  auch  /- -  ein  Maxi- 
mum werden,  so  dass  man 
(9.j  f{x)  =  4aV'2  -  -  X* 

setzen  kann.     Dies  giebt 

(10.)  f'{x)  =  8a^x  —  4:x^  =  ix{2a^  —  x^), 

(11.)  f"(x)  =  8a^  —  12x^, 

(12.)  f'{aV2)  =  0,    f'iaYl)  =  ^-  IGa^  <  0, 

fol glich  tritt  für 

(13.)  AB  =  BC  =  «y  2 

ein  Maximum  ein.    Es  gilt  also  der  Satz: 

Unter  allen  Rechtecken,  welche  emem  Kreise  eingeschrieben 
werden  können,  hat  das  Quadrat  den  grössten  Flächeninhalt. 

Aufgabe  5.  Li  einen  Kreis  (Fig.  49)  mit  dem  Halbmesser  a 
soll  ein  Rechteck  mit  möglichst  grossem  Umfange  eingesclmeben 
werden. 

Auflösung.  Benutzt  man  dieselben  Bezeichnungen  wie  in 
der  vorhergehenden  Aufgabe,  so  wird  der  halbe  Umfang 

(14.)  \u  =  x  +  Yia^  —  x^  =f(x), 


(15)      f'(x)-l  ^  _y4a'  —  x^  —  x_P{x) 

(10.)     /(.)_l-^______        ^^^-.—^       -Q(^^ 

Hier  wii'd  F{x)  =  0,  wenn 


(16.)  y4:a^  —  x^-  =  x  =  ay2 

ist;  füi^  diesen  Werth  von  x  w^ii'd 

n  7  ^  fn(^^  _  ^^)  _  -^-1/4^-=^  _  -2a]A2  _        V  2 

folglich  tritt  ein  Maximum  em.    Dies  giebt  den  Satz: 

Unter  allen  Mechtecken,   xcelche   einem  Kreise   eigeschriehen 
werden  köfinen,  hat  das  Quadrat  den  grössten   Umfang. 
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Bemerknng. 

Die  Lösung  der  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  wird  noch  etwas 
kürzer,  wenn  man  den  Winkel  C'^i?  als  Veränderliche  einführt;  es  sollten 
aber  an  dieser  Steile  trigonometrische  Functionen  vermieden  werden. 

Aufgabe  6.  Von  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  50)  ist  die  Grund- 
linie AB  gleich  c  und  die  Höhe  HC  gleich  h  gegeben;   man 


soll  in  dieses  Dreieck  ein  Rechteck 
mit  möglichst  grossem  Flächen- 
inhalte einzeichnen ,  so  dass  die 
eine  Seite  DE  in  der  Basis  AB 
liegt. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die 
Höhe  DG  eines  solchen  Rechtecks 
mit  X,  so  wird 


Fig.  50. 


JC.HC=  GF-.AB, 

{h  —  x):h  =  DE:  c, 
c{h       x) 


oder 

also 

(18.)  „_  ^, 

Mithin  ist  der  Flächeninhalt  des  Rechtecks  DEFG 

xc{h  —  a;) 


DE  = 


(19.) 


F^ 


k 


-  {]ix  —  x^\ 


Daher  ist  in  dieser  Aufgabe 
(20.)      f{x)  =  hx-x\    f\x)=h-^2x,    f"{x)  =  —2- 


daraus  folgt,  dass  f{x)  ein  Maximum  mrd  für  x  = 


h 


Das  grösste  unter  allen  Rechtecken,  welche  sich  in  der 
angegebenen  Weise  in  das  Dreieck  ABC  emschreiben  lassen, 
ist  also  dasjenige,  dessen  Höhe  und  Grundlinie  halb  so  gross 
sind  wie  die  Höhe  und  die  Grundlinie  des  gegebenen  Dreiecks. 
Der  Flächeninhalt  von  diesem  Rechteck  ist 

(21.)  f=^. 

also  halb  so  gross  wie  der  Flächeninhalt  des  gegebenen  Drei- 
ecks. 
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Fig:  öl. 


Beinerknn^. 

In  \T.eleu  Fällen  erkennt  man  schon  aus  der  Natur  der  Aufgabe,  ob 
für  die  Werthe  von  x,  für  welche  f'(x)  verschwindet,  ein  Maximum  oder 
Minimum  eintritt.  In  das  Dreieck  ABC  (Fig.  51)  lassen  sich  z.  B.  unend- 
lich viele  Rechtecke  einschreiben.    Denkt  man  sie  sich  alle  gezeichnet 

und  fängt  man  bei  demjenigen  an,  dessen 
Höhe    gleich    h    und    dessen    Grundlinie 
gleich   Null    ist    (Fig.  fjO),   das   also   mit 
der  Höhe  h  des  Dreiecks  selbst  zusammen- 
fällt, so  wird  bei  diesem  Rechteck  auch 
der    Flächeninhalt    gleich    Null.      "Wenn 
dann  die  Höhe  des  Rechtecks  kleiner  wird, 
T^     so  wird  die  Grundlinie  grösser.    Auf  diese 
P    ^  Weise  gelangt  man  in  Figur  51   zu  den 
Rechtecken  KLJIX,  DEFG,   OPQR  und 
endlich  zu  einem  Rechteck,  dessen  Höhe  gleicli  NuU,  imd  dessen  Grund- 
linie gleich  c  ist,  so  dass  auch  bei  diesem  Rechteck  der  Flächeninhalt 
gleich  Null  wird. 

Daraus  folgt,  dass  der  Flächeninhalt  dieser  Rechtecke  zuerst  zu- 
nehmen und  dann  wieder  abnehmen  muss.  Deshalb  muss  es  wenigstens 
ein  Rechteck  in  dieser  Reihe  von  Rechtecken  geben,  dessen  Flächeninhalt 
ein  Maximum  ist. 

Da  man  aber  aus  Gleichung  (20.)  nur  einen  einzigen  Wertli  von  x, 

nämlich   x  =—    findet,  für  den  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten 
2 

kann,  so  folgt,  dass  dieser  Werth  wirklich  das  Maximum  liefert. 

Durch   derartige   Ueberlegungen   kann   man   in   vielen  Fällen   die 

Bildung  und  Berechnung  von  f"{x)  ersparen.     So  würden   z.  B.   in  der 

Aufgabe  4  ganz  ähnliche  Erwägungen  zum  Ziele  geführt  haben. 

Aufgabe  7.    Von   einem  Kreissector  (Fig.  52)   ist   der  ge- 
Fig.  52.  sammle  Umfang  zi  gegeben ;  wie  gross 

j^  muss    man    den    Halbmesser    machen 

damit  der  Flächeninhalt  ein  Maximum 
wii'd? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den 
Halbmesser  JIA  mit  x,  so  wird  der 
gesammte  Umfang  des  Sectors 

(22.)  u  =  2x  -\-  AB,     also     AB  =  zi  —  2z. 

Der  doppelte  Flächeninhalt  des  Sectors  ist  daher 
(23.)         2F  =  AB  .  X  =  (u  —  2x)x  =  ux  —  2x-  =f{x), 
folglich  wii'd 
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(24.)  fix)  =  w  ~    4.T  =  0     für     x  =  -, 

(25.)  f'{x)  =  —  4  <  0. 

Der  Flächeninhalt  wird  daher  ein  Maximum,  wenn  der 
Bogen  des  Sectors  die  Hälfte  vom  Umfange  des  Sectors  ist. 

Aufgabe  8.  Man  soll  das  kleinste  unter  allen  Quadraten 
bestimmen,  welche  sich  in  ein  gegebenes  Quadrat  AB  Ol) 
(Fig.  53)  einschreiben  lassen. 

Auflösung.    Es  sei  EFGH  eines  der  Quadrate,  welche  sich 

in  das  gegebene  Quadrat  einschreiben  lassen.    Bezeichnet  man 

AB  mit  a  und  AE  mit  x,  so  wird 

EB  =  AH  z=a  —  x, 

also 

HE'  =  .r2  +  (a  ^  xf-. 

Dieser  Ausdruck  ist  gleichzeitig 
auch  der  Flächeninhalt  des  Quadi'ates 
EFGH,  also  die  Function,  welche  ein 
^Minimum  werden  soll;  daher  ist 

(26.)      f{x)  =  2x^  —  2ax  4-  a^. 

Daraus  folgt 

(27.)    fix)  =  4.x  — 2a,     f"(x)^4.; 
die  Ableitung  f\x)  verschwindet  also 

nur  fiii-  x=^  •  Da  nun  f"(x)  für  alle  Werthe  von  x  den 
positiven  Werth  4  hat,  so  wird 

(28.)  ^(2)=  2 

ein  Minimum.  Die  Punkte  E,  F,  G,  H  müssen  daher  in  der 
Mitte  von  den  Seiten  des  gegebenen  Quadrates  liegen,  damit 
das  eingeschnebene  Quadrat  EFGH  möglichst  klein  wii^d. 

C.    Aufgaben  aus  der  Trigonometrie  und  Vermessungskunde. 

Aufgabe   9.     Von    einem   Dreieck  ABC   (Fig.  54)  sind  die 

Grundlinie  AB  =  c  und  der  Winkel  y  an  der  Spitze  gegeben; 
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Fig.  54. 


(29.) 


F= 


wie  gi'oss  müssen  die  anderen  Winkel 
sein,  damit  der  Fläclieninlialt  des  Diei- 
ecks  ein  Maximum  wii-dV 

Auflösung.       Bezeichnet    man    den 
Dreiecksvvinkel  a  uiit  x,    so  wird  der 
B    dritte  Winkel  /V  gleich  180"  —  {y  +  ^) 
und  der  Flächeninhalt  ist 
c- sin  «  sin /i^       '?2sin:csin(^  4-  x) 


2  sin;' 


2  sin;' 


Da  der  Factor  z— ^  —   positiv  ist,  so  wird  F  ein  Maximum, 
2sm;'  ^  ' 

wenn  sina;sin(;' +  a;)  ein  Maximum  wird;   deshalb  ist  in  dieser 

Aufgabe 

(30.)      f{z)  =  sin  a;  sin  (^^  +  x), 

(31.)     f'{x)  —  cosa:siii(r  +  3-)  -f  cos(;'  +  .r)sina:  =  sin(;'  +  2.r), 

(32.)     f"{x)  =  2cos{r  +  2x). 

Für 

y  -{-  2x=  n  =  (4  4-  ß  -j-  y. 

oder,  da  x  gleich  «  ist,  für 

(33.)  x  =  a  =  ij 

verschwindet  f'{x),  und  f"{x)  wird  gleich  —  2  <  0.  Deshalb 
WTi'd  der  Flächeninhalt  ein  Maximum,  wenn  das  Dreieck  ein 
gleicJischenkliges  ist. 

Aufgabe  10.     Von    einem    Dreieck  ABC   (Fig.  55)    ist    die 
G-rundlinie  c  und  die  Höhe  h  gegeben;    wie  gross  müssen  die 

anderen  Seiten  sein,  damit  der  Winkel 
;',  welcher  c  gegenüberliegt,  ein  Maxi- 
mum wild? 

Auflösung.  Die  Höhe  des  Dreiecks 
theile  die  Grundlinie  c  in  die  Ab- 
schnitte X  und  c  —  X,  und  den  Winkel 
;'  theile  sie  in  die  Winkel  i  und 
;'  —  §;  dami  ist 


Fig.  55. 


AH=x.     HB  =  c 
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X 

h 


(34.)  tg§  =  ^.  tg-(r -§)  =  '' 

also 

oder 


to-,  =  tcrg  +  (,  -  g)]  =  tgg  +  tg-(r-Sl 


X         C  X 

(3o.)  tgr  -       ^^^_::^^  -  ^2  __  ^^c  _ ^)  • 

Da  die  Ableitung  von  Xgx,  nämlich  1  +  tg-a-  (vergl.  Formel 
Kr.  26  der  Tabelle)  beständig  positiv  ist ,  so  nimmt  tga;  mit  x 
gleichzeitig  zu,  und  zwar  für  alle  ^^'eilhe  von  x.  Deshalb  wir^ 
tg;'  mit  ;■  zugleich  ein  Maximum  odei"  ]\Iinimum.  In  der  vor- 
liegenden Aufgabe  kommt  es  daher  nui'  darauf  an,  x  so  zu  be- 
stmimen,  dass 

hr 
h-  —  x(c  —  x) 
ein  ]\Iaximum  wii'd.    Dieser  Ausdruck  ist  aber  ein  Bruch,  dessen 
Zähler   eine   positive  Constante   ist.    Deshalb  wii'd   der  Bruch 
ein  Maximum,    wenn  der  Nenner  ein  Minimum  ist.     Man  hat 
also  zu  setzen 

(36.)  f{x)  =  h^  —  x{c  —  x)  =  li"  —  cx-\-  3:2, 

(37.)  /-'(a:)  =  —  c  +  2a:,    /"(^)  =  2. 

Daraus  folgt,  dass  f{x)  für  a:  =  ~  ein  Minimum  A^ii'd.    Für 

diesen  AVerth  von  x  werden  tg;'  und  y  ein  I^Iaximum,  und  das 
Dreieck  wii-d  wieder  ein  gleichscheiikliges. 

Aufgabe  11.  Von  einem  Dreieck  ist  gegeben  die  Summe 
zweier  Seiten,  nämlich  a-\-h  gleich  s,  und  der  von  diesen  Seiten 
eingeschlossene  Winkel  y ;  wie  gross  müssen  die  Seiten  a  und  b 
selbst  sein,  damit  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ein  Maximum 
wiixV? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  Seite  a  mit  x,  so  wh'd  b 
gleich  6— 2-,  und  man  erhält  für  den  doppelten  Flächeninlialt 
des  Dreiecks 
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(38.)  2F=  x{s  —  x)  sin  y. 

Deshalb  hat  mau  in  diesem  Falle  zu  setzen 

(39.)       f{x)  =  sx~oy',    f'{^^)  =  s-2x,    /»  =  -2, 

folglich  wii'd  für  a;  =  -   der  Flächeninhalt  ein  Maximum. 

Aufgabe  12.  Von  einem  Dreieck  ist  gegeben  die  Summe 
zweier  Seiten,  nämlich  a  -\-  b  gleich  5,  und  der  anliegende 
Winkel  «;  wie  gi'oss  müssen  die  beiden  anderen  Winkel  sein, 
damit  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ein  Maximum  wird? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den  Dreieckswinkel  ß  mit  x,  so 
wird  Y  gleich  180^  —  {a+x).    Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ist 

^       c^sinasin/^ 

(40.)  i^=. — —. -^ 

^      '  2  sm ;' 

oder,  weil  nach  dem  Sinussatz 

ssin;' 


sin«+siu/^ 

s- sin«  sin  i^  sin;' 
2(sina+  smßf 


ist, 

(40a.)  F~ 

also 

2F    _  sina;sin(«  +  x)  _ 
^    '^  5- sin«  ~  (sina  +  %mxf  ~'^^'  ^' 

S"  sin  a 
Da  nämlich  der  Factor  — - —  positiv  ist,   so  Avu'd  F  mit 

f{x)   zugleich  ein  Maximum.    Hieraus  folgt  nach  einigen  Um- 
formungen 

Damit /'(.r)  verschwindet,  muss 
(43.)        sm(a  +  2x)  —  sm  .r  =  2  sm  (      ^^     j  cos(  ■ — - —  j  =  0 

sein.    Da  a  -\-  x  grösser  als  0  und  kleiner  als  tt  sein  muss,  so 
kann  Gleichung  (43.)  nur  beMedigt  werden,  wenn 
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2 


=  —  j     oder     a-\-^x  =  n^=u-\-ß-\-Y 


ist.     Dies  giebt 

(4i.)        2x  =  28  =  Y  =  -^{n -- a),     x  =  ß  =  ^{tt 


a). 


Ob  für  diesen  Werth  von  x  wirklich  ein  Maxiraum  von  f(x) 
eintritt,  findet  man  aus  dem  Vorzeichen  von  f"{x) ,  wobei  nach 
Formel  Nr.  119  der  Tabelle 


(45.) 


/"(^)  = 


Qiz) 


Fig.  56. 


ist.    Nun  wird,  weil  a  -{-  2x  gleich  tt  —  x  ist, 
(46.)  P'i^)  =  sin«[2cos(«  +  2.r)  -  -  cosa-] 

=  —  Ssinw  cos:r  <  0, 
(47.)  Q(a;)  =  (sinw  +  sin2:)3  >  0, 

folglich  ist/"(a:)  <  0,  und/(a;)  ein  Maximum. 

Aufgabe  13.    Es  ist  eine  Gerade  AM  gegeben  (Fig.  56)  und 
ausserhalb  derselben  ein  Punkt  B;   man  soll  auf  der  Geraden 
AM  einen  Punkt  C  bestimmen,  so  dass 
(48.)  S=p.AC+q.CB 

ein  Minimum  wird,  wobei  p  <  q 
vorausgesetzt  werden  soll. 

Auflösung.  Es  sei  der  Winkel, 
den  CB  mit  dem  von  B  auf  AM 
gefällten  Lothe  BF  bildet,  gleich 
X,  und  es  sei 

AF  =  a,     FB  =  b, 

dann  wiid 

(49.)  S  =f{x)  =  p {AF—  CF)  +  q.  CB 

=  p{a  —  btgx)  +  q 
ph 


(50.)    f'{x)  = 


COS^:^  COS^:r 


cosa; 
qh sina;  _  5 {q ^mx       p)  _  Pix) 
~        cos^z         ~~  Q(x) 


Kiepert,  Differential  -  Rechnung. 
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P{x)  wii'd  gleich  0,  wenn 
(51.)  sina;  — 

ist;  für  diesen  Werth  von  a;  wb^d 


P 


folglich  tritt  ein  Minimum  ein. 


>0, 


Legt  man  AB  imter  dem  aus  Gleichung  (51.)  gefundenen 
Winkel  x  im  Punkte  A  an  die  Gerade  AM  an  und  verlängert 
BC  bis  zum  Sclmittpunkte  I)  mit  der  Geraden  AE ,  so  steht 
BD  senkrecht  auf  AE,  und  es  wird  mit  Rücksicht  auf  Glei- 
chung (51.) 
(53.)         S  =  iy.AC^q.CB  =  jsina:  .AC-\-q.  CB 

=  q{ACÜXix  +  CB)  =  q{DC  +  CB)  =  q.  DB. 

Aufgabe  14.     Es   ist    eine  Gerade  A3f  gegeben   (Fig.  57) 
und  auf  verschiedenen  Seiten  derselben  zwei  Punkte  B  und  C; 
man  soll  auf  A3I  einen  Pimkt  D  bestimmen,  so  dass 
(54.)  S  =  p.AD  +  q.BD  +  r.  CD 

ein  Minimum  wird. 


Fig.   57 


Auflösung.  Es  seien  BBi  und 
C'C'i  die  Lothe,  die  man  von  B  und 
C  auf  AM  fällen  kann,  und  es  sei 

\ABi  =  b,     ACi  =  c, 
^^""-^   \  BiB  =  b,,  CxC  =  ci,  AD=:x, 

dann  wii'd 


(56.)  S  =  fix)  =  px  +  q-ViO  —  xf  +  bi'  +  ry{c  —  xf  +  c,\ 

(57.)       n.)^,-^t^^_-     J^^^^l     ^.^0, 
y  [b — xf -\- bi^        y{c  —  xf+ci^ 

oder,    wenn   man   den  Winkel  B^DB  mit  v   und  den   Winkel 

dDC  mit  ,u  bezeichnet, 

(57a.)  P  —  9.  cos  V  —  r  COS/*  =  0. 


§  64.     Maxima  und  Minima;  Aufgaben, 


307 


Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  tritt  wirklich  ein  Minimum 
ein,  denn  es  ist 


[{b  —  xY  +  Ä,2JV.   '    [(c  —  :r)2  +  cjl. 

Der  Werth  von  a;  und  die  Lage  des  Punktes  D  lassen  sich 
aus  der  Gleichung  (57.)  oder  (57a.)  noch  nicht  in  einfacher 
Weise  ermitteln,  dagegen  werden  diese  Gleichungen  benutzt 
werden  können  zur  Lösung  der  folgenden  Aufgabe. 

Aufgabe  15.    Es  smd  di-ei  Punkte  A,  B,  C  gegeben  (Fig.  58); 
mau  soll  einen  Punkt  D  bestmimen,  so  dass 
(58.)  S  =  p  .  AD  -^  q  .  BD  -\-  r .  CD 

ein  Minimum  wird. 

Fig.  58. 

Auflösung.    Die  Gerade  AD  habe 
bereits  die  verlangte  Richtung,  dann 
ergiebt  sich,  wenn  man  Winkel 
BDG=  CDF  mit  /, 
CDE  =  ADG  mit  (i, 
ADF=  BDE  mit  v 
bezeichnet,  aus  Gleichung  (57a.)  der  vorhergehenden  Aufgabe 
(59.)  p  —  ^cosj^  —  rcos/*  =  0. 

In  derselben  Weise,  oder  duixh  cyklische  Vertauschung  der 
Buchstaben  />,  q,  r  und  /,  ,«,  v  findet  man 
(60.)  q    -  rcos/  — ^COS»^  =  0, 

(61.)  r — pcosfi  —  qcosÄ  =  0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  p,  so  erhält 
man 

(62.)  ^(coS|i*  +  cos/ COS  r)  =  r(cosv  +  cos  2  cos /i*), 

oder,  weil 

cosfj,  =  —  cos(A  -\-  y)  =  ^~  cosAcosv  +  siuAsin»', 
cosv  =  —  cos(/  4-  ^)  =  —  cosAcos^  +  sinAsin/* 
ist, 

(62a.)  q  sin  /  sin  v  =  r  sin  /.  sin//, 

oder 


20* 


Fig.  59. 
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(63.)  q  :  sin.u  =  r  :  sinr. 

Ebenso  findet  man 

(64.)       j»  :  sin/ =  ^-isinii*. 

Beschreibt  man  um  das  Drei- 
eck ADB  den  umschriebenen 
Kreis  (Fig-.  59)  und  verlängert 
CB  bis  zum  zweiten  Schnitt- 
punkte C'i  mit  diesem  Kreise,  so 
sind  in  dem  Dreieck  ABC-^  die 
Winkel  bei  ^,  B  und  C'i  bezw. 
gleich  /,  ,u  und  v.  so  dass  man 
erhält 

(65.)  BC^ :  CxA  :  AB  =  sin /  :  sin^u  :  sin j', 

oder  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (63.)  und  (64.) 
(66.)  BCi  .CiA:AB=p:q  :  r. 

Daraus  ergiebt  sich  die  folgende  Construction: 

Man  errichte  über  AB  auf  der  zu  C  entgegengesetzten  Seite 
ein  Dreieck  ABCx,  dessen  Seiten  in  üebereinstimmung  mit  Glei- 
chung (66.)  sich  verhalten 
wie  p'-  q'-r,  und  beschreibe 
um  dieses  Dreieck  den  um- 
schriebenen Kreis ,  dann 
schneidet  die  Gerade  C'C'i 
diesen  Kreis  in  dem  gesuch- 
ten Punkte  D. 

Man  kann  natürlich  auch 
über  der  Seite  BC  ein 
Dreieck  B  CAi  und  über  der 
Seite  CA  ein  Dreieck  CABi 
construiren  (Fig.  60),  so  dass 

(67.)     BC:CAr.A,B 

=  B,C:  CA:  AB,  =p:q:r 

ist.     Durch    den    gesuchten 


Fig.  60. 


(2).AD-i-  q  .BD)  =  CD  .AB. 
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Punkt  D  gehen  dann  auch  die  Geraden  AAi  und  BBi  und  die 
Kreise,  welche  diesen  Dreiecken  BCAi  und  CAB^  umschrieben 
sind.  Gleichzeitig  erhält  man  für  S  eine  geometrische  Darstel- 
lung. Nach  dem  Ptolemaeischen  Lehrsatze  ist  nämlich  (Fig.  59) 
(68.)  AD  .  BC\  +  BD.ACi  =  C\D  .  AB ; 

nun  ist  aber  nach  Construction 

r  r 

folglich  geht  Gleichung  (68.)  über  in 
AB 
r 

Dies  giebt 
(69.)  S  =  p  .  AD  -{-  q  .  BD  +  r  .  CD  =  r{CD  +  Dd)  =  r  .  CCu 

In  derselben  Weise  findet  man  auch 
(69a.)  S  =  p.  AAi     und     S  =  q.  BBi . 

Ein  besonderer  Fall  ist  der,  wo 

p  =  q  =  r  =  1,     also     S=  AD  -i-  BD  +  CD 
wird,  ein  Fall,  der  auch  in  Figur  60  berücksichtigt  ist.    Dann 
sind  die  Dreiecke  BCAi,   CABi,  ABCi  gleichseitige  Dreiecke, 
die  Winkel  /,  ^,  v  sind  alle  drei  gleich  60^  so  dass  Winkel 

BDC  =  CDA  =  ADB  =  120« 
wird,  und  endlich  ist 
(69b.)  S  =  AAt  =  BBi  =  CCi . 

Bemerkung. 

1)  Der  gefundene  Punkt  D  hat  nur  dann  die  Eigenschaft  des 
Minimums,  wenn  von  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  keiner  innerhalb  der 
um  die  Dreiecke  BCA^,  CAB^,  ABC\  beschriebenen  Kreise  liegt.  Läge 
z.  B.  C  innerhalb  des  Kreises  um  ABCi,  so  würde  aus  den  Ungleichungen 

AC<AD+  CD,     BC<BD  +  CD,    AC -^BC  <AD  +  BD, 
wenn  man   sie  bezw.  mit  p  -\-  r  —  q,    q  -\-  r  —  p ,  p  -\-  q  — r  multiplicirt 
und  dann  addirt,  folgen 

p.AC+q.BC<p.AD^q.BD  +  r  .CD. 

2)  Die  letzten  drei  Aufgaben  haben  ganz  besondere  Bedeutung  für 
die  Lehre  vom  Trassiren  und  bilden  den  Ausgangspunkt  für  eine  Reihe 
von  Aufgaben,  deren  Besprechung  hier  aber  zu  weit  führen  würde,  (Man 
vergleiche  Lau7ihardt,  Theorie  des  Trassirens,  Hannover  1887.) 
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D.    Aufgaben  aus  der  Stereometrie. 
Aufgabe  16.    Man  soll  unter  allen  Cylindem,    die  sich  in 
einen  geraden  Kegel  einschreiben  lassen,  denjenigen  bestimmen, 
welcher  das  gi-össte  Volumen  hat. 

Auflösung.  Die  Höhe  des  ge- 
gebenen Kegels  (Fig.  61)  CS  sei  //, 
der  Halbmesser  CB  der  Grundfläche 
sei  r,  die  Höhe  CE  des  eingeschrie- 
benen Cylinders  sei  y,  und  der  Halb- 
messer CD  seiner  Grundfläche  sei  x. 
Dadurch  findet  man  für  das  Volumen 
des  Cylinders 
^^  (70.)  V  =  x'Trij. 

Aus  der  Aelinlichkeit  der  Dreiecke  SCB  und  FDB  folgt 
CS:  CB  =  DF.DB, 


oder 
folglich  w'd 

(71.)         y  =  \xr 


h'.r^=y\r  —  a-, 
x)      und 


V  =  —  o?{r  —  x). 
r 


( 


Die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  ist  daher 
abgesehen  von  dem  positiven  constanten  Factor  -^\ 

(72.)  f{x)  —  x^  (r  —  x)  =  rx^  —  x^. 

Dies  giebt 
(73.)    f'{x)  =  2rx  —  Sx'-  =  x(2r  —  3x),    f"{x)  =  2r  -  -  Qx. 

Die  Ableitung  f'{x)   verschwindet   erstens  füi'  x  =  Q  und 

2r 

zweitens  für  x  =  —  '    Nun  ist 

f"{Q)  =  2r  >  0, 
folglich  erhält  man  füi'  x  =  q  ein  Miuünum.    In  der  That,  der 
entsprechende   Cylinder  ist  zu  einer  geraden  Linie  zusammen- 
geschriunpft,  und  sein  Volumen  ist  gleich  Null.    Dagegen  wird 


^"(l)= 


2r  <  0, 
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folglich  wird/f— j  ein  Maximum.    Die  Höhe  ij  des  zugehörigen 

Cylinders  ist  nach  Gleichung  (71.)  gleich  -j  und  das  Volumen 
wird  nach  Gleichung  (70.) 

(74.)  r='^^. 

27 

T'ilTt 

Da  das  Volumen  des  gegebenen  Kegels  gleich  — — -  ist,  so 

3 

ist  das  Volumen  des  grössten  Cylinders,  der  sich  in  einen  geraden 

4 

Kreiskegel  emschreibeu  lässt,   gleich  -  von  dem  Volumen  des 

Kegels. 

Aufgabe  17.  Man  soll  unter  allen  Cylindern,  welche  sich 
einem  geraden  Kreiskegel  einschreiben  lassen  (Fig.  61),  den- 
jenigen bestimmen,  dessen  Mantelfläche  ein  Maximum  ist. 

Auflösung.    Wendet  man  dieselben  Bezeichnungen  an  wie  in 
der  vorhergehenden   Aufgabe,   so   erhält  man  für  die  Mantel- 
fläche des  Cylinders 
(75.)  M=2xny. 

Nach  Gleichung  (71.)  ist  aber 


folglich  wird 


M  = {rz  —  x^). 


Die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  ist  daher 

(76.)  f{x)  =  rx  —  x\ 

deshalb  wird 

(77.)  f'{x)=.r~-2x,    f"{x)  =  ~2. 

Daraus  findet  man,    dass  die  Mantelfläche  für  x—-  ein 
Maximum  wird. 

Aufgabe  18.    Ein  cylindrisches  Gefäss  (Fig.  62)  soll  so  ge- 
formt werden,  dass  es  bei  gegebenem  Volumen  eine  möglichst 
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kleine  GesammtobeiHäcIie  besitzt.  In  wel- 
chem Verhältnisse  stehen  dann  die  Höhe 
und  der  Halbmesser  der  Grundfläche? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den  Halb- 
messer CB  der  Grundfläche  mit  x,  die 
Höhe  CD  mit  y,  die  Oberfläche  mit  F 
und  das  Volumen  mit  V,  so  wird 

V 

(78.)     V  =  x^ny,     oder     y  =  -y—  ? 


x^'n 


jP=  2xny  -\-  2x^7i  =  2Vx-^  +  2x^7r  =f{x), 


(81.) 


2x^/1  =  V,     y  =  2x  =  2y- 


(80.)     f'{x)  =  —  2  Vx-^  +  4:xn  =  2xr-\2x^n  —  F)  =  0. 
Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (78.) 

2n' 

Für  diesen  Werth  von  x  tritt  wirklich  ein  Minimum  ein, 
denn  es  wird  dann 
(82.)       f"{x)  =  ^Vx-'^  +  47r  =  87r  -f  47r  =  127r  >  0. 

Die  Gesammioherfläche  tcird  daher  möglichst  klein^  wenn  der 
Durchmesser  des  Grundkreises  utid  die  Höhe  einander  gleich  sind. 

Aufgabe  19.  Ein  cylindrisches  Gefäss  (Fig.  62)  soll  so  ge- 
formt werden,  dass  bei  gegebenem  Volumen  (nicht  die  Gesammt- 
oberfläche,  sondern  nur)  der  Mantel  und  die  eine  Grundfläche 
zusammen  ein  Minimum  werden. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 
(83.)  f{x)  =  2xny -\- x'^n  =  2Vx-^  +  x'^n, 

(84.)  fix)  =  —  2Vx-^  +  2x71  =  Q  für  x^n  =  V. 

Dies  giebt 

(85.)  y  =  x  =  y  —  , 

und  zwar  tritt  füi'  diesen  Werth  von  x  wirklich  ein  Minimum 

ein,  weil 

(86.)  f"{x)  =  4:Vx-^  -f  271  =  6.T-  >  0 
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wird.  Hier  inuss  also  der  Halb- 
messer der  Grundfläche  der  Höhe 
gleich  sein. 

Aufgabe  20.  Man  soll  einer  Kugel 
einen  geraden  Kegel  (Fig.  63)  ein- 
schreiben, dessen  Mantelfläche  ein 
Maximum  ist. 

Auflösung,     Bezeichnet  man  den 
Halbmesser   BO   der  Kugel    mit  a, 
den  Halbmesser  AC  von  der  Grund- 
fläche des  Kegels  mit  y,  die  Scheitelkante  AS  mit  s  mid  die 
Höhe  CS  mit  x,  so  wird  die  Mantelfläche  des  Kegels 
(87.)  M  =  yTts. 

Nun  ist  aber  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Planünetrie 
(88.)  y^  =  x{2a—  x),     s^  =  2ax; 

deshalb  wird 
(89.)  3/2  =  2axH2a  —  x)n^. 

Ist  31  ein  Maximum,  so  gilt  dasselbe  von  31^,  folglich  hat 
man  lüer  zu  setzen 

(90.)  f{x)  =  x\2a  —  x)  =  2ax^  -    a;»; 

dies  giebt 

f'(x)  =  ^ax  —  32;^  =  a:(4a  —  3a:), 
f"{x)  =  4a  —  ^x. 


(91.) 


Für  a;  =  0  wird  f{x)  ein  Minimum,  dagegen  -wird 


ein  Maximum. 

Aufgabe  21.  In  eine  Kugel  mit 
dem  Halbmesser  a  soll  ein  Cylinder 
mit  möglichst  grosser  Gesammt- 
obei^äche  einbeschrieben  werden. 
(Vergl.  Fig.  64.) 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den 
Halbmesser  der  Grundkreise  mit  x 


Fig.  fU. 


314  §  64.     Maxima  und  Minima;  Aufgaben. 

und   die  Höhe   des  Cylinders   mit  y,    so   wird   die  Oberfläche 
(93.)  F=  2x-7i  +  2x7Ti/. 

Bezeichnet  man  ferner  den  Winkel  BAC  mit  (f ,  so  wird 
I     2a:  =  2aC0Sff', 
^       ^  [      y  =  2asm(f, 

folglich  geht  Gleichung  (93.)  über  in 

(93a.)  F=  2a^7T cos^  +  4<z-7r  siny  cos^'  =  2a-7r (cos^y  +  2sin</}  cosr/). 

Deshalb  setze  man  in  diesem  Falle 
(95.)  f{(f)  =  cos^(p  +  2sin^  cos^, 

also 

(96.)  /'{(f)  =  —  2cosr/-  sin^+2cosV  — 2sinV  =  2cos(2r/)  —  sin(2y), 
(97.)  f"i2(f)  =  ~~ism(2(f')  —  2cos(2</'). 

Ein   Maximum   oder  Minimum   kann   daher  nur  eintreten, 
wenn 

(98.)  tg(2yO  =  2,     oder    ^~^  =  ^, 

also 


(98a.) 


—  l±/5 

tg'9-  = ö 


siny  =^y2-i-_^,   cos(f'  =  -V2± 


2 

1/5-  —-    2  r~]/5" 

ist.  Da  (f  ein  spitzer  Winkel  sein  muss,  so  kann  hierbei  nur 
das  obere  Vorzeichen  gelten.  Man  erhält  daher  nach  den  Glei- 
chungen (94.) 

(99.)  a;=acosy=|- I/2  +  — ^5    y  =  2a  sin^- =  al/2  — -^  • 

Nun  wird  nach  den  Gleichungen  (98a.)  und  (97.) 
(100.)   cos(29^)  =  -^  ,  sin(29))  =  -|=  ,  f"(g:)  =  --  2l/5  <  0, 

folglich  tritt  füi'  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y  ein 
Maximum  ein. 


I 
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E.    Aufgaben  aus  der  Physik  und  Mechanik. 
Aufgabe  22.     Man  soll  aus    einem  Baumstämme  mit  kreis- 
förmigem Querschnitte  {Fig.  65)  einen  Balken  mit  rechteckigem 
Querschnitte  so   ausschneiden ,    dass  Fig.  es. 

seine    Tragfähigkeit    ein    Maximum 
wird. 

Auflösung.  Da  die  Tragfähig- 
keit T  proportional  zu  der  Breite  x 
des  Quersclmitts  und  proportional 
zum  Quadrate  der  Höhe  y  desselben 
ist,  so  wird 

T=cxy% 

wobei 

y'  =  d^-~x^ 

weim  man  mit  d  den  Durchmesser  AC  des  Kreises  bezeichnet. 

Dies  giebt 

(101.)  T  =  cx{d^  —  2)2)  =  c(d^x  —  x^), 

(102.)  f{x)  =  d^x  —  x^, 

(103.)  fix)  =  d-'    -  3a;2  =  0     fiü'     a;  =  -^  . 

Für  diesen  Werth  von  x  tritt  ein  Maximum  ein,  denn  es  ist 
(lOi.)  f"(x)  =  --  6.r  <  0. 

Die    Tragfähigkeit    des    Balkens    int    daher  ein  Maximum, 
wenn 
(105.)     x^  :y'-:d^  =  1:2:3,     oder     x:y  :  d  =  1  :y2  :y3. 

Aufgabe  23.  Auf  derselben  Seite  einer  geraden  Linie  MN 
(Fig.  66)  seien  zwei  Punkte  A  und  B  gegeben;  man  soll  die 
Lage  des  Punktes  C  auf  der 
Geraden  3IN  so  bestimmen,  dass 
AC^  -f  CB^  ein  Mnünum  wiixl. 

Auflösung.  Fällt  man  von  A 
und  B  auf  MN  die  Lothe  AAi 
und  BBi,  dann  sei 

AiA  =  a,    BiB  =  b,    AiBi  =  l; 


Fig. 


l-x     B, 
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setzt  man  also 

AiC  =  X,     so  wird     CBi  =  l —  x. 
Dies  giebt 
(106.)      ^ÄC'  +  Öß'  =  a-  +  a;2  +  ^»2  +  (l—xY  =f{x), 
(107.)     f'{x)  =  2x  —  2{l-~x)=::^x^2l,     f'\x)  =  A, 

folglich   wii'd  f{x)   ein  Minimum  für  x  =  -i   d.  h. ,  wenn  der 
Punkt  C  in  der  Mitte  zwischen  A^  und  B-^  liegt. 

Aufgabe  24.  Auf  derselben  Seite  einer  geraden  Linie  MN 
(Fig.  66)  seien  zwei  Punkte  A  und  B  gegeben;  man  soll  die 
Lage  des  Punktes  C  auf  der  Geraden  MN  so  bestimmen,  dass 
AC  -\-  CB  ein  IMinimum  wird. 

Auflösung.  Die  Function ,  welche  hier  em  ^Minimum  werden 
soll,  ist 

(108.)       AC  +  CB  =  y^+x^  +  ]/P  +  (Z  — a:)2  =  f{x). 
Dies  giebt 

Z  l X 

(109.)    f'ix)  = 


ya^+x^    yb-'+{i—xf 

(110.)  ./-(:r)  =  — — -^-== + 


(a2  +  x^jya"  +  x'       [62  +  {l  —xf]  yb^+  {l—  xf 

Um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen,  füi-  welche  f'{x)  ver- 
schwindet, beachte  man,  dass  aus  Gleichung  (109.)  folgt 

f{x)  =  4^  — ^  =  cos^C^i  —  cobBCB^. 
■^  AC         CB 

Dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn  der  "Winkel 
(111.)  ACAr  =  BCBi. 

Die  beiden  Dreiecke  ACAi  und  BCBi  sind  deshalb  ähnlich, 
und  es  wird 

X  :  a  =  {l  —  x) :  b, 
oder 
/,  ,^x  al         j  bl 

112.)  ^  =  --irÄ'    ^  —  ^  =  —777* 

a  -\-  b  a  -\-  b 

Da  bei  dieser  Bestimmung  von  x  die  zweite  Ableitung  von 
f{x)  nach  Gleichung  (110.),  nämlich 


§  64.     Maxima  und  Minima;  Aufgaben. 


317 


(113.) 


f"{^) 


positiv  ist,  so  wii'd  AC -}-  CB  ein  Minimuin. 

Wegen  Gleichheit  der  Winkel  ACA\,  und  J5C'Z?i  ist  die 
gebrochene  Linie  ACB  der  Weg,  den  ein  Lichtstrahl  nehmen 
wiii'de,  der  von  dem  Punkte  A  ausgeht  und  von  der  Geraden 
MN  nach  B  reflectirt  werden  soll. 

Dieser   Weg  ist  demnacU  ein  Minimum. 

Aufgabe  25.  Die  Gerade  MN  (Fig.  67)  trenne  das  Medium, 
in  welchem  das  Licht  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  fortbewegt, 
von  dem  Medium,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
gleich  d  ist;  in  welchem  Punkte  C  muss  der  Lichtstrahl  die 
Gerade  MN  treffen,  damit  er  in  der  kürzesten  Zeit  vom  Punkte 
A  in  dem  ersten  Medium  zum  Punkte  B  in  dem  anderen  Medium 
gelangt,  und  nach  welchem  Gesetze  wird  er  gebrochen? 

Auflösung.  Unter  Benutzung 
derselben  Bezeichnungen  wie  bei 
den  beiden  vorhergehenden  Auf- 
gaben wird  in  diesem  Falle  die  Zeit 
/i,  welche   der  Strahl  braucht,  um 


Fi£ 


g.    ]V 


von  A  nach  C  zu  gelangen, 


AC 


und  die  Zeit  U^  welche  er  braucht, 
um  von  C  nach  B  zu  gelangen, 


d 


Setzt  man  also 
(114.) 
so  erhält  man 


P 


(115.)     f{x)  =  U-^U=.  pYa^  ^x^^qYö^  +  il—  xf , 
px  q{l — X) 


(116.) 
oder 


/'(^)  = 


y^M^       1/62+ (/—a;)2 


=  0, 


(116a.)  f'{z)  = 


p.AiC        q.CBi 


AC 


CB 


=  pcosu  —  (/  cos/^  =  0, 
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■wobei  die  Winkel  A^CA  und  BiCB  bezw.  mit  a  und  ß  bezeichnet 
sind.  Nennt  man  die  Winkel,  welche  das  Einfallsloth  im  Punkte 
C  mit  den  Strahlen  AC  und  BC  bildet,  bezw.  ;'  und  d,  so  wii-d 

.    .        ,        sin/      sin(J 
psmy  =  qsmo,    oder    — —  =  — -j— r 

also 

(117.)  sinr  :  sinJ  =  f  :  f/. 

In    diese?-    Gleichimc/    ist    das    Gesetz    ausgesprochen ,    nach 
welchem  der  Strahl  im  Pankie  C  gebrochen  wird. 

Aus 
(„8.1    /"(.)= 2^==+  «*' 


AC^  BC^ 

folgt  wieder,  dass  p  .  AC  -{■  q  .  CB  ein  Minimum  wird. 


VIII.  Abschnitt. 

Bestimmung  toii  Ausdrücken,  welche  an  der 
Grenze  eine  der  unbestimmten  Formen 

0        oo 

0  '  o^ '  ^  •  °^'  oo  —  oo,  00,  oof^,  1«=  Ilaben. 

§  65. 

Ausdrücke  von  der  Form  ^  • 

(Yergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  120.) 

w(x) 
Nähern  sich  in  dem  Bruche  -^^^  Zähler  und  Nenner  der 

Grenze  0,  wenn  sich  x  dem  Werthe  a  nähert,  so  erhält  dieser  Bruch 
für  X  gleich  a  die  unbestimmte  Form  -  •  Beispiele  dafür  kom- 
men in  der  Differential  -  Rechnung  sehr  häufig  vor.  Schon  die 
Erklärung  des  Differential -Quotienten  (vergl.  Formel  Nr.  15  der 
Tabelle) 
(1.)  f'(x)  =  \mi-f^ltlfM 

liefert  den   Grenzwerth   eines  Ausdruckes   von    der  Form  -  • 

Indem  man  x  mit  a  und  xi  mit  x  vertauscht,   geht  Gleichung 
(1.)  über  in 

(2.)  /Xa)  =  nm-^M:=Zi^; 

ir^n  X  Cl 

ebenso  ist 

(3.)  y-(a)  =  lim   y(-^)-y^^). 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt   schon   die  Lösung  der  vor- 
gelegten Aufgabe.    AVeil  nämlich  nach  Voraussetzung 
(4.)  (f{a)  =  0     und    /(a)  =  0 

ist,  so  erhält  man 

q)(x)  —  (f{d) 
(f{x)       (f{x)  —  (f{a)  X  —  a 


(5.) 
also 


f[x)      f{x)~f{a)      f{x)-f{a) 


w^'il^tz^ 


,    .                         ,.     (fix)                  x  —  a  (f>'{ci) 

6.)  lmijf-(= j^^ ='L^. 

X  —  a 

(fix) 

Man  ündet  daher  den  icahren   Werth  von  lim  -^^^  >    indem 

man  Zähler   und  Nenner   einzeln   differeyitiiri  und  in   deyi  Quo- 
tienten der  Ableitawjen  x  gleich  a  einsetzt. 

Gleichung  (6.)  führt  zu  keinem  brauchbaren  Eesultate,  wenn 
ff''{a)  und  f\a)  entweder  beide  gleich  Null  oder  beide  unendlich 
gross  werden.  Deshalb  möge  Gleichung  (6.)  durch  die  folgende 
Untersuchung  noch  auf  eine  etwas  andere  Form  gebracht  werden. 

Hülfssatz.  Verschwindet  die  Function  Fix),  die  mit  ihrer 
ersten  Ableitung  F'{x)  in  dem  Intercalle  ton  a  bis  b  stetig  und 
endlich  sein  möge,  für  x  =■  a  und  für  x  =  b,  so  giebt  es  zwi- 
schen  a  und  b  mindestens  einen  Werth  ton  x  —  er  heisse  ^  — , 
für  welchen  F'(x)  =  0  icird. 

Dieser  Satz  ist  nm-  eine  andere  Form  des  Satzes  von  Rolle 
(§  36)  und  folgt  ohne  Weiteres  aus  Formel  Nr.  85  der  Tabelle, 
welche  den  in  §  36  (Seite  155)  bewiesenen  Mttelwerthsatz 
enthält.  Danach  ist  nämlich,  wenn  man  f(x)  mit  F{x)  ver- 
tauscht, 

(7.)  F{x)  ~  F{a)  =  {x  —  a).F'[a-\-  0{x  —  a)] ,  wo    0  <  0<  + 1, 
oder,  wenn  man  x  gleich  b  setzt, 
(8.)  F{b)  —  F{a)  =  {b  —  a).F'[a+  &{b  —  a)] . 
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Nun  ist  nach  Voraussetzung 

F{a)  =  0,     F{b)  =  0,     b^a, 
folglich  wird 
(9.)  F\^)  =  F'[a  +  0{b  —  «)]  =  0. 

Den   Sinn   dieses  Satzes   kann  man   am   besten  erkennen, 
indem  man  die  Function 

dui'ch  eine  Curve  geometrisch  darstellt,  welche  die  X-Axe  in 
den  Punkten  A  und  B  schneiden  muoS,  wenn  man 

OA  =  a,     OB  =  h 
macht.     (Fig.  68  und  69.) 

Fig.  68.  Fig.  C9. 


!^K 


Wenn  nun  die  Curve  (dem  Falle  F'{a)  >  0  entsprechend) 
im  Punkte  A  steigt  (Fig.  68),  so  muss  sie,  um  die  X-Axe  im 
Punkte  B  meder  zu  erreichen,  nachher  fallen,  d.  h.  für  spätere 
Werthe  von  x  muss  F'{x)  negativ  sein.  Da  nach  Voraussetzung 
F\x)  in  dem  Intervalle  stetig  und  endlich  ist,  so  muss  bei  dem 
Uebergange  vom  Steigen  zum  Fallen  auf  der  Curve  ein  Punkt  P 
mit  der  Abscisse  0  Q  =  |  liegen ,  in  welchem  die  Tangente  zur 
X  -  Axe  parallel  ist,  d.  h.  F'{^)  ist  gleich  Null. 

Wenn  dagegen  die  Curve  (dem  Falle  F'{a)  <  0  entsprechend) 
im  Punkte  A  fällt  (Fig.  69),  so  muss  sie,  um  die  X-Axe  im  Punkte 
B  wieder  zu  erreichen,  nachher  steige7i,  d.  h.  für  spätere  Werthe 
von  X  muss  F'(x)  positiv  sein.  Auch  hier  muss  also  bei  dem  Ueber- 
gange vom  Fallen  zum  Steigen  auf  der  Curve  ein  Punkt  P  mit 
der  Abscisse  OQ  =  'i,  liegen,  in  welchem  die  Tangente  zur  X-Axe 
parallel  ist,  d.  h.  -F'(?)  ist  auch  in  diesem  Falle  gleich  Null. 

Kiepert,  Differential -Rechirnng.  21 
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Der  Satz  bleibt  sogar    auch  dann  noch  richtig,    wie  man 
ohne  Weiteres  erkennt,  wenn  die  Curve  in  dem  Punkte  A  oder 
B,  oder  auch  in  beiden  I^unkten  auf  der  X-Axe  senki^echt  steht, 
wenn  also 
i^'(a)=±oo,  oderi^'(*)=±°°5  oder-F'(«)==boo  u7idF\h)=±oo. 

Hülfssatz  2.     Sind  die  Functionen  (f{x)  und  f{x)   mit  ihren 
ersten  Ableitungeti  (f\x)   und  f'{x)   in  dem  Intervalle   von  a  bis 
h  stetig   und  endlich ,    so  gieht   es  zwischen  a  und  b  mindestens 
einen   Werth  voti  x,  für  tvelchen 
(      .  <p{h)  —  y(«)   _  fr'jx) 

^  ;^  .fV>)-Aa)~f\x) 

wird. 

Beweis.     Die  Function 

(11.)       i^(:.)  =  rK^)--V(a)-^||5^[/(:r) -/(«)] 

verschwindet  für  x  =  a  und  x  =  b  und  bleibt  mit  ihrer  Ab- 
leitung F\x)  nach  den  Voraussetzungen  des  Satzes  in  dem  Inter- 
valle von  a  bis  b  stetig  und  endlich,  wenn  f{b)  von  f{a)  ver- 
schieden ist.  Deshalb  giebt  es  nach  dem  ersten  Hülfssatze 
zwischen  a  und  b  mindestens  einen  Werth  von  x,  für  welchen 
F'{x)  verschwindet.  Nennt  man  diesen  Werth  wieder  $,  so  er- 
hält man  also 

(f{b)~-cf{a)  ^  ^^  ^  fp'\a  +  0ib-^a)] 
Ab)  -f{a)      /'(§)       /'  [a  -f-  0{b  -  a)\  ' 

und  wenn  man  b  —  x  setzt, 

Q9a)  y(^)  —  (f{a)  ^(p'\a  +  e(x  —  g)] 

^     ^  '^  /(^)  -/(«)       /'  [«  +  &{^  -  « jj  ■ 

Diese  Formel  stimmt  mit  Gleichung  (26.)  in  §  42  überein, 
wenn  man  die  Buchstaben  /  und  x  bezw.  mit  ip  und  z  ver- 
tauscht. Sie  bleibt  auch  dann  noch  richtig,  wenn  <-/'(«)  oder 
/'(«),  oder  (fXa)  und f\d)  unendlich  gross  werden. 


oder 
(12.) 
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Unter  der  Voraussetzung,  dass 

^(a)  =  0     und    f{a)  —  0 
ist,  geht  Gleichung  (12a.)  über  in 
ri8  ^  ^  =  rp'[a -h  &(x  ~  a)]  ^  q^ 

^  "^  JV)       f'[a  +  &{x-a)\      /'(§) 

Dies  gilt,  wie  klein  auch  x  —  a  sein  mag,  folglich  wird 

..     (fix)       -.     (fXi) 
lim  -7^-  =  hm  —TT- » 

oder,  da  §  mit  z  zugleich  sich  dem  Grenzwerthe  a  nähert, 
(14.)  hm  ^9—  =  l™  -^7^  • 

Diese  Gleichung  geht  ohne  Weiteres  in  Gleichung  (6.)  über, 
wenn  (p'{a)  und  f'{a)  nicht  beide  gleich  0  sind  oder  nicht  beide 
unendlich  gross  werden. 

Aus  Gleichung  (14.)  findet  man  sogleich,  dass  man  das  an- 
gegebene Verfahren   noch   zum   zweiten  Male  anwenden  muss, 
wenn  auch 
(15.)  l\m(p\x)  =  0     und    lim/'(a;)  =  0 

x=a  .T=:a 

ist.    In  diesem  Falle  wird  also 

(16.)  lim  |M  =  ito  £lf)  . 

Wird  auch  noch 
(17.)  Iim9'^'(^)  =  0    und    lim/"(a:)  =  0, 

so   wendet   man    dasselbe   Verfahren   auf  lim  —-{  an ,  indem 
man  Zähler  und  Nenner  einzeln  differentürt,  und  erhält 

Kommt  man  bei  Fortsetzung   dieses  Verfahrens  zu  einem 

Bruche,  der  für  lima-  =  a  nicht  mehr  die  unbestimmte  Form  - 

hat,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst.    In  diesem  Falle  ergiebt  sich  die 
allgemeine  Regel:  Ist 

21* 
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]mi(f){x)  =  0,     lim  (f>\x)  =  0,      ...  lim  r/("-')(a:)  =  0, 

\\mf{x)  =  0,     lim/'(a:)  =  0,       ...  lim/("-')(a:)  =  0, 


(19.)  ^ 


so  ist 

(20.)  lim  -^  =  lim  4t7-7-  =  ^.,  ,,  [  • 

Bei  dieser  Herleitiiiig  dürfen  lim7-(»)(a;)  und  lim/"')(a;)  auch 

x=a  x=a 

unendlich  gross  sein.  Macht  man  aber  die  Voraussetzung,  dass 
die  Functionen  (fix)  und  f{x)  mit  ihren  ersten  n  Ableitungen 
stetiff  und  endlich  bleiben  für  alle  Werthe  von  x,  deren  Unter- 
schied von  a  beliebig  klein  ist,  so  kann  man  dasselbe  Resultat 
auch  durch  Anwendung  der  Tay/or'schen  Reihe  finden.  Nach 
Formel  Nr.  86  der  Tabelle  ist,  wenn  man  n-\-l  mit  n  vertauscht, 

(21.)  fix)  =f(a)  +  -^  (x-a)-[-  -^  (:.  _  a)^  +  . . . 

/(»-i)(a),  ,     ,        /Wra +  0(a:  — a)l, 

ebenso  findet  man 

(22.)   v(^)  =  vi")  +  ^*(^  -  «)  +  ^  (^  "  o)'  +  •  •  ■ 

Wenn  aber  die  in  den  Gleichungen  (19.)  angegebenen  Voraus- 
setzungen gelten,  so  reduciren  sich  diese  Gleichungen  (21.)  und 
(22.)  auf 

(21a.j  f{x)  =  ^— ^-^4-r (^  -  «)"' 


(22a.)  cf{x)  =  ^    ^^,'^ ^  (x  —  a)-, 

folglich  ist 


(23.) 
und 


(f'(x)  _  y'")[a  4-  Gi(x~a)] 
f(^)  "  /("H«  +  0(^  —  «jj 

(/)frr)  _  (/■(")(«) 


(24.)  Um    ^.    ,        .,  ^    w 

ein  Resultat,  das  mit  Gleichung  (20.)  übereinstimmt. 
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Bei  dieser  Untersuchung'  ist  die  Voraussetzung  gemacht, 
dass  man  die  Ableitungen  von  cf{x)  und  f{x)  bilden  kann, 
namentlich  aber,  dass  a  ein  endlicher  Werth  ist.  Diese  zweite 
Voraussetzung  darf  auch  wegfallen;  denn,  wenn  a  unendlich 
gross  wird,  setze  man 

(25.)  :r  =  - )     also     t  =  -i 

^      ^  t  X 

dann  wird 

(26.)  lim  ^5K  =  lim — V^  =  lim  -—^  • 

x=oo/(a:)        <=o    ^A\  t=o    d/{x) 

^^\t)  dt 

Da  nun  aber 
d(pix)  ,,  ^    dx  1  df{x)  dx  1     . 

ist,  so  findet  man,   auch  wenn  man  t  als  die  unabhängige  Ver- 
änderliche betrachtet,  nach  der  angegebenen  Regel 

(27.)  lim  =  lim     ^^    ^  . 

a;=oo  J  \X)  x=oo  J    \^) 

Dabei  muss  man  die  Functionen  fp'{x)  und  f'{x)  zunächst 
für  endliche  Werthe  von  x  bilden  und  dann  x  unendlich  gross 
werden  lassen. 


§  66. 

Uebungs-Beispiele. 


1)   lim =  lim  — - 

xz=.a    X  Cl  X 


^^^^  —  «rt»— 1 

x-=.a    ""  " 


^.    ,.      X  —  sina:       ,.     1 — cosa:       0 

,.     1  —  COSa:        0        ,.      sina:       0 

,.     sina:       ,,     cosa;       1 
lim  -— —  =  lim 


6a:  6  6 

a:=0 


3)   lim =  lim =  hia  —  ln5  =  In (  T^ )  • 

^      x=ü  X  1  \0/ 
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,,    ,.     1 — x"*       ,.     — mx"*-^        m 

4)  lim =  lim ,-  = 

5)  lim -. =  lim  — ^ =  2. 

x=o      sina;  cosa; 

1 


6)   lim  -^- -. =  lim 

a;=o    X  —  ■smx  1  — 


cosa; 

Nun  ist  aber 

1                           1  —  COS^«       (1  —  COSa;)('l  +  cosa;  +  C0S^.r) 
^ cosa;  = =  ^ ^ — 4 ^ ' 

folglich  wird 

,.     isx  —  sina;       ,.     1  +  cosa;  +  cos'^a; 

lim  — . =  lim  ;; =  3. 

x=o    X  —  Sina:  COS-^a; 

7)   lim  1— r-r — 1    ,  „.  =  lim =  lima;"  =  a". 

^    -c=«ln(a;")  —  lii(a")  n 

X 

1 


„.    ,.     arcsina:       ,.     Vi  —  x^ 

8)   lim =  lim-^^ =  i. 

x=Q  X  1 

Die  Aufgabe  8  findet  folgende  geometrische  Anwendung. 
In  der  Integral- Rechnung  erhält  man  für  die  Oberfläche  des 
Körpers,  welcher  dmxh  Eotation  der  Ellipse  um  die  grosse  Axe 
entsteht,  den  Ausdi'uck 

(1.)  i^=2i%  +  ^arcsin(^), 

oder,  wenn  man  -  —  x  setzt, 

a 
da.)  F=  'iV'Tt  4-  "laln  ■  ^^^^"^^  • 

X 

Wenn  nun  die  Ellipse  in  einen  Ki-eis  übergeht,  wenn  also 


a  =  5,     e  =  yd^  —b'^  =  0,     a;  =  0 
wird,  so  geht  das  Rotations- ElUpsoid  in  eine  Kugel  über,  und 

das  zweite  Glied  in  dem  Ausdi'uck  füi^  F  erhält  die  Form  -  • 
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Benutzt  man  aber  das  soeben  gefundene  Resultat,  so  ergiebt 
sich  für  die  Oberfläche  der  Kugel  aus  Gleichung  (la.)  der  be- 
kannte Ausdruck 

F  =  ^a^n. 

1  1 

+ 


^.^ln(l  +  .)-ln(l--.)^0^^.^1+.-l-.^ 
^=0  X  0  1 

Auch  dieses  Resultat  findet  eine  geometrische  Anwendung. 
In  der  Integral -Rechnung  erhält  man  für  die  Oberfläche  des 
Körpers,  welcher  durch  Rotation  der  Ellipse  um  die  kleine  Axe 
entsteht,  und  welcher  Sphäroid  genannt  wird,  den  Ausdruck 

(2.)     J'=2a^^+2^1nf^  =  2a>^+i%'5a±±=!2(lz:£), 
e         \a — ej  x 

ß 

wenn  man  wieder  -  mit  x  bezeichnet.    Geht  nun  die  Ellipse  in 

einen  Ej-eis  über,  wird  also 

a  ^=  b,     6  =  0,     a:  r=  0, 
so  geht  das  Sphäroid  in  eine  Kugel  über,  und  das  zweite  Glied 

in  dem  Ausdrucke  für  F  erhält  die  Form  -  •  Benutzt  man  aber 

das  soeben  gefundene  Resultat,   so  ergiebt  sich  füi^  die  Ober- 
fläche der  Kugel  aus  Gleichung  (2.)  der  bekannte  Ausdruck 

F  =  ^a^n. 

10)  lim —  =  -  =  lim =  n. 

x=l  X  —  1         0  1 

_ .    ,.     rc"  —  nx  +  n  —  1       0       ,.      wa;"-*  —  n       0 

11)  lim -T =  -  =  lim =  ~ 

^    x^i  {x—lf  0  2(a;  — 1)         0 

,.      n(n  —  l)z"~^  n(n  —  1) 

Die  beiden  letzten  Aufgaben  10  und  11  finden  Anwendung 
in  der  Rentenrechnung.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  Ey  den 
Baarwerth  einer  Leibrente,  die  den  Betrag  1  hat  und  einer 
Person  im  Alter  von  y  Jahren  am  Anfange  eines  jeden  Jahres 

(-) 
ausgezahlt  wü-d,  und  mit  Ry^"*^  den  Baarwerth  einer  Leibrente 
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von  gleichem   Betrage,   die   einer  Person   gleichen  Alters  in  n 
Qnoten  am  Anfange  eines  jeden  n^^'  des  Jahres  ausgezalüt  wird, 
so  ist 
/q  ^      r.  G)_        1         /r—l  Y  jf  _V^    r—n^r  +  n—l 

wobei  der  Zinsfactor  r  durch  die  Gleichung 

(4.)  100  r  =  100  +  Procente 

erklärt  Tvord.      Der   in  Gleichung  (3.)   gegebene  Ausdi'uck   für 

(") 
Ry        ist   für   die  numerischen  Berechnungen  sehr  unbequem; 

deshalb  benutzt  man  gewöhnlich  einen  Näherungswerth,  den  man 

erhält,  indem  man   den  Zinsfactor  r,  welcher  so  wie  so  von  1 

wenig  verschieden  ist,  gleich  1  werden  lässt.    Setzt  man  dann 

noch 

(5.)  r  =  a;",     also     yr  =  x, 

so  wird 
limi^P=  lim  -^.f^-^^^V-lim  ^  ..«-..  +  .-  1 . 


lim  V"^=  lim  -^(""—^^Ry-Wm 


=1  n^  {x  —  1)2 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  in  den  Aufgaben  10  imd  11  gefun- 
denen Resultate 


(6.)  Iimi2,^"^  =  i2,--^^- 

Eine  genauere  Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Näherungs- 
werth von  dem  wählten  Werthe  sehr  wenig  verschieden  ist. 

12)  hm i —  =  -  =  lim  ^^ ; — r i —  =  v:  ' 

,.     (l+lna:)a:^  — 1       ,.     il+\Rxfx'' -\- x'^^ 

hm -~ — -. —  =  hm — 5 =  —  2. 

—  l+a;~^  — x-^ 


,<.x  1-     Vx—Va  +  yx—a       0        ,.      2yx        ^Vx^a     00 
13)  lim  ~ 1  =  -  =  hm  -^ = — 

a;=a  y  x'^  —  ä^  0  X  OO 

Yx'  —  a^ 
_  ..     yx^  —  a^  -\-yx{x  +  a)  _  ]/2^  _  J_ 


2xyx  2a]/ a       ]/2a 
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oo 

In  diesem  Beispiele  werden  (p'{a)  und  f\a)  beide  unendlicli 
gross;  es  ist  aber  in  §  65  ausdrücklich  nachgewiesen  worden, 
dass  die  angegebene  Regel  auch  in  diesem  Falle  noch  richtig 
bleibt. 

^  ,.  ,.     1  — cos.r       0       ,.  sina:  0 

i4)  lim ^^r-  =r  -  =  lim 7^ — ^ V-  =  t:  • 

'  a:=oCOSa:sm^a:      0  — sm^a:  +  2sina;cos2a;       0 

Nun  ist  aber 

sinrc  1 


—  sin^a;  -H  2sinajcos'^a;       —  sin^a;  +  2cos'^a; 

folglich  wird 

,.     1  —  cosa:       1 
hm — ^^-  =  -  • 


§  67. 

Ausdrücke  von  der  Form  ^. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  120.) 

Werden  die  Functionen  if{x)  und/(a:)  beide  für  x  gleich  a 
unendlich  gross,  so  wird 

lim  ^^  =  —  • 

^=aSKx)  ~ 

Um  den  Grrenzwerth  zu  ermitteln,  dem  sich  in  diesem  Falle 
~r^  nähert,  setze  man 

(1.)  ff-iix)  =  -^-  5    also     (p(x)  =  ^^- , 

(2.)  /i(ar)  =  -:—  ,    also   f{x)  = 


dann  folgt  aus  limy(a;)  =  oo  und  lim/(a;)  =  oo 
(3.)  Iim9i(a;)  =  0     und    lini/i(a:)  =  0, 


x=a 


und  man  erhält 

(4.)  hm  4r4  =  lim  "^-7—  =  :t  ' 

x=aj{x)  <ft{x)         0 
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oo 

d.  h.  man  hat  diese  Aufgabe  auf  die  in  §  65  behandelte  Auf- 
gäbe  zurückgeführt  und  damit  bewiesen,  dass  sich  -^7—  für 
X  =  a  einem  bestimmten ,  endHchen  (oder  unendlich  grossen) 
G-renzwerthe  A  nähert,  wenn  sich  '-V^  diesem  Grenz werthe 
nähert.    Daraus  ergiebt  sich  nach  der  damals  gefundenen  Eegel 

Nun  ist  aber 

folglich  wird 

(6.)       A  =  hm  4^  •  ^7~  =  lim  '^V^  •  hm  ~-^   , 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (5.) 

(6a.)  A  =  AK\im-^- 

(f\x) 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  A  von  0  verschieden  ist, 
kann  man  beide  Seiten  dieser  Gleichmig  durch  A-  dividiieu  und 
erhält  dadurch 

(7.)  T  =  l-^i' 

oder 

Es  gut  hier  also  dieselbe  Regel  wie  bei  den  Ausdrücken, 
welche   an  der  Grenze  die  Form  —  annehmen,  d.  h.  man  findet 

wixS 
den  Werth  von  lim  ^^H »  indem  man  Zähler  und  Nenner  einzeln 

/(^) 
dilferentürt  und  in  den  Quotienten  der  Ableitungen  x  gleich  a 
einsetzt. 

Diese  Regel  bleibt  auch  dann  noch  richtig,  wenn  A  den 
Werth  0  hat.    Denn,  wenn  mau  in  diesem  Falle  den  Ausdruck 
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betrachtet,  so  erkennt  mau,  dass  er  für  x  g-leich  a  den  von  0 
verschiedenen  Werth  1  hat.  Dies  ist  niu^  dadurch  möglich,  dass 
auch  der  Zähler  f{x)  +  (f>{x)  für  x  gleich  a  unendlich  gross 
wird.     Der  Ausdruck   nimmt    daher    an  der  Grenze  die  Form 

oo 

—  an,  so  dass  man  die  eben  ausgesprochene  Eegel  anwenden 
darf.    Dadurch  findet  man 

(10.)  lim^^,^^  =  lim  /:%t/(^) , 

oder 

(fix)  ,.     w'(x) 

l  +  hm^-  =l  +  lim^, 

folglich  ist  auch  m  diesem  Falle 

(11.)  lim-^'  =  lim  -^^  • 

Werden  lim  fix)  und  lim^-X*")  beide  gleich  0,  oder  werden 

sie  beide  imendlich  gross,  so  findet  man  durch  nochmalige  An- 
wendung derselben  Eegel 

( 1 2.)  hm  -r^-  =  hm  -—  =  hm  -——- 

und  kann  so  fortfahren,  bis  sich  ein  bestimmter  Werth  ergiebt. 

Auch  hier  daif  die  Grösse  a  unendlich  gross  werden,  wie 
man  durch  die  in  §  65  ausgeführte  Untersuchung  zeigen  kann. 


§  68. 

Uebungs -Beispiele. 


^,    ,.       tg(5a:)         CO  COS^Ö^;)  ..         ÖCOS^:^  0 

1)  hm  ^ '  =  ^  =  hm ; — -  =  hm  — -—-r-  =  -  j 

_^    tga;  oo  1  C0S''(5a;)       0 

-  COS^  X 


,.      öcos^a;                  — 10cos:rsina;  -.      sin(22:) 

lim- — -——  =  hm  — — .   , —  =  Im 


cos"'^ (öx)  —  1 0  cos  {5x)  sin  {öx)  '  sin  (10  a:)      0 


—  j 
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,.      sin  (22;)        ,.       2  COS  (22;)         —2        1 

lim  —. — ~--^  =  lim ^ = =  -  • 

sm(10:r)  10cos(10a:)       —10       5 

2)  hm  —  =  —  =  hm  —  =  0. 

^.     -.       3-2        00       ..     2x       00       ,.2.1 

3)  hm  -~  =  —  =  hm  —  =  —  =  hm =  0. 

4)  1™?:^  =  ^. 

Zunächst  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  n  eine  positive 
ganze  Zahl  ist.     Dann  wird 

,.     a;"        ,.      w:r"   *       00 

lim  — r  =  lim =  —  ' 

er  e^  00 

wenn  n>  \  ist; 

,.     wa:"-i       „      w(w  — l)a;"-2 

lim  — —-  —  hm  — ^^ • 

e*  eF 

Dieser  Ausdruck  wird  entweder  gleich 

nin  —  1]  ,        00 

— ^^ =  0,     oder    —  ; 

CO  00 

jenachdem  n  gleich  2  oder  grösser  als  2  ist.  Um  die  Aufgabe 
allgemein  zu  lösen,  muss  man  Zähler  und  Nenner  n  Mal  dhferen- 
tiiren  und  erhält  dadurch 

,.     a;"        ,.      n\        n\ 
hm  —  —  hm  —  =  —  =  0. 
e*  e^       00 

Dasselbe  Resultat  findet  man  auch,   wenn  n  eine  positive 

gehrocliene  Zahl  ist;  denn  in  diesem  FaUe  liegt  n  zwischen  zwei 

ganzen  Zahlen  k  —  1  und  k,  so  dass 

k  —  \  <.n  <,  k 

wü-d,  folglich  ist 

lim  — -  =  hm  - — - —  =  lim 


oder 


e*  e*  e* 


,.     2;"        ,.     x^        1  ,.     x^    ,.         1 

lim  —  =  lim  —  •  —, —  =  hm  —  hm  — r— 

e*  gX  rghr-n  gZ  y.k- 
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Nun  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
1: 
und,  da  h  —  n  positiv  ist, 

folglich  ist  auch 


hm  —  =  0 


lim  — r —  =  0, 


lim—  =0. 

Der  Sinn  dieses  Resultates  ist  der,  dass  für  hinreichend 
grosse  Werthe  von  x  die  Exponential- Function  e'  noch  grösser 
Avird  als  jede  beliebig  hohe  Potenz  von  x. 

1 

^.     ,.       \ViX       oo  a:  1-1  1         ^ 

5)   lim  —  =  —  =  lim =  lim  — -  =  —  —  0 ; 

ä;=oo  x^'        CO  wa;""'  wa;"        oo 

dabei  ist  nur  vorausgesetzt,  dass  n  positiv  ist,  im  Uebrigen  darf 
n  beliebig  klein  sein.  Der  Sinn  dieses  Eesultates  ist  dann  der, 
dass  In  x  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  x  zwar  selbst  beliebig 
gross  wird,  al)er  doch  noch  kleiner  bleibt  als  jede  beliebig 
niedrige  Potenz  von  x. 

Setzt  man  w  =  —  ?  so  nimmt  für  positive  Werthe  von  m 

m  ^ 

das  soeben  gefundene  Eesultat  die  Form  an 

,.      In: 

lim  — -. 

m/ 
r=co  j/  X 


T      Ina: 

lim  —=  =  0. 


^.     ,.        ln(tga:)         —  oo  sina:cosa; 

6)    hm  ,    r^  "    ^.  = =  hm 

^    x=Q  ln[tg3:c)]       —  oo  3 


sin  (3^:)  cos  (3a;) 


_  ,.     sin(3a:) cos(3a:)  _         sin(6a;)    _0 
~~  3sina;cosa;     ~         3sin(^2r)  ~  0  '^ 


,.       sin  (Gar)         ..       6  cos  (6a;)        6 

lim ^^ =  lim ^ — —  =  —  ^  1 

3  sin  (2a;)  6  cos  (2a;)        6 
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1 

,    ,.      \nx       — oo      _.  z  ,.     — sin^z      0 

7)   lim  -7 —  = =  lim ; —  =  hm ■  =  - 

T=o  ctgx         oo  1  X  0 

siii'-'a; 

,.     — sin^a;       ,.     —  2sma;C0Sa;       0 

lim =  hm =  -  =  0. 

X  11 


§  69. 

Ausdrücke  von  der  Form  0 . oo . 

Bei  den  Ausdrücken,  welche  an  der  Grenze  die  Form  0 .  oo 
haben,  kann  man  die  Bestimmung-  auf  einen  der  beiden  vorher- 
gehenden Fälle  zurückführen.     Wird  nämlich 
(1.)  lim  (p{x)  =  0,     lim/(a:)  =  oo, 


so  setze  man 

wieder 

(2.) 

ff^{^)=     /  , '    also    fp{x)  — 

if{x)                                             (fy{X) 

(3.) 

dann  ist 

(4.) 

limyi(a;)  =  oo,     lim/i(a:)  =  0. 

Deshalb  wird 

(5.) 

fi^):m-tl 

ein  Ausdi'uck,  der  für  x  =  a  die  Form  —  annimmt;  und 

(6.)  ^(.)./(.)  =  ^ 

wird    ein   Ausdruck ,    der    für   x  =  a    die   Form   °°  annimmt. 
Daraus  ergiebt  sich  die  Regel:   Man  bringe  den  Ausdrtcck  auf 

die  Form  —   oder    auf  die   Form  —    und  behandle   ihii.    roie   in 

Q  ''  oo  ' 

§  65,  beztc.  in  §  67  angegeben  rcorden  ist. 
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§  70. 

Uebungs- Beispiele. 

X         0  1 

1)  lim  (x  .  ctgx)  =  lim  - —  =  ;-  =  lim =  1. 

^   ^=0  ^  tgx       0  1 

cos-^  X 

2)  lim(a;  —  a)  [ln(a;  —  a)f  =  0  .  oo, 

x-=a 

\\m{x  —  a)[\n{x  -  a)Y  =  lim  PpC^-«)?  ^  ^ , 
x=a  \x  —  a)'^  oo 

n   r  ^^a  2ln(a; — a) 

hm  "4 — f  =  lim -^-=— 2lim^^ — ^  =  —  , 

{x  —  a)-i  —  {x  —  a)-2  {x  —  a)-^       oo 

1 

—  2 lim  y^ ~  =  —  2lim  -— -^  =  +  2lmi(a;  —  a)  =  0. 

3)  lim(a:-l)tg(^')=0.oo=lim    "^"^         ^ 


,      /X7l 


a;7r\       0 


r       ^  —  1          T               1  1-  V2/  2 

lim : — -  =  lim =  —  lim 


<i) 


TC  7t  TT 


Noch  etwas  einfacher  hätte  man  diese  Aufgabe  üi  folgen- 
der Weise  behandeln  können.    Es  wird,  weil  siQ(  — j=l  ist, 


nm(a:  —  l)tg  ( ?^  )  =  Um ^^-^  =  hm 

2=1  \  2  /  /xn\ 


x—1 


/X7i\  /xn\       0 

cos(^— j  cos(^— ) 


,.       x~\         ,.1                        2 
lim ; — -  =  hm = 

/XTC\  71      .     ^X7l\  71 


cos(  -^1  —~  sinf  ^) 


4)  lim2-^tgf^^)=cx..o. 
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Die  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  einfacher,  wenn  man 

a 

als  Veränderliche  einführt.     Dadurch  \vird 

2^  —  -    und    limy  =  0, 
y  2=00 

also 

^hm2ng(-)  =  hm  -  tgy  =  hm  -^^  =  -  , 

lim  — ^^  =  lim —  =  a. 

y  cos''y 

5)    Wmxy-y/^'  —  1)  =  oo  .  0  =  lim  —  —  =  -  ?  wo  ^  =  - 

x=oo  e=o        c  0  X 

gesetzt  ist, 

,.     r*  ■ — 1       ,.     r'lnr       , 
lim  — - —  =  lim  — - —  =  In  i: 

Von  diesem  Resultate   kann  man  wieder  eine  Anwendung 
machen.    Nach  Gleichung  (3.)  in  §  66  war 


oder,  wenn  man  w  mit  x  vertauscht. 


oder,  wen 

(la.)    Ry 

r[x{:i/r-l)f  [x{^r-l)Y 

Wird  nun.  die  Zahl  x  immer  grösser  und   schliesslich  un- 
endlich gross,  so  erhält  man  mit  Eücksicht  darauf,  dass 

lima:(f/r  —  1)  =  Inr 

X=;00 

wird, 

§  71. 

Ausdrücke  von  der  Form  oo—  oo. 

Wü'd 

(1.)  limy(a:)  =  oo     und    lim/(a-)  =  oo, 

so  nimmt  der  Ausdruck 
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fiü*  x  =  a  die  unbestimmte  Form  oo  —  oo  an.  Den  wahren  Werth 
dieses  Ausdruckes  kann  man  wieder  dadurch  ermitteln,  dass 
mau 

(2.)  g)i{z)  —  -—-^  >    also    (f{x)  = 


<p(x)  ^'  (fi{x) 

(3.)  f,(x)  =  -^,    also  fix)=    ^ 


fix)  ■'  ^  '      f,{x) 

setzt.     Dann  wird 
(4.)  \mL(p,{x)  =  0,     ]imf\{x)  =  0, 

x=a  x=a 

und  man  erhält 

Dies  ist  aber  ein  Bruch,  welcher  füi'  lima:  =  a  die  Form  - 

annimmt  und   nach   der  in  §  65  angegebenen  Regel  bestimmt 
werden  kann. 

Mitunter  gestaltet  sich  die  Umformung  noch  etwas  einfacher, 
wie  es  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 


§  72. 

Uebungs- Beispiele. 


,.     —x+l       0 

CO  —  oo  =  um — 5 —  =-> 

x^  —  1        0 


,.     —x+l        ,.      —1  1 

^^^^r=^-2^=-2 


2)lim(^-,^)  = 


,.      xlcx — ■x-'tl        0 

oo  —  oo  =  lim  — -Yi =  -  j 

{x  —  l)lna;         0 

,.    a;lna:  — a:H-l       ,.      Ina;  + 1 — ^1        ,.  Ina;  0 

{x — l)lna;  lna:  +  l  —  x-^  lna;  +  l — x~^      0 

.r^^  ,,  a;  1 

=  lim  — — — z?  =  lim  --r^  =  ^  • 
x~^  -\-  X  '  X  -\-  1      2 

Kiepert,  Differential  -  Eeclmung.  22 
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3)  limf  — ; — )=  CO  —  oo  =  lim- 

x=o\  smx       xj 


sina:      0 


,.      X  —  sina;        ,.  1 — COSa;  0 

lim . =  lim  -. ; =  - 

icsma;  sma:  +  xQ.Q'&x        0 

,.  sina;  0 

=  hm  — ^-  =  ^  =  0. 

2cos:r  —  x'smx       2 


4)  limf -^"5 t)=oo  —  oo  =  lim  — ; 

x=o\sm2a;       x^J  x 


—  sin^a;  _  0 

,.     x^  —  '&xv^x      ,.  2x — 2sin2;cosa:  0 

lim  — 5-^-^ —  =  lim  - — ^-^ — ,  ^  ,  . =  -  ? 

x-  sm^a;  2a:  Sin^a:  +  2.r2  sm  a;  COS  a:       0 

oder,  wenn  man  2a:  gleich  y  setzt, 


sin-a;  _  , .  4  y  —  4  siny 


a=o     a;"'^sin2a:  ^=o  2y(l  —  cosy)  +  y-'siny 

^lim. 4(1  —  cosy) ^0 

2(1  —  cosy)  +  4?/siny  +  y^cosy      0 

,.  4sin'?/  0 

^  Imi  — ; . —  =  — 

6siny+ 6ycosy — y^siny      0 

,.  4cosy  4       1 

=  lim r^— =  —  =  -  • 

12cosy  —  Sysmy— y^cosy      12      3 

Häufig  wird  man  bei  Behandlung  der  Ausdrücke,    welche 

0       oo 

für  a:  =  a  die  unbestimmte  Form  -  ?  —  j  0  .  oo ,   oder  oo  —  (dc 

0  CO 

annehmen,  am  schnellsten  zum  Ziele  kommen,  indem  man  sie  so 

umformt,  dass  sie  für  a:  =  a  die  Form  -  erhalten,  dann  Zähler 

und  Nenner  mit  Hülfe  der  Tay/or'schen  Reihe  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  —  a  entwickelt  und  dmxh  eine  möglichst  hohe 
Potenz  von  x  —  a  dividiit. 

Für  die  letzte  Aufgabe  erhält  man  z.  B. 
x^  —  sin^a:  =  {x  —  sin  x)  (x  +  sin  x) 
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..w.=.^(f,-i;+-...j=..(i_|!+^...j. 

Dies  giebt 

—  Bm'x  _  V3!~5!"^  'X^"~3l~^ ) 

0-3I  +  --) 


a;2  sm^x 
also 


,.      x^  —  sm^a; 
lim 


x=o     z^sm^x         8!      3 
§  73. 

Ausdrücke  von  der  Form  0",   oo",  1°°. 

Nimmt   der  Ausdruck   [cp(x)y(^^  für   x   gleich  a  eine  der 
Formen 

an,  so  setze  man 

(1-)  [^ix)yi^)  =  u, 

dann  wü-d 

(2.)  lnu=f{x)An(f{x), 

also 

(3.)  W  =  e/(«).lny(a;)^ 

Ist  nun 

so  wird 

ist 

so  wii'd 

ist  endlich 

so  wü'd 


LLm/(a;)  =  0,     lim  ff  (x)  =  0. 

x=a  x=a 

lim/(a:)  .  lny(^)  =  0  .  (—  oo); 

lim/(2;)  =  0,    ]imff{x)  =  c», 

x=a  x—a 

lim/(Ä:)  .  In  g)(x)  =  o .  oo ; 

x=a 

]mif{x)  =  oo,     lim9-{:r)  =  1 , 

x=a  x=a 

lim/(a;) .  In  (p{z)  =  oo  .  0. 


22* 
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Um  den  Werth  von  limw  zu  ermitteln,  braucht  man  nur 
den  Werth  von  lim  (In  w)  zu  berechnen,  der  zunächst  die  unbe- 
stimmte Form  0 .  (dz  co)  hat  und  sich  deshalb  nach  den  An- 
gaben der  vorhergehenden  Paragraphen  behandeln  lässt. 


§  74. 

Uebungs -Beispiele. 

1)  lim(2;^ 

ar=0 

0  =  0". 

lim  In 

u  =  lim  In  (a;^)  =  lim  (a:  Ina:)  =  lim  — 

1 

X        — 

-  CXD 

-1 

CO 

3^                                     00 

=  lim r  =  —  lim  r  =  0? 

—  X-'-                   1 

folglich  ist 

liniM  =  lim(a:^)  =  e"^  =  1. 

2)  lim(.r 

x=0 

smx\  ~—  Q0_ 

limlnw  = 

:  lim  In  (2:^"»=")  =  lim(sin.rlna;)  =  lim 
1 

Ina: 

—  00 

(sina;;- 

-1        00 

X                  ,.       sm-a; 

0 

— -  11m '—^       iiui                — 

cosa;                      iccosa; 

0 

Sin^a; 

,.        2siQa;cosa;          0 

=  —  lim ^ —  =  ^  =  0> 

cos;r — x%va.x       1 

folglich  ist 

b'm  u  =  lim(a;si^^)  _  gO  _  1, 

3)  lim(a;^+^)=00. 

limlnw  =  lim (  ,  ,  ^, Ina: )  =  lim  .  ,  .,,       =  — — • 

\4-f2lna:  /  4-|-21na:        — 00 


,.      X        ..3       3 
=  hm  — =hm-  =  - 


X 


^mu  =  lim(a:'+'^0=  e^'  =  V^- 
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4)  \m\x'')=  ooo. 


limine  =  lim  (  —  Inxj  = 


T     Ina;       oo 
lim  —  =  — 

Z  oo 


X  1 

=  lim  — -  =  lim  -  =  0, 

1  X 

folglich  ist 

limw  =  lim  yx")  =  e«  =  i. 

5)  lim  ]/—  =  lim  n    " —-.  oo«. 

n=zoo  f    fi 


limln«  =  —  2lim  -^  =  —  2lim—  =  0, 
fblglicli  ist 

lim  u  =  lim  1/^  =  e^  =  1. 

n=oo  f    fi 

Die  Bestimmung  dieses  Ausdi^uckes  war  in  §  52  (Seite  228) 
erforderlich. 

6)  lim[(ctga:)siii*]  =  ooO. 

limine  =  lim[sin:rln(ctg:.)j  =  lim  ^^(^^f)-Msinx)      oo 

•  Sina:        cos»: 

,.  COSa;       sina:        ,.       sina:         0 

=  lim  — ^ — ^-^ =  lim  — ;r-  =  —  =  0, 

—  (sma;)-2cosa:  COS^a;        ]  ' 

folglich  ist 

lim«  =  ]im[ctga:)si°^]  =  e^  =  1. 

7)  lim(l  +  a-)^  =  l~ 

limine  =  lim  —  ln(l  +  a:)  =  lim  — ^ — ^^üi  _  _ 
X      ^     '     ^  X  0 

1 

,.      1+a:       , 
=  lim  ^—  =  1, 

folglich  ist 

1 

'  limw  =  lim(l  +  a;)  "^  =  e*  =  e. 
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8)    lim(l  +  -y=  1' 


Diese  Aufgabe  wird  auf  die  vorhergehende  zurückgefühlt, 


indem  man  x  mit  -  vertauscht. 

X 


Man  beachte,  dass  in  §  11  (Formel  Nr.  13  der  Tabelle)  die 
Zahl  e  durch  die  Gleichung 


=  lim  (l  +  -Y=  lim  (\  +  ^Y 

n=oo\  ^*/         a:=oo\  X/ 


erklärt  worden  ist. 


9)  lim  ('2--') 


^(s)- 


=  1' 


,.    ,  ,.    ^  (xn\^    /2a  —  x\       ,.     ln(2a  —  x) — Ina       0 

limlnw  =  hmtg(  --  )  In  ( )  =  lim  — ^ --^— =  -- 

\2a/      \      a      /  (xn\  0 


2a  —  X        2a-. 
=  lim =  — lim    ^ 

—  71  TT  2a  —  X         n 


,    (xn 
\-iaJ       2 


sm'('?^'l 


^-KS) 


folglich  ist 


limw  =  lim  f  2 —  —  j 


=  e   . 


Bemerkungen. 


0 


1.    In  vielen  Fällen  kann  man  Grenz -AiLsdrücke  von  der  Form  tt 


oder  —  dadurch  ermitteln,  dass  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches, 
bevor  man  den  Grenzwerth  von  x  einsetzt,  durch  einen  passenden  Factor 
dividirt.    So  ist  z.  B. 

1  —  cosa;        1  — cosa:  1— cosa; 


sin^a; 


1  —  cos^a;      {l-\-  cos x) (1  —  cos x) ' 


folglich  wird 


1  —  cosa;       ,,  1 

lim r-s =  hm 


1  +  cosa;        2 


§  75.    Zusammentreffen  unbestimmter  Formen.  343 

2.  Zu  demselben  Resultate  hätte  man  aucli,  wie  schon  oben  hervor- 
gehoben ist,  durch  Entwickelimg  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ge- 
langen können.     Nach  den  Formeln  Nr.  93  und  94  der  Tabelle  ist  nämlich 

x^      x^  ,/l       a:2  \ 

l-cosa;  =  ^-jj  + =^"(,2!~4T+~-'7' 

/x        ofi  \2  xl        a;2  X2. 


sin^z 
dies  giebt 


folglich  ist 


1  — cosa;        2!       4!  "^ 


G-IJ^— ) 


j^l-COSX^ 

a;=o     sin^a; 


§  75. 

Zusammentreffen  unbestimmter  Formen. 

Die  Grenz  -Aiisdi'ücke,  welche  eine  unbestimmte  Form  haben, 
sind  durch  die  behandelten  Fälle  noch  nicht  erschöpft;  die  an- 
gegebenen Eegehi  reichen  aber  zur  Erledigung  der  noch  übrigen 
Fälle  aus,  die  im  Wesentlichen  nur  Combinationen  der  bereits 
besprochenen  Grenz -Ausdrücke  sind,  wie  die  noch  folgenden 
Beispiele  zeigen  sollen. 

Nim  ist  aber 

,.     sina:       ,,     cosa; 

lim =  um  — - —  =  1, 

folglich  ist 

limw  =  limf \  =  1°° 

und 
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,.    ,  ,.     Infsina;) — Inrr       0 

limlnw  =  liin  — ^^ i =  — 

x^  0 

,.     ctffrc  —  ar-^       ,.     arcosa; — -sina;        0 

=  lim         ^ =  lim ^r-Y-- =  -w 

2x  2x^sm.z  0 


=  lim 
=  lim 


a;sma; 


4tZSiD.x  +  2a;2cosa: 

—  COSa; 
6C0Sa;  —  2a:sina: 


=  lim 


—  Sma: 


0 


4sma;  +  2a;  COS a;       0 
6  ' 


dies  giebt 


,.     /sina;\' 


,.            ,.     /sina;\'        -^        1 
lim«  =  lim  I )  =  e    ^  =  -j~ 

fe 


2)  lim 
Hier  ist 


ln(aa:)"|«^_/oo\o 


hm  — ^ — -  =  lim  -—  =  0. 
X  1 


folglich  ist 


hm  u  =  hm 


"lll(aa;) 


=  0° 


hmliiM  =  lim 


_  ,.      ln[ln(aa;)]  —  Ina;  _  —  00 


,.     Infaa;)    x       x       ..     1  —  ln(aa;)       — 00 
=  hm  — ^^ — ^— =  hm  — 


a;  hl  (aa;) 


lim 


l  +  ln(aa;)       a;[l  +  ln(aa;)]         00 


=  -— =0; 


dies  giebt 


^mu^]im]^J^^  =  l. 
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3)  lim  ^^ =  — 


3)      - 

x=0  X  0 

Nun  ist  aber  nach  Aufgabe  7  in  §  74 


lim(l  4-  .r)^=  e, 


folglich  ist 


X  0 


(l  +  ^)Hr^-ln(l  +  .r)' 


=  lim(l+^)^  .Um-i^t^ — , =  e.- 

x^  0 


2x  2:r(H-:r)2 


lun 


=  e .  lim 


2(1  +  xf 


IX.  Abschnitt. 

Differentiation  der  nicht  entwickelten 
Functionen. 

§  76. 

Differentiation  einer  Function  von  der  Form  F{u,  v). 

(Vergl.  die  Fonnel-TabeUe  Nr.  121—125.) 

Ist 

(1.)  z  —  F(u,  v) 

eine  Function  von  zivei  Veränderlichen,  ist  z.  B. 
z  =Su^  —  luH  +  llwi;2  +  2v^, 

so  wii'd  sich  z  im  Allg-em einen  schon  verändern,  wenn  sich  nui' 
u  verändert,  wähi^end  c  constant  bleibt,  oder  wenn  sich  nui-  v 
verändert,  während  u  constant  bleibt.  Man  kann  also,  wenn  z 
in  Bezug  auf  w  eme  stetige  Function  ist,  in  derselben  Weise  wie 
bei  Functionen  von  einei-  Veränderlichen  den  Differenzen-  Quotienten 
büden,  dessen  Grenzwerth  dann  für  verschwindend  kleine  Werthe 
von  Ju  den  Differential- Quotienten  oder  die  Ableitung  liefert. 
In  diesem  Falle  bezeichnet  man  aber  die  Ableitung  nicht 

7  ^ 

mit    ,   ?  sondern  mit  ~  und  nennt  sie  ..die  partielle  Ahleitunq 
du  ou  ■•,       r  ;j 

von  z  nach  w",  weü  man  bei  dieser  Operation  nur  u  als  Ver- 
änderliche betrachtet  und  dadurch  die  Veränderlichkeit  der  Fimc- 
tion  z  beschränkt.    In  dem  vorliegenden  Falle  wird  also 

(2.)  ^  =  9^2  ^  l^uv  +  lli;2. 

Mit  demselben  Kechte  kann  man  z  so  differentüren ,  dass 
man  v  als  die  einzige  Veränderliche  und  u  als  eine  Constant e 
betrachtet.    In  dem  vorliegenden  Beispiele  wird  daher 

dz 
(3.)  ^-  =  —  7w2  +  22wü  +  6ü2. 
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Wie  man  also  nach  Formel  Nr.  15  der  Tabelle  die  Ableitung- 
einer  Function  y  =f{x)  von  ei?ier  Veränderlichen  durch  die 
Gleichung 

(4.)  1^  =  lim  f(^  +  ^f) -/(=') 

^    ^  dz      jx=o  ^x 

erklären  kann,    so    kann   man  die  partiellen  Ableitungen   einer 
Function  von  zwei  Veränderlichen  durch  die  Gleichungen 

dz        .     F{u  +  Ju,  v)  —  Fiu,  v) 
-iT—  =  lim 5 

du        ju=0  ^u 


(5.) 


(60 
erklären. 


dz  _y     F(u,  V  +  Jv)  —  F(u,  v) 
de  ~~  Av=ü  ^v 


Beispiele. 

dz  dz 

du  du 


dz       1 

dz 

du       V 

dv~ 

dz  _1 
du       u 

dz 
dv  " 

dz 

—  1 

Y^..-y-^ '  du~~ 2yü{Yü — yvf 

dz  _  +1 

Ausführlicher  wird  von  den  partiellen  Ableitimgen  im  dritten 
Theile  dieses  Bandes  die  Rede  sein,  der  über  die  Functionen 
von  mehreren  Veränderlichen  handelt. 

Hier  soll  nur  der  Fall  in  Betracht  gezogen  werden,  wo  u 
und  V  beide  Functionen  von  x  sind,  wo  also 
(7.)  u  =  (p(x),    V  =  ip(x) 

ist,   so  dass  z  als  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x 
angesehen  werden  kann. 

Jetzt  sind  zwar  die  Veränderlichen  u  und  v  nicht  mehr  von 
einander  unabhängig,  man  könnte  vielmehr  aus  den  Gleichungen 
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(1.)  durch  Elimination  von  x  eine  Gleichung  zwischen  u  und  v, 
nämlich 

(8.)  f{u,  t;)  =  0 

öz  uz 

herleiten,  man  kann  aber  trotzdem  die  Ausdrücke  -^r-  und  -^ 

du  ov 

bilden,  genau  so,  wie  sie  durch  die  Gleichungen  (5.)  und  (6.) 

erklärt  sind,  und  für  das  Folgende  verwenden. 

Vermehrt  man  x  um  Jx,  so  gehen  die  Grössen  u,  v,  z  bezw. 
über  in 

iu  +  Ju  =■  (f{x  -\-  Jx),     V  +  Jv  =  ipix  +  Jx), 
z-j- Jz  =  F{u -\- Ju,v  +  Jv); 
daraus  folgt 

Ju  =  (f{x  +  Jz)  —  (/(x),     Jv  =  ip(x  +  Jx)  —  ip{x), 
^    Jz  ■=.  F{u  4-  Ju,  V  -j-  Jv)  —  F{u,  v) 
(10-)  ^  _  jp(^^^  ^  ju,v  -{-  Jv)  —  F{u,  V  +  Jv) 


+  F{w  V  +  Jv)  —  F{u,  v), 
oder,  w^eim  man  v  +  Jv  mit  vt  bezeichnet, 
(10a.)     Jz  =F{u  +Ju,  Vi)  ^F(u,  Vi)  +F{u,  v  -{-Jv)  —  F{u,  v), 
Jz  _  F{u-^Ju,  Vi)  —  F(u,  Vi)       F(u.  V  +  Jv)  ~F(u,  v) 


oder 

(11.) 


Jx  Jz  Jx 

Jz F{u  +  Ju,  i/i)  - —  F{u,  v^  Ja 

Jx  Ju  Jx 

F{u,  V  +  Jv)  —  F{u,  v)  Jv 


Jv  Jx 

Geht  mau  jetzt  zui^  Grenze  über,  indem  man  Jx  versch"win- 

dend  klein  werden  lässt,  so  werden  auch,  wenn  (p{x)  und  x)j{x) 

stetige  Functionen  sind,  nach  den  Gleichungen  (9.)  die  Grössen 

Ju  und  Je  verschwindend  klein,  und  man  erhält 

., -,  N               ,.     Ju       ..       cß(x -\- Jx) — cp(x)        du 
(12.)  Imi  — -  =  Imi  -^ — — -  =  ~T- ' 

Jx={i^X       jx=0  ^^  d,x 

(13.)  lim^=:=lim  ^(^  +  ^^)-V--(^)^^, 

und  da  lim^i  =  v  ist, 
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j^  F(u-\-Ju,v,)—F(u,vt)  ^    j.^    F(u-^^u,Vi)~F(u,Vi) 

Jx=0  ^^  Ju=0,  Vi=v  '^U 

__  dF(u,  v)  _  dz 
~       du      ~  du 

/^  -  N      1-      F{u,  V  +  Jv)  —  F(u,  v)       -.     F(u,  V  +  Jd)  —  F(u,  v) 
(lo.)     lim  — ^-^ -T^^ UL^  —  lim  -LJ L_!_^ 

_  <9i^(w,  zj)  _  dz 

~      dv       ~  dv 

Deshalb  folgt  aus  Gleichung  (11.) 
,      .  dz        dz  du       dz  dv 

dx       du  dx       do  dx 
oder   auch,    wenn   man   beide  Seiten   dieser  Gleichung  mit  dx 
multiplicirt, 

dz  Qz 

(16a.)  dz  =  ^—  du  +  ^;— -  dv. 

^  du  dv 

In  Gleichung  (16.)  sind  mehrere  Formeln,  die  schon  frülier 
hergeleitet  worden  sind,  als  besondere  Fälle  enthalten. 

Beispiele. 


1)  Es  sei 

(17.) 

Z  =  U  ±  V, 

dann  wird 

^^  _  1    ^^  =  -f- 1 

du          '      dv 

folglich  ist  in  Uebereinstimmung  mit  den  Formeln  Nr.  19  und  20 
der  Tabelle 

dz  d(u  ±  v) du       dv 

^     '^  dx  dx  dx       dx 

2)  Es  sei 
(19.)  zz=uv, 

dann  wird 

dz  _  dz  __ 

du~    ''      dv  ~    * 
folglich  ist  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  28  der  Tabelle 
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dz  d{uv) .  ^^   ,       ^^ 

^^  '^  dx         dx  dx  dx 

3)  Es  sei 

I 

dann  wird 


u 
(21.)  z  =  -. 

0 


dz       1        dz  u 

du      v       öv  v'^ 

folglich  ist  in  UebereinstimmuDg  mit  Formel  Nr.  '33  der  Tabelle 
/m\  du         dv 

dz  \cj       1   du       u   dv  d<c  dx 


(22.) 


dx         dx  V  dx       0^  dx 


4)  Es  sei 

(23.)  z  =  In(wf)  =  biM  +  Int-, 

dann  wii-d 

dz  1        dz 1 

du  u       dv       V 

dz         d\xi{uv)  1   du       1   dv 

^     '^                             dx  dx            u  dx       V  dx 

5)  Es  sei 

(25.)  z  =  Inf  -  )  =  In  u  —  In  v, 

dann  wii'd 

du      ZI       dv  V 


(26.) 


dz  \v  /        1   du       1   dv 

dx  dx  u  dx       V   dx 


6)  Es  sei 
(27.)  2  =  w« 

dann  värä 


dz  ,      dz  . 

du  '     de  ' 


(28.)  -r-  =  -y^  =  cu'^-^        +  ^^t■ .  l^^^ 

dx         dx  dx  dx 
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Von  dieser  letzten  Formel  mögen  noch  einige  Anwendungen 
gegeben  werden. 

7)  Es  sei 

z  =  x'^ 
also 

du        ^       do 
u  =  X,      V  ^=  X,     -^  =  \       -—  =  1 . 
dx  dx  ' 

^  =  X  .  a;^-»  +  rc^  .  lux  =  :r^(l  +  lux), 
dx 

Dasselbe  Resultat  ergab  sich  auf  anderem  Wege  in  §  25, 
Aufgabe  54. 

8)  Es  sei 

1 

X/~  X 

z  =  -y  X  =  X   , 
also 


11 

zz: 

X, 

v  = 

X 

? 

dx 

1, 

dx 

x' 

5 

dz 
dx 

1 
X 

•  X 

1 

— 

1 

X 

X 

•  Ina:  • 

1 

a;2 

X' 

— 

In 

x). 

Auch  dieses  Resultat  ergab  sich  auf  anderem  Wege  in  §  25, 
Aufgabe  56. 

9)  Ä  =  (lnrr)tg^, 

also 


du       1        dv  1 


> 


tc  =  \nx,     V  =  tgx ,     -y-  =  —  ?     —-  = 

'  ^    ^     dx      X       dx      cos^ic 

^  =  tg:.  .  (hi.:)-^+tg.  .  1  +  (in^)tgx .  ij,(in^) .  _±_ 


/i      Nt„   ftga;    ,    In  (Ina;)"! 
^      ^       L^hia;         cos^a;  J 


§  77. 

Herleitung  der  aligemeinen  Regel  für  die  Differentiation 
der  nicht  entwickelten  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  126  und  127.) 

Es  sei  wieder 
(1.)  z  =  Fiu,  v), 
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und  es  söißn  u  und  v  beide  Functionen  von  a;,  die  eine  Ableitung- 
besitzen,  (mnn  wird  nach  Formel  Nr.  122  der  Tabelle 

,  dz  dz  du       dz  dv 

''  dx       du  dx      dv  dx 

oder 

,      .  d^_  dF{u,  v)  du      dF{u,  v)  do 

dx  du        dx  de        dx 

Hierbei  ist  u  eine  beliebige  Function  von  x,  folglich  darf 
u  auch  gleich  x  sein.     Dann  geht  Gleichung  (2.)  über  in 
.    .  dz  _dz       dz  dv 

dx      dx       dv  dx 
Vertauscht  man  jetzt  v  mit  y,  so  "wird 
(4.)  z  =  F{x,y), 

wobei  y  noch  eine  Function  von  a:,  also 

(5.)  y=/(^) 

ist,  und  man  erhält 

(6  )  ^  =  ^f   .  ^  ^  , 

^  ''  dx      dx       dy  dx^ 

oder 

(6a.)  ^i^(:r,  y)  ^  dF(x,  y)   ^    dFjr,  y)  dy 

dx  dx  dy        dx 

In  diesem  Falle  ist  also  z  erstens  unmittelbar  abhängig  von 
x  und  ausserdem  auch  noch  mittelbar  abhängig  von  x,  indem  z 
auch  eine  Function  von  y,  und  y  wieder  eine  Function  von  x  ist. 

Man  nennt  ~  „die  vollständige  oder  totale  Ableitung  von 

dz 
z  nach  .-r"  im  Gegensatze  zur  partiellen  Ableitung  ^    und    er- 
sieht  aus    den   Gleichungen  (6.)    und   (6a.)   auch,    wie    noth- 

dz 
wendig    es     ist,     die   partielle    Ableitung    -j>-  von  der  totalen 

dz  ^^ 

Ableitung  —  dadurch  zu  unterscheiden,  dass  man  das  eine  Mal 

ein  (rundes)  d,  das  andere  Mal  ein  (gerades)  d  schreibt. 

Beispiele. 

l)  z  =  a:^*  =r  ccv,  wo  y  =  Ina:. 
Hier  wird 


folglich  ist 


öx-y^'-''  ö7=^''"^'  di-x 
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dz  ^  c^'^)  ^  _^  ^^  j^^     1 

dx  dx  X 

=  \nx  .  a^inx-i  _|_  3;ina;-i .  lux  =  2a;i^-^-'  .  Inz. 

2)  2  =  (tgxy  =  i/%  wo  y  =  tgx. 

Hier  wird 

Ö2r         _,  dz  ^  .       dy         1 

folglich  ist 

Der  Kürze  wegen  bezeichnet  man  die  partielle  Ableitimg 

dF(x  v) 
von  F{x,  y)  nach  der  ersten  Veränderlichen,  also  — ^  '  ^  ?  mit 

Ft{x,  y)  und  die  partielle  Ableitung  von  Fix,  y)  nach  der  zwei- 

dF(x  ii) 
ten  Veränderlichen,  also  ^ '       j  mit  i^2(:y5  y). 

Dadurch  erhält  die  Gleichung  (6a.)  die  Form 

(7,  ^^1^  =  p,(.„)  +  .,(,, )|. 


Diese  Formel  kann  man  jetzt  auch  benutzen  zur  Difieren- 
tiation  von  tiicht  entwickelten  Functionen.     Ist  z.  B.  y  als  Func- 
tion von  X  durch  die  Gleichung 
(8.)  F{x,  y)  =  0 

gegeben,  so  kann  man  sich  vorstellen,  diese  Gleichung  sei  nach 
y  aufgelöst  imd  dadurch  auf  die  Form 

(9.)  y=A^) 

gebracht.    Man  erhält  daher  nach  Gleichung  (7.) 

(10.)  ^q|i^  =  ^.(.„)  +  F,(.„)|. 

Setzt  man  den  Werth  von  y,   welchen  die  Gleichung  (9.) 
liefert,  in  die  Function  F(x,  y)  ein,  so  muss  nach  Voraussetzung 

F{x,  y)  =  0 
werden;  deshalb  wird  erst  recht 

Kiepert,  Differential -Rechnung.  23 
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dx 

so  dass  aus  Gleichung  (10.)  folgt 

(11.)  ^i(^,y)  +  ^2(rr,y)^^=0, 

oder 

(1 1  a.)  F^{x,  y)dx  +  F^{x,  y)dy  =  0. 

Aus  Gleichung  (11.)  findet  man  jetzt  unmittelbar 

n9^  <y  ^      Fijx,  y) 

^     '^  dx  Foix,  y) 


§  78. 

Uebungs-Beispiele. 

1)        JV     _j_     giyl    _    ^5252     _     0. 

Hier  ist 

F{x,  y)  =  ÄV  +  ay  _  «2^2^ 

^%^  =  F,(.,  y)  =  2J%,      ^^  =  F^.,  y)  =  2.V, 

folglich  wird 

dy  __  Fi{x,  y)  ^      h'^x 
c/a:  -F2(a;,  y)  a^y 

2)  i^(a:,  y)  =  aua;^  4.  ^üi^xy  +  agoy-  +  20132;  +  20233/  +  «33  =  0. 
Setzt  man  hierbei  noch  fest,  dass  «21  gleich  «12  ist,  so  wii'd 

Fi{x,  y)  =  2{anx  +  «12^  +  «13),     F2{x,  y)  =  2(0212;  +  «22^/  +  «23), 

dy aiia:  +  «i2.y  +  «13  _ 

dx  a^ix  +  a22y  +  «23 

3)  F{x,  y)  =  a^j^y^  —  ^axy  =  0, 

Fi{x,  y)  =  Sx-  —  Say,     F^ix,  y)  =  3y^  —  Sax, 

dy  3.7;^  —  Say  ay  ■ — ■  x- 

dx  3y^  —  Zax        y'^  —  ax 
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4)  F{X,  y)  =  (^2  +  ^2)2  _  ^2(^2  _     y2^  ^  0, 

Fx{x,  y)  =  2{x^  +  y")  .  2a:  —  2a2:r, 

F2(:r,  2/)  =  2(^^  +  2/')  •  2y  +  2aV, 

rfy  a;      2(a;^  +  y^)  —  «^ 

dx  y      2{x^  -\-  y^)  -\-  a?- 

5)  F{x^  y)  =  x-y^  +  cosa;  —  sina:  tgy  —  sinjr  =  0, 

Fx{x,  y)  =  2xy^  —  sina:  —  cosa;  tgy, 

siiia: 
F^ix,  y)  =  ^xY  —  -^  -  COSy, 


c^2/  _ 

—  2xy^  +  sina:  +  cosa;  tgy 

dx 

^^'^'       cos^y       "''^ 

_  ( —  2xy^  +  sina")  cos^y  +  cosa;  siny  cosy 
~  ^xY  cos^y  —  sina;  —  cos^y 

6)  i^(a;,  3/)=  a;y  + sin  y  =  0, 

Fi{x,  y)  =  2xy\     F^ix,  y)  =  ^xY  +  COSy, 
dy  2xy* 

dx  ~        '^xY  +  COSy 

7)  F{x,  y)  =  sina;  siny  +  sina;  cosy  —  y  =  0, 
Fi{x,  y)  =  cosa; (siny  +  cosy), 

F2{x,  y)  =  sina;(cosy  —  siny)  —  1, 
dy  cosa;  (cosy  +  siny) 


dx  sina;  (cosy  —  siny)  —  1 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Lösungen  der  folgenden 

Aufgaben. 

dy       e*  —  y 

'  ^  '  dx       ey  -\-  x 

o^     •    /     X        r„        9        r.     <-^y       yrcos(a;y)  —  e^y  —  2a;] 

9)  Sin(a;y)  — e*^    -a;2y  =  0;    -^  ^^-\ — \^-^ — -^  . 

'        ^  y'  ^         '    dx        x{x  -\-  e^y  —  C0S(a;y)] 

10)  a;2  +  y^  —  a^  =  0;  -^  =  _  ^  . 

'         '    -^  dx  y 

23* 
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§  79. 

Ableitungen  höherer  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  128  und  129.) 

Der  Kürze  wegen  setzt  man  häufig 
dy  d^y       dp 

cte""^'      ^2  =  ^  =  ?' 

d^y d'^p dq 

dx^       dx^       dx 

Aus  der  Gleichung 

rn  ^  =  ^  =  _ZK?Ly). 

^  ''  dx  F<i{x,  y) 

folgt  dann,  dass  p  wieder  eine  Function  von  x  und  y  ist,  die  man 
ebenso  differentiiren  kann  wie  in  §  77  die  Function  z;  man  er- 
hält daher,  indem  man  in  Formel  Nr.  126  der  Tabelle,  nämlich  in 

dz dz      dz  dy 

dx      dx      dy  dx 

z  mit  p  vertauscht, 

d^_dp      dp  dy 
\^-i  ri^  ~  z^:.  "■ 

oder 


dx      öx       dy  dx 


.      .  d'^y  dp    ,   dp 

(2a.)  dS'^1  =  8x  +  d-aP- 

In  derselben  Weise  findet  man  aus  q  auch  die  dritte  Ab- 
leitung von  y  nach  x,  denn  es  ist  wieder  nach  Formel  Nr.  126 
der  Tabelle,  indem  man  z  mit  q  vertauscht, 

(3 )  ^  =  ^  j_  ^_  ^ , 

dx       dx       dy  dx ' 
oder 

(3a.)  ,55  =  >•  =  &  + ö^^- 

Dies  kann  man  beliebig  fortsetzen.  Man  achte  aber  darauf, 
dass  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  nui'  dann  anwendbar  sind, 
wenn  p  und  q  Fmictionen  von  x  und  y  sind. 
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§  80. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Ableitungen  p  und  q  bestimmen, 
wenn  gegeben  ist 

(1.)  x^  —  xy  -\- xß  =  «2 

Hier  ist 

(2.)  F{x,  y)  =  x^  ^xy  +  y^  ^^  a% 

(3.)  Fi(x,  tj)  =  2x-~  y,     F<,{x,  y)  =  -~  x  +  2y, 

also 

(4.)  p  =  f  =  ^^-ZX. 

^       dx       x~2y 

Daraus  folgt 

(5.)  ^p     "  ^y 


(6.) 


dx  ~  {x~-2yf 

dp_       3x 

d~y~  {x—2yf 

g^       g^  —  3y  3a:  2x~y 

dx       dy^        {x  —  2yf'^[x^'2yf'x  —  2y' 
oder 

•'       ^       dx^  {x-'2yf 

Berücksichtigt  man  noch  Gleichung  (1.),  so  erhält  man 

(8.)  q  =       ^^' 


(x  ~  2yf 
Aufgabe  2.    Es  ist  gegeben 

(9-)  {x  —  iy'^{x,  —  rif~a?  =  ^^ 

man  soll  die  Werthe  von  p  und  q  ermitteln. 

Auflösung  1.    Hier  ist 
(10.)  F{x,  y)  =  (x~  ^y  +  (2/  -  rjf  -  a^ 

(11.)  F,{x,y)  =  2(x--§),     F,(x,  y)  =  2(y  ~  ^), 

also 

(12.)  ^_%__^izl. 

äx  y  —  ij 
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Daraus  folgt 
(13.)  f^  = L_, 

(14.)  |^^  +  ^^::r^    . 


Gy         iy  —  nf 

.,  ^ .           dp  ^  dp                1            X  —  g  X  —  i 

äx     äy^         y  —  v      (y  —  v)  y  —  v 
oder 

^    ^^   ^     ^^'               iy-nf         ~~  {y-vf  ' 

Auflösung  2.    Dasselbe  Eesultat  kann  man  hier  auch  durch 

Auflösung  der  Gleichmig  (9.)  nach  y  finden.  Es  Avird  nämlich 


(17.)  y  =  V?  ±  ]/a2  —  (a;  —  $)2 , 

also 

(18.)    p  =  ^  =  ±_^i£^IL  =  ^— ^^L=, 

_  ^  _  _  y«^  —  (a;  —  1)2 

^""^~"^  a^  —  (a:  —  l)^ 


oder 

("•'   ^  =  -¥^' 

ein  Eesultat,  dass  mit  Gleichung  (16.)  übereinstimmt. 

Aufgabe  3.    Man  soll  p,  q  und  r  bestimmen,  wenn  gegeben 
ist 

(20.)  F{x,  y)  =  f--  2ax  =  0. 

Auflösung.     Hier  ist 

F,{x,y)  =  ~2a,     F.{x,y)  =  2y, 

ic^-i  \  a        dp       ^       dp  a 

(21.)  p  =  ~,      ^  =  0,      -^= -, 

y        dx         ^      dy  y^ 
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^      ^  a^        dq        ^        dq  ,    3a^ 

,      .  3a3 

(23.  *•  =  —  • 

Aufgabe  4.    Man  soll  p,  q  und  r  bestimmen,  wenn  gegeben  ist 
(24.)  6lr-*+  aY  —  a-b'-  =  0. 

Auflösung.    Hier  ist 
,      ,  2b-x  b^x 

_        b\aHf  +  6V)  _  _  «^ 

oder 

,     ,  b^        dq        ^      dq        ,    Sb* 

Daraus  folgt 
.„,  Sb*     /      b-x\  Sb^x 


_  52  ^2^       ^         J2a.x 


y*     \      a^y/  a*y^ 


§  81. 

Anwendung  auf  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima 
von  nicht  entwickelten  Functionen  einer  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel  -  TabeUe  Nr.  loO  und  130  a.) 

Es  sei  y  als  Function  von  x  gegeben  durch  die  Gleichung 
(1.)  i^(^-',J/)  =  0; 

es  sollen  die  Werthe  von  x  bestimmt  werden,  für  welche  y  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird. 

Beachtet  man,  dass  man  die  Gleichung  (1.)  auf  die  Form 

(2.)  y=A^) 

bringen  kann,  indem  man  sie  sich  nach  y  aufgelöst  denkt,  so 
erkennt  man,  dass  hier  dieselben  Eegeln  anwendbar  sind,  welche 
im  VII.  Abschnitt  für  die  Aufsuchung  der  ]\Iaxima  und  Minima 
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von  entwickelten  Functionen  gegeben  worden  sind;  d.  h.  man 
bestimmt  diejenigen  Wertlie  von  a-,  füi'  welche 

dx 

verschwindet.    Wird  dann  y^  =./"(^)  für  einen  solchen  Werth 

von  X  negativ^  so  tritt  ein  Maximum  ein;  und  wird /"(a;)  für 
einen  solchen  Werth  von  x  positiv,  so  tritt  ein  Minimum  ein. 

Dabei  ist  es  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  gar  nicht  nöthig, 
die  Gleichung  (2.)  wirklich  zu  bilden,  denn  nach  Formel  Nr.  127 
der  Tabelle  wii'd 

Schliesst  man  den  Fall  aus,   wo  F',{x,  y)   unendlich  gross 
wii'd,  so  kann/ '(2:)  nur  dann  verschwinden,  wenn 
(4.)  i\(x,  y)  =  0 

ist.  Aus  den  beiden  Gleichungen  (1.)  und  (4.)  findet  man  dann 
die  Werthe  von  x  und  1/,  für  welche  y  mögliche?-  Weise  ein 
Maximum  oder  Minimum  ward. 

Um  zu  entscheiden,  ob  füi'  einen  der  gefundeneu  Werthe 
von  X  wii'klich  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  bilde  man 
nach  Formel  Nr.  128  der  Tabelle 

(b-)  '^  -  fix)  -^J^s^J^dy 

^""■^  dx^-J    ^^^~  dx^  dy  dx 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

F,{x,y)  =  F,,     F,{x,y)  =  F,, 
-     dF,  dF,  _  dF,_  dF_ 

^^■^  ö^  =  ^"'    ö^  -  ^'''  -d^-^'^^-dy--  ^"' 

so  wü'd 

.„.  dp  __       FoFu—F,Fn     dp  _      F^Fn-F.F^^ 

^  ^^  dx  ~  F.^  '  dy  ~  F2' 

also 

^^•^  ^ W "^ F? F^  ' 
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Dieser  allgemein  giütig-e  Ausdruck  vereinfacht  sich  in  dem 
vorlieg-enden  Falle,  wo  nur  solche  Werthe  von  x  und  y  in  Be- 
tracht kommen,  für  welche 

F^x,  y)  =  F,  =  (i 

ist.    Deshalb  wird  hier 

(8a.)  q=f"{x)^^--^y 

Haben  also  F^  und  F2  für  das  betrachtete  Werthepaar 
X,  y  gleiches  Zeichen,  so  ist  f"{x)  negativ ,  und  y  wird  ein 
Maximum.  Haben  dagegen  Fn  und  F^  entgegengesetztes  Zeichen, 
so  ist  f"{x)  positiv^  und  y  wird  ein  Minimum.  Dies  giebt  die 
Kegel: 

Sind  X  und  y  so  hestimmt.^  dass 

F{x,  y)  =  0     und    Fi(x,  y)  =  0 
iverden,  so  ist  y  ein  Maximum  oder  Minimum.,  jenachdem  F2  und 
Fii  gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben. 

Der  Fall,  wo  die  di^ei  Gleichungen 

F{x,y)  =  0,     F,{x,y)  =  0,     F,{x,  y)  =  0 

gleichzeitig  gelten,  möge  hier  ausgeschlossen  werden,  da  er  in 
§  150  ausführlich  behandelt  werden  soll. 

Indem  man  x  und  y,  und  dem  entsprechend  die  Indices  1 
und  2  mit  einander  vertauscht,  findet  man  hieraus  auch  die 
folgende  Eegel: 

Sind  X  und  y  so  bestimmt^  dass 

F{x,  y)  =  0     und    Foix,  y)  =  0 
werden,  so  ist  x  ein  Maximum  oder  Minimum,  jenachdem  Fx  und 
Fii  gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben. 

§  82. 

Uebungs -Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  auf  der  Curve  (Fig.  70) 
(1.)  Fix,  y)  =  x^-\-y^—  Zaxy  =  0 

einen  Punkt  P  bestimmen,  der  höher  liegt  als  die  benachbarten 
Punkte. 
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Auflösung.    Hier  ist 
(2.)  F^{x,  y)  =  3a;2  _  3ay  =  0     für     y  =  —  ' 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (1.)  ein,  so  wii^l 

(3.)     a;3  4-  ~  —  3a;3  =  0,  oder  x^  —  2a?x^  =  ci?{x^  —  2a3)  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  zunächst  befriedigt  für  a;  =  0 ;  dann 
ist  aber,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  der  zugehörige  Werth 

von  y  ein  Minimum.  'EinMaximum 
kann  also  nur  eintreten,  wenn 
(4.)  x^  —  2a3  =  0, 

oder 

X  =  a-y/  2,        y  =  a-|/4. 
Es   wird   nämlich    füi'   diese 
Werthe 

(   K{x,y)  =  3(y^-ax) 
(5.)j  =Sa^-{/2>0, 

[  Fn{x,y)  =  Qx^Qaf2>0; 
da  Fo  und  Fu  gleiches  Vorzeichen  haben,  so  ist  y  =  a-^4  ein 
Maximum. 

Das  Maximum  von  x,  dem  ein  äusserster  Punkt  Px  der 
Curve  entspricht,  findet  man  in  ähnlicher  Weise,  und  zwar  sind 
die  Coordinaten  dieses  Punktes 

(6.)  a-i  =  «7/4,     yi  =  a-j/2. 

Die  hier  behandelte  Curve  hat  den  Namen  „Folium  Cartesii^^. 

Aufgabe  2.  Man  soU  den  höchsten,  bezw.  den  tiefsten  Punkt 
der  Ellipse  (Fig.  71) 

(7.)  F{x,  y)  =  aiix"^  +  2auxy  +  «22^^  +  «33  =  0 

bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 
(8.)  Fi{x,  tj)  =  2(anx  +  aioy)  =  0 

füi- 


Fig 
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36a 


Dies 

giebt  mit  Kücksiclit  auf 

Gleichung 

(7.) 

(10.)ö!n(öllÖ22- 

-a^2)^^  =  - 

—  a2l2«33j 

odei- 

(11.) 

X  = 

an 

wobei 

Fig.  71. 


TF  = 


ana%2~~a-i 


ist.    Die  Grösse    W  wird  sicher 

reell,  denn  Gleichung  (7.)  stellt  bekanntlich  nur  dann  eine  reelle 

Ellipse  dar,  wenn 

«11022  ß^2  >  0       und       «11033  <  0 

ist.    Aus  den  Gleichungen  (9.)  und  (11.)  folgt  dann 
(12.)  y  =  ^^W. 

Ferner  ist 

(13.)   Fn  =  2an ,     K  =  2{a,,x  +  a^y)  =  h=  ^^^"^^^  ~  ^'^^^^ , 

«11 

also 

(14.)  FnF^  =  H=  4(auß22  —  «^2)  TF. 

Für  das  obere  Vorzeichen  wird  daher  y  ein  31inimum,  weil 
.  dann  Fn  und  i^2  ungleiches  Vorzeichen  haben;   für   das  untere 
Vorzeichen  dagegen  wii'd  y  ein  Maximum ,  weil  dann  Fn  und 
Fl  gleiches  Vorzeichen  haben. 

Dieses  Resultat  wird  durch  Figur  71  bestätigt. 


X.  Abschnitt. 

Tertauscliung  der  Abhängigkeit  der  yeränder- 
liclien  Grösse«. 

§  83. 

Bildung  der  Grössen  j>  und  q,  wenn  x  und  y 
Functionen  von  t  sind. 

(Yergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  131.) 

Ist  y  eine  (entwickelte  oder  nicht  entwickelte)  Function 
von  X,  so  ist  es  häufig  von  Vortheil,  x  als  eine  Function  einer 
dritten  VeränderUchen  t  auszudiiicken.  Dann  wird  nämlich  auch 
y  eine  Function  von  t. 

Beim  Kreise  ist  z.  B. 


(1.)  a;2  +  y2  _  ß2  ^  0,     oder     y  =  ]/«•''  -    x^. 

Setzt  man  nun 
(2.)  X  =  acosif,     so  ^vil'd    y  =  asin^. 

Bei  der  EUipse  ist 


(3.)         b'^x^  +  aY  —  aW-  =  0,     oder  y  =  -  Yc^^^^; 

setzt  man  hier  wieder 

(i.)  X  =  acos^j  so  wird    y  =  bsint. 

In  beiden  Beispielen  wird  der  Punkt  P  mit  den  Coordinaten 
X  und  y  die  ganze  Curve  durchlaufen,  wenn  die  Veränderliche  t 
alle  Werthe  von  0  bis  2n  durchläuft. 

Sind  die  Gleichungen 
(5.)  X  =  cf{t\     y  =  ip{t) 

gegeben,  so  kann  man  umgekehrt  dm^h  Elimination  von  t  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y  herleiten,  aus  der  man  erkennt 


§  83.     Bildung  der  Grössen  p  und  q  u.  s.  w.  365 

dass  man  auch  in  diesem  Falle  y  als  eine  Function  von  x  be- 
trachten darf. 

Es  seien  z.  B.  die  Gleichungen  der  Cykloide 
(6.)  X  =  a{t  —  sinj5),     p  =  a{l  —  cos  f) 

gegeben;  dann  wii^d 
(7.)     acoSi^  =  a  —  y,     asint  =  ^  cfi —  a^osy^-t  =  y2ay — y^, 

(8.)  t  =  arc  cos  ( ^  j  , 

folglich  ist 

(9.)  X  =  a  arc  cos  ( )  —  y2ay—y\ 

Es  ist  nun  die  Frage,  in  welcher  Weise  man  die  Grössen 
p  und  q  bilden  kann,  wenn  die  Abhängigkeit  zwischen  x  und  y 
durch  die  Gleichungen  (5.)  gegeben  ist. 

Hier  wird 

(10.)        Jx  =  (fit  +  Jt)  —  (f{t),     Jy  =  ip{t  +  Jt)  —  xp{t), 

also 

xp{t  +  ^t)  —  jp{t) 
Jy      ip(t  +  Jf.)  —  Vj(t)  Jt 


Jx      (p{t-\-  Jt)  —  (f{t)       (F[t  +  Jt)  —  (f{t) 

J~t 
oder,  wenn  Jt  und  deshalb  auch  Jx  und  Jy  unendlich  klein 
werden, 

dy 

(11.)  ^  =  p  ^^t^  =  ^  =  ^.  ^. 

dx  (p'{t)       dx       dt    dx 

~dt 

Dieses  Resultat   hätte  man  auch  aus  Formel  Nr.  35   der 
Tabelle  finden  können,  nach  welcher 

dy dy  du 

dx       du  dx 
wird,  wenn  y  eine  Function  von  u,  und  u  eine  Function  von  x 
ist.     Man  braucht  für  den  vorliegenden  Fall  nur  u  mit  t  zu 
vertauschen  und  erhält 

dy  _dydt^  1    ^xi>'{t) 

dx       dtdx       ^  ^  ^    (f'it)       (p\t) 
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In  derselben  Weise  kann  man  jetzt  auch 

dp 

finden,  denn  es  ist,  wenn  man  in  Gleichung  (11.)  y  mit  ;;  ver- 
tauscht, 

dp 

dP-y dp dt dp  dt 

^  ~"'  ^       dx^      dx "~  dx       dt  dx 

dt 

Im  Allg-emeinen  wird  diese  Formel  für  die  Bildung  von  q 
am  meisten  geeignet  sein;   man  kann  aber  auch  q   durch  die 
Ableitungen  von  (f{f)  und  xp{t)  ausdrücken,  denn  es  ist 
dp      <f'{t)ip"{t)-xp'{tW{t)       dx  _ 

Tt= ^{if '     ^-^^^^' 

folglich  -ftii'd 

dx  d}y       dy  d-x 
__  ff>'{t)ip"(t)  —  ip'{t)(p"{t)__did^  ~"did^ 

(12  a.)  q  —  ;;^^^;^3  —  ^,7^.  3  * 

0 


(f'{tf  /f/^Y 

\dt, 


Diesen  Ausdruck  schreibt  man  noch  bequemer  in  der  Form 

wobei  man  sich  aber  bewusst  bleiben  muss,  dass  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  x  und  y  als  Functionen  von  i  zu  be- 
trachten sind,  dass  also 

dx  =  (f\t)dt,     d^x  =  (f'"{t)dt^, 

dy  =  ip'{t)dt,     d^-y  =  \p"{t)dP' 
ist. 

Dieses  Verfahren  kann  man  noch  fortsetzen,  um  die  höheren 
Ableitungen  von  y  nach  x  zu  ermitteln.    So  ist  z.  B. 

dq 
d^y dq  _dt        dq  dt 


(13.) 
U.  s.  w. 


dx^      dx       dx       dt  dx 
dt 
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§  84. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.     Man   soll  die  Grössen  j)  und  q  bilden,  wenn 
gegeben  ist 

(1.)  x=l-[-t^,     y  =  ^-{-i^  —  UK 

Auflösung.  Aus  den  Gleichungen  (1.)  folgt 

(2.)  dx  =  "Itdt^       dy  =  {2t  —  12t^)dt, 

(3.)  dH  =  2dt\      d^y  =  (2  —  36^2')^^2 . 
deshalb  wird 

,,  ,  dy      2/(1  —  U^') 

<*•)  ^  =  ä.=     n     =^-^«'^ 

,^.  dxd'^y—  dyd^x       —  4i^Mfi 

(5.)  q  = ^ ~ =-  =  —  6. 

^  ^  ^  dx^  St^dt^ 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden,  wenn 
gegeben  ist 
(6.)  x  =  a{t  —  sin^),     y  =  a{l  —  COS  t). 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (6.)  folgt 
(7.)  dx  =  a(l  —  COSt)dt,     dy  =  a  siilfdt, 

(8.)  d'^x  =  a  sin  25  df^,  d^y  =  acost  dt^ ; 

deshalb  wird 

,  .    ,  2sin(-)cos(-)      cosf- j 

(9)  %^      sm^      ^         V2/      \2j  _       V2/ 

^  '^     P      dx      1  — cos«; 


oder 


2sm^(0  sin(0 

(9  a.)  ^  =  ctg(0. 

Ferner  ist 

_  dx  <Py  —  dy  d^x  _  a\Q,o^  t  —  l)dt^ 

^  ~  dx^  ~"  a\l  —  co^tfdt^ ' 

oder 

/•  1  /->  \  -'-  -'• 

^"~"~o(i— cosi;)2~~~    ^Vrt\ 
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Dieses  Resultat  hätte  man  auch  durch  Differentiation  von 
Gleichung  (9  a.)  finden  können.    Es  ist  nämlich 
dp      dp  dt 
dx      dt  dx 

dpj^iil i_ 

dt  dt 

und  nach  Gleichung  (7.) 

dt  1 


2süi»(|) 


dx       a(l — cos^) 


lasm^(^) 

folglich  ist 


<1  = 


:asin*(0 


Aufgabe  3.  Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden,   wemi 
gegeben  ist 
(11.)  x  =  oigt,     y  =  sin'^^. 

Auflösung.  Aus  den  Gleichungen  (11.)  folgt 

(12.)  dx=i- ^^-j       dy  ^=  Z'&VQL-tQX)%tdt, 

also 

(13.)  p  =  '^  =  —  3sin*^cos^. 

Ferner  ist 

dp dp  dt 

dx       dt  dx 

=  (—  12sin3^cos2^  +  3sm^^)  (—  sm^/), 
oder 
(14.)      q  =  ^  sm5^(4  cos2^  —  sin^^)  =  3  sin»(;(4  —  5  sin^?"). 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden,  wenn 
gegeben  ist 
(15.)       X  =  a[mcos^  —  cos(m^)],     y  =  a[msin^  —  sin(w^)]. 
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Auflösung.     Aus  den  Gleichungen  (15.)  folgt 
(16.)  dx  =  ma  [ —  sin;!  +  ^\}i{mt)]dt,     dy  =  ma[cos^  —  Q,OS{mt)\df., 
oder,  wenn  man 

(17.)  m  —  1  =  n,     m  -\-  1  =  l 

setzt, 


(16  a.) 


also 


dx  —  2ma%m  (     j  cos  (j  dt, 
dy  =  2masin  f  -  j  sin (—  j  dt, 


Ferner  ist 

dp  l  dx       ^        .    fnt\        /lt\ 

—  =  2ma  sin  (  —  j  cos  (  -  j 


dt       ,.       .JU\     dt 


2cos(|) 


(19.)  ^  =  ^  =  ^.^1==  { 

^       dx       dt     dx       ,         .    /nt\       ^/lt\ 
4ma  sm  (  —  j  cos^(  -  \ 

Aufgabe  5.     Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden,   wenn 

gegeben  ist 

(20.)  X  =  a(cost  +  ifsin^),     ij  =  a{smt  —  ^cos;!). 

Auflösung.     Hier  wird 
(21.)  dx  =  atCOStdt,     dy  =  atsmtdt, 


(22.)  P  =  l='g'. 

(23.)  dp  = 


=  t  =  'g'' 

dt  dp  1 


COS^?^  dx       atCOS^t 

Aufgabe  6.     In  der  Gleichung 

(24.)  -5-<'y  =  0 

ist  X  die  unabhängige  Veränderliche.    Im  Verlaufe  einer  analy- 
tischen Untersuchung  wird  es  nothwendig,  durch  die  Gleichung 

(25.)  X  =  e^ 

Kiepert,  Differential  -  Eeclinung.  24 
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die  Grösse  t  als  unabhängige  Veränderliche  einzuführen.    Welche 
Form  nimmt  dadurch  die  Gleichung  (24.)  an? 


dx        ,         .dt 

— -  =r  e<    und    -7-  =  e- 

dt  dx 


Auflösung.    Zunächst  ist 

folglich  wird 

^"^^■^  dx~~  dtdx"  dt 

so  dass  Gleichung  (24.)  übergeht  in 

oder 

(27.)  |-''y  =  Ö- 

Aufgabe  7.    In  der  Gleichung 

d^ii  dy  1 

wu"d    die   Grösse  /   als    unabhängige  Veränderliche   eingeführt 

durch  die  Gleichung 

(29.)  a;  =  arctg^. 

Welche  Form  nimmt  dadui'ch  die  Gleichung  (28.)  an? 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (29.)  folgt 

(30.)  i^Xr=t,      -^^=l   +  tg^X  =  l+t'^, 

Setzt   man  diese  Werthe   in   die  Gleichung  (28.)  ein,    so 
erhält  man 
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^^(l  +  O  +  §--2^](l  +  ^-^)  +  arctgi;.2/§(l+f^)  +  (l  +  ^2j  =  0, 
oder,  weun  man  diese  Gleichung  durch  1  +  f-  dividirt, 
(34.)  (1  -t-  t^)  ^^  +  {2i  +  y  arc  tg^ §  +  1  =  0. 


§  85. 

Behandlung  des  Falles,  in  welchem  y  die  unabhängige 
Veränderliche  wird. 

(Vergl.  die  Forme]  -  Tabelle  Nr.  132  und  133.) 

Ein  besonderer  Fall  in  der  Vertaiischung-  der  unabhängigen 
Veränderlichen  x  mit  emer  anderen  f  ist  der,  wo  t  gleich  y 
wii'd,  d.  h.  wo  die  Grösse  //  zur  unabhängigen  Veränderhchen 
gemacht  wii'd. 

Dieser  Fall  kommt  z.  B.  vor,   wenn  man  bei  Curven  die 
Ordinate  y  als  unabhängige  Veränderliche  ansehen  will. 
Nach  Formel  Nr.  131  der  Tabelle  ist 

dy  dx  d^y       dy  d^x 

,  dy  __di  d^y  _~dt~dt^~~di  ~dt^ 

^    ''  dx^di^'^^di''^  T^y 

dt  \di) 

Diese  Gleichungen  bleiben  auch  noch  richtig,  wenn  man 
(2.)  t  =  y 

setzt;  dann  wird  aber 

,    .  dx dx      d^x       d'^x      dy  d-y 

^    >  ~dt~dy'    'dt^^df'    ^t^  "^'    "^2  =  0- 

Die  Gleichungen  (1.)  gehen  daher  über  in 

d^ 

(4.)  p  =1^  —  —.    und  o  =  — 4  == ^  • 

'  ^      dx      dx  ^       dx^  /dx^ 

dy  \d^) 

Dem  entsprechend  findet  man  durch  Vertauschung  von  x 
mit  y 

S4* 
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dx 1   1       d-x  dy?- 

dy       dy      p       dy-  ~~       (dxf^  ~~       p^ 
dx 


,-  N  ux         i.  1        a-x  ax"  q 

(5.)  —  —  —  —       -  —  —  ^ 


m 


Aus    dem  Werthe  von  q   kann  man   dm-ch  Differentiation 
auch  den  Werth  von  r  finden.    Es  ist  nämlicli 

<^-)  -t=tt' 

dxd^_     /d^x\? 

clg  __       dy  dy^  \dy-/  dy  _  1 

dy  ~~  /^Y  dx~  dx^ 

\dy)  dy 

folglich  wird 

dxd^x  _    /d'^.rs? 

^^d^__  dy  dy^         \dyy  ^ 

\dy) 

und  dem  entsprechend 

^    '  dy^  p^ 

In  dieser  Weise  kann  man  mit  der  Bildung  der  höhereu 
Ableitungen  fortfaliren. 


§  86. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    In  der  Gleichung 

ist  x  die  unabhängige  Veränderliche:  man  soll  die  Gleichung  so 
umformen,  dass  y  die  unabhängige  Veränderliche  wird. 

Auflösung.     Setzt  man  in  die  Gleichung  (1.)  die  Werthe  von 

-^  und  V^  nach  den  Gleichungen  (4.)  des  vorhergehenden  Para- 
dx         dx- 

gi^aphen  ein,  so  erhält  man 


oder 


§  86.     Umkehrung  der  Functionen;  Uebungs- Beispiele.         373 

_^ 
,      ,      sl     ~d^    ,  1 

dy  W/  \dy) 

drx   ,      dx       /dx^ 


Aufgabe  2.    In  der  Gleichung- 

ist  X  die  unabhängig-e  Veränderliche ;  man  soll  die  Gleichung  so 
umformen,  dass  y  die  unabhängige  Veränderliche  wird. 

da  d  %i 

Auflösung.     Setzt  man  wieder  für  -^^  und  y^  ilire  Werthe 
ein,  so  erhält  man 

dy 

dy^  2  _ 

\dy)        \dy) 
oder 
/.  X  d^^       r.  dx    .      /dx^ 

Aufgabe    3.      Man    soll   die    ersten    drei   Ableitungen   von 
X  =  arcsiny  bilden. 
Auflösung.    Hier  ist 

(5.)        y  =  sin.r,    2^  =  cos.r,     q  =  —  sin.r,     r  =  —  cosa:, 
folglich  wird  nach  den  Formeln  Nr.  133  der  Tabelle 

dx         1         d^T       sina;       d^x      cos^a;  +  3sin2a; 


(6.) 


dy       COSrr       dy^       COS^a:       dy'^  COS^a; 


XI.  Abschnitt. 


Uiitersuchuiig  von  Curveii, 

die  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten-System 

bezogen  sind. 

§  87. 

Tangenten  und  Normalen. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  134—140.) 

Es  sei 

(1.)  y  =/(^) 

die  Gleicliiing  einer  Curve  (Fig.  72),   auf  welcher  der  beliebige 
Punkt  P  mit  den  Coordinaten  x  und  y  liegen  möge. 

Legft  mau  in  diesem  Punkte 


Fig. 


die  Tangente  TP  an  die  Curve 
und  bezeichnet  den  Winkel, 
welchen  diese  Tangente  mit  der 
positiven  Richtung  der  X-Axe 
bildet,  wieder  mit  a,  so  ist 
nach  Formel  Nr.  16  der  Tabelle 


(2.) 


,.a^%=f^.^ 


Ist  nun  die  Gleichung  der  Tangente 
(3.)  y'  =  mx'  +  jM, 

so  ist  bekanntlich 
(4.)  m  =  tga. 

Die  laufenden  Coordinaten  sind  mit  x'  und  y'  bezeichnet, 
weil  X  und  y  die  Coordinaten  des  Berührimgspunktes  P  sein  sollen. 
Da  die    Tangente  durch  den  Punkt  P  gehen  muss,  so  ist  auch 
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ij  =  mx  +  ^, 
folglich  wird 
(5.)  tf  —  ij  =  m{z' —  x). 

Ausserdem  ist,  wie  schon  in  Gleichung-  (2.)  und  (4.1  ge- 
zeigt wurde, 

m  =  tga  =  -^  j 
dx 

deshalb  geht  Gleichung  (5.)  über  in 

(6.)  2/'_y^g(^'_,.). 

Die  gerade  Linie  PX,  welche  im  Berükrungspunkte  auf 
der  Tangente  senkrecht  steht,  heisst  „No7-male^^.  Deshalb  ist  die 
Gleichung  der  Normalen 

/r,    \  i  dx  ,     ,  ^ 

(7-)  y  —y^~j{x'—x). 

Die  Abschnitte  der  Tangente  und  der  Normalen,  welche 
zwischen  der  Abscissen -Axe  und  dem  Berühinmgspunkte  P  liegen, 
also  die  Strecken  7'Pund  PA^,  heissen  auch  km'zweg  „Tow^ew/e", 
beziehungsw^eise  ,,Normale^'.  Man  bezeichnet  sie  durch  T  und  N. 
Die  rechtwinkligen  Projectionen  TQ  und  QiS  dieser  Abschnitte  auf 
die  Abscissen-Axe  nennt  man  ^^Suhtangente'-'-  und  „Subiiormale'-'- 
und  bezeichnet  sie  durch  St  und  S?i. 

Es  ist  daher 

f     T=TP,      N=PN, 
\    St=  TQ,     Sn  =  QX. 

Hieraus  findet  man  ohne  Weiteres 

(9.)  Sn  =  ytga  =  y£, 

ClCC 

(10.)  St  =  tjctgu  =  y  ^  , 
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Die  beiden  letzten  Gleichungen  kann  man  noch  etwas  ein- 
facher schreiben.  Haben  die  benachbarten  Curvenpunkte  P  und 
Pi  (vergl.  Fig.  19  auf  Seite  80)  bezw.  die  Coordinaten  .r,  y  und 
X  +  Jx,  y  -f  Jy,  so  ist  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatze 


PP^^  =  PE'  +  B,Pi^  =  Jx"  +  ^f-, 
oder,   wenn   die  Punkte  P  und    Pi   einander    unendlich    nahe 
rücken,   und  wenn  man  die  unendlich  kleine  Sehne  PPi  durch 
ds  bezeichnet, 
(13.)  ds^  =  dx^  +  dy^, 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (11.)  und  (12.) 
ein,  so  erhält  man 


(14.) 


N=y 


ds 
dx 


rp  ds 

1  =^  V  -^  ' 


dy 


Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Die  Gleichung  einer  Parabel  (Fig.  73)  sei 
(1.)  f-  =  %x- 


Fig.  73, 


man  soll  füi^  den  Punkt  P,  der 
die  Abscisse 

X  ^=  ^ 
hat,   die  Subnormale,  Subtan- 
gente,   Normale  und  Tangente 
berechnen. 

Auflösung.     Aus   Gleichung 
(1.)  folgt 

2ydy  =  ^dx, 
oder 

dx      2y 


(2.) 


Für  X  gleich  4  erhält  man  also,  wenn  man  nur  den  oberen 
Theil  der  Curve  berücksichtigt, 
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(3.) 


y-  =36,     y  =  6,      --  =      , 


/^*Y_i     ,    A  —  ?^      ^^        ^      ^*       ö 


(4.) 

folglich  wird 

(5.)     S?i=QN=yi^=^, 
^  dx       2 

(6.)      N=PN=y~  =  ^, 
^    ^  ^  dx        2 


16       16      dx       4      dy 


dx 


St=  TQ  =  y  7  =  8, 

r=  TP  =y^'  =10. 
^  dy 


Aufgabe  2.    Ein  Kreis  (Fig.  74)  ist  durch  die  Gleichung 
(7.)  x'-  +  ^/  =  25 

gegeben;    man    soll    für    den 
Punkt  P  mit  der  Abscisse  ^'^"  '*■ 

a;  =  —  3 
die  Grössen  Sn,  St,  N  und  T 
berechnen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung 
(7.)  folgt 

2xdx+  2ydy  =  0, 
oder 

/o  N  dy  _       X 

^^•^  dx--y' 

Für  X  gleich — 3  erhält  man  also,   da  die  Ordinate  von  P 
positiv  ist, 


(9.) 


,=  =  25-9  =  16,     ,  =  4,     |  =  « 


folglich  wird 


(11.) 
(12.) 


9  _  25 
L6~r6' 

ds       5       </s        5  . 
(/a:       4        dy       Z 

^^          dx       16 
St  =  y  -j-  =  —  > 

jiS'/2  =  y 


iV=yj-  =  5, 


</ä       20 


^  dy 
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Die  Normale  muss,  wie  aucli  aus  Sit  =  Q.V  =  3  folgt,  dui'ch 
den  Mittelpunkt  0  des  Kreises  hindurchgehen,  d.  h.  der  Punkt 
N  fällt  mit  O  zusammen. 

Aufgabe  3.     Man  soll  Subnormale,    Subtangente,    Normale 
und  Tangeute  für  die  Parabel 
(13.)  y'^  =  2ax 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  73.) 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (13.)  folgt 
2yd(/  =  2a  dx, 


oder 
(14.) 


also 
(15.) 

(16.) 

(17.) 


dy a 

dx      y 


(U=-(^J— ^:: 


ä^  +  y^ 


2 
—  ■> 


r 

ds       1  ^/^- — 7,         ds       ds  dx     ■  1  ^ /-^—; — r 
dx       y  ^  ^  '       dy       dxdy      a  ^  -^ 


Dies  giebt 


dy 


Sn  =  QN=y^^  =  a, 


St=  TQ  =  y 


dx 


dx       y-        'lax 
dy        a  a 


2x, 


ds 


N=PN  =  y  —  =  yd^  +  y\ 

T=  TP=y^^^V^''+f. 
-^  dy       a  ^  '' 


Li  den  Gleichungen  (16.)  sind  die  folgenden  Sätze  aus- 
gesprochen: 

Satz  1.     Die  .Subnormale  ist  bei  der  Parabel  constant. 

Satz  2.  Die  Subtangente  ist  bei  der  Parabel  doppelt  so 
gross  wie  die  zugehörige  Abscisse.  Die  Subtangente  der  Parabel 
icird  daher  durch  den  Scheitel  halbirt. 

Diese  beiden  Sätze  führen  zu  einer  sehr  einfachen  Con- 
struction  beliebig  vieler  Punkte  der  Parabel.  Beschreibt  man  näm- 
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lieh  um  den  Brennpunkt  F  (vergl.  Fig.  73)  einen  Ki'eis  mit  dem 

beliebigen  Halbmesser  TF=  FN  =  ^  +  .y  imd  macht  0Q  =  TO, 

so  schneidet  die  Gerade,  welche  durch  Q  parallel  zur  Y-Axe 
gezogen  wird,  den  Ki-eis  in  zwei  Punkten  P  und  P'  der  Parabel. 
Dabei  sind  TP  und  TP'  die  Tangenten  und  PN  und  P'N  die 
Normalen  in  den  Punkten  P  und  P'. 

Auch  die  Gleichungen  von  Tangente  und  Normale  lassen 
sich  jetzt  ohne  Weiteres  angeben.  Allgemein  ist  die  Gleichung 
der  Tangente 


also  hier 


y'-y  =  %^''''-''^^ 


y'  —  y  =  -(x'  —  x\ 


oder 

(IS.)  yy'  —  y^  =■  a{x*  —  x). 

Berücksichtigt   man   noch,    dass  nach  Gleichung   (13.)   y^ 
gleich  2ax  ist,  so  geht  Gleichung  (18.)  über  in 
(18  a.)  yy'  =^  a[x'  -^  X). 

Die  Gleichung  der  Normale  ist  allgemein 

y  -y  =  ^-(x-x), 


also  hier 


y'  —  y=  ---^{x'  —  x), 


oder 

(19.)  y{x'  —  x)  +  a{y'-^y)  =  0. 

Aufgabe  4.     Man  soll  Subnormale,    Subtangente,   Normale 
und  Tangente  für  die  Ellipse 
(20.)  b'^x^  +  ah/  —  aH'-  =  0 

berechnen.     (Vergl.  Fig.  75.) 
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Auflösung. 


Fig.  75. 


(23.) 


Tangenten  und  Normalen  einzelner  Curven. 

Aus  Gleichung  (20.)  folgt  durch  Differentiation 
'Ih'^xdx  H-  2ahjd<j  =  0, 

oder 

Löst  man  noch  die 
Gleichung  (20.)  nach 
\j  auf,  so  erhält  man 

(22.)  y=d=-yo^^^ 

folglich  wird,  wenn 
man  nur  das  ohere 
Vorzeichen  berück- 
sichtigt, 

dy h        X 

dx 


aya'i 


\dx/  \dx/  a\d 


d^x^  -\-  h'^x^ 


x") 


d\a^  —  aF) 


wobei  die  Exceutricität  der  Ellipse,  nämlich  die  Grösse  Yc^ 
mit  e  bezeichnet  worden  ist.    Dies  giebt 

j/o'*  -(P-x^       ds  __ds  dx  _       Ya^  — 
^       dy      dz  dy 


b'- 


(24.) 


ds 
dx 
folglich  ist 


e^x^ 


aya 


bx 


dy 


h'^x 


St 


dr 
^  dy 


(25.)  Sn  =  QN  =  y  ^  = 
^  dx 

In  der  letzten  Gleichung  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 

^ei  allen  Ellipsen  mit  derselben  grossen  Axe  2a  gehören  zu 

gleichen  Abscissen  gleiche  Subtatigenten. 

Diesen  Satz  kann  man  anwenden,  um  in  dem  Punkte  P 
einer  Ellipse,  auch  wenn  dieselbe  nicht  gezeichnet  vorliegt,  wenn 
nur  die  grosse  Axe  bekannt  ist,  die  Tangente  zu  construiren. 

Auflösung.  Man  besclireibe  über  der  gi'ossen  Axe  als  Dm^ch- 
messer  einen  Kreis,  welcher  von  der  Ordinate  des  Punktes  P 
in  einem  Punkte  P'  getroffen  wii^d.     Legt  man  nun  im  Punkte 
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P'  an  deu  Kreis  eine  Tangente,  welche  die  grosse  Axe  im 
Punkte  T  schneiden  möge,  dann  ist  TP  die  gesuchte  Tangente, 
weil  der  Kreis  und  die  Ellipse  für  die  Punkte  P'  und  P  die- 
selbe Subtangente  TQ  haben  müssen. 


Ferner  ist 


(26.) 


^  dx  a^ 


I   '^='''P  =  y%=^t  ^e»'  -  -'^  («*  -  ^-'-^^ 


Die    Gleichung    der    Tangente    wird    mit    Rücksicht    auf 
Gleichung  (21.) 

oder 

o^yy'  —  ö^y^  +  ^'^xx'  —  u^x"^  =  0. 
Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (20.) 
Px^-  +  aY=  a^b'^; 
daher  erhält  man  durch  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen 

h^xx'  +  ci^yy'  =  a^b'^f 
oder 

(27.)  "^  +  ^'  =  1. 

Die  Gleichung  der  Normalen  wird 

4  ^'y  /  t      \ 

y-y  =  Wxi^'-'^)^ 

oder 

b^xy'  —  b'^xy  —  (v^yx'  +  ci-xy  =  0, 
oder 
(28.)  a^yx'  —  b'^xy'  —  ehy  =  0. 
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In  ähnlicher  Weise 
findet    man     für    die 
Hyperbel  (Fig.  76.) 
x^       y- 


(29.)    Sn=QN=-^^ 


St=  TQ  = 


(30.) 


N=PN=-„y^^ 


T=  TF=   ^  Vix'  —  a2)  {e'^x^  —  a^J . 
ax 


Die  Gleichung  der  Tangente  ist  bei  der  HjTDerbel 

xx'      yy' 
(31.)  ^-f  =  l> 

und  die  Gleichung  der  Normalen 

(32.)  a^yx'  +  h-xy'  -  e-xy  =  0. 

Aufgabe  5.    Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  für  die  SinusUnie 
(33.)  y  =  sina; 

berechnen.     (Vergl.  Fig.  77.) 

Fig.  77. 


(34.) 


Auflösung.    Aus  Gleichung  (33.)  folgt 

du 

-r-  =  COBX. 

ax 
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Dies  gfiebt 

ds 


<««•)  (S=>+(0='+-"^. 


dx 


=  i/rT 


(lO^-X . 


^*  1     ■•/;, r- 

,   = yi  +  cos^x: 

dy       cos.r 


deshalb  wii'd 

(36.)    S?i  =  y  -^  =  sin. r cos a:, 


ds 


6^5 


(37.)     N=  y-^=  sin .r  ]/l  +  C0S^:r ,    T=y~  =  igx  Vi  +  COS^a:. 

Aufgabe   6.     Man   soll  Subnorniale,   Subtangente,  Normale 
und  Tangente  für  die  Expo7ienUattinie 

(38.)  y  =  e- 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  78.) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (38.)  folgt 


Fi  ST.  78. 


dy 


ds 


dies  giebt 

(40.)  Ä. =,!=.-=, s  «=4;=i, 


(41.) 


ds 


ds 


T=y^  =  yi  +  e2x  ^  yYq:y2 


T  OQ 


Aus  den  Gleichungen  (40.)  folgt  der  Satz: 

Die  Suhtangente  ist  bei  der  Expo7ientialUnie  constant. 

Aufgabe  7.     Man   soll  Subnormale,    Subtangente,  Normale 
imd   Tangente  fiir  die  gemeine  Kettenlinie 


(42.) 


y 


( -      --\ 

=  -Ae   -\-e       J 


berechnen.    (Vergl.  Fig.  79.) 
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Auflösung.  Maa  kann  zunächst 
die  Gleichung  der  gemeinen  Ketten- 
linie noch  auf  eine  andere  Form 
bringen.     Es  ist  nämlich 

~a'  =  --\e    +2+6       J-a^ 


ÜA  =  a. 


also 

(43.) 


±W 


=  -Ve    — 2-f  e       J 
4 

(-  -\ 

—  -  \e     -  e       J. 


Durch  Addition  der  Gleichungen  (42.J  und  (43.)  erhält  man 

X 


oder 

(44.) 


=  aha(^^^"-) 


Hierbei  gilt  das  obere  oder  das  untere  Zeichen,  jenachdem 
X  positiv  oder  negativ  ist. 

Der  Küi'ze  wegen  möge  in  dem  Folgenden  vorausgesetzt 
werden,  dass  x  positiv  ist,  dann  findet  man  aus  Gleichung  (42.) 
durch  Differentiation 

=  i(/"  +  2 +.""^)=i  (/+/"), 


also 


(46.) 
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ds        1  (    ö'         ~^'ä)t/ds  y 

dx       2  a      dij       Yf^a^ 

Dies  giebt 


(47.) 


-^  dx       u^  ^  ' 


dy       Yyi 


a^ 


H8.)  N  =  PN  = /-^  =t ,    T^TP=y^=       ^^ 


dx       a  ^  dy      ]/^2 ^2 

Bedeutend  einfacher  gestaltet  sich  die  Rechnung-  durch 
Anwendung  hyperbolischer  Functionen.  Dann  gehen  die  Glei- 
chungen der  Kettenlinie,  nämlich  die  Gleichungen  (42.)  und  (43.), 
über  in 

(42a.)  ^y  =  «.eo[(^), 

(43  a.)  ±  Yf^^^  =  a .  @in  ("^  V 

Daraus  folgt  sofort 

(45a.)     ^  =  -  .  ©in  f^)  =  @in  r"" )  =  ±  -  j/^^V^ , 
^  dx       a  \aj  \aj  a  '  ^ 

(0-  +  (0-  +  M^  =  Kf)' 

also  für  positive  Wei'the  von  x 

ds  ^  .  /x\  y       ds  y 

dx  \aj       a      dy       1/^2111^^ 

Daraus  folgen  dann  wieder  ohne  Weiteres  die  Gleichungen 
(47.)  und  (48.). 

Aus  Gleichung  (45.)  ergiebt  sich  die  Construction  der  Tan- 
gente in  einem  Curvenpunkte  P,  auch  wenn  die  Curve  nicht 
gezeichnet  vorhegt,  in  folgender  Weise. 

Man  beschreibe  über  QF  als  Durchmesser  einen  Kreis 
(Fig.  79)  und  trage  von  Q  aus  die  Sehne  QS  gleich  a  ab,  dann 
ist  die  Gerade  PS^  welche  die  X-Axe  im  Punkte  T  schneiden 
möge,  die  Tangente  im  Punkte  P,  denn  es  wird 
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tgQrp=tg^Qp=||=i^ 


Aufgabe  8.    Man  soll  die  Gleichungen  der  gemeinen  Cykloide 

aufstellen.    (Vergl.  Fig.  80.) 

Auflösung.  Wenn  ein  Kreis  auf  einer  geraden  Linie  rollt, 
ohne  zu  gleiten,  so  beschreibt  jeder  Punkt  der  Peripherie  dieses 
Kreises  eine  gemeine  Cykloide. 


< 

\^ 

p 

^/l 

M 

D               / 

\ 

d 

-<=:;;: 

T   C 

)      ( 

?                  i 

i 

Um  die  Gleichungen  dieser  Curve  zu  bestimmen,  mache  man 
die  Gerade  OX  (Fig.  80),  auf  welcher  der  Kreis  rollt,  zur  Ä'-Axe 
und  lege  die  Y-Axe  diuxh  denjenigen  Punkt  0,  in  welchen  der 
die  Cykloide  eizeugende  Punkt  fällt,  wenn  der  rollende  Kreis 
in  diesem  Punkte  die  X-Axe  berührt. 

Rollt  der  Ki-eis.  von  dieser  Anfangslage  ausgehend,  fort, 
bis  sein  Mittelpunkt  nach  31  und  der  erzeugende  Punkt  nach  P 
gelangt,  so  ist  P  ein  Punkt  der  Cykloide  mit  den  Coordinaten 
(49.)  OQ  =  x    und     QP  =  y. 

Ist  ferner  B  der  Berührungspunkt  des  Kreises  um  M,  so 
nennt  man  den  Centrimnkel  PMB  den  „  Wälzungswinkel^'- ;  er 
wird  gemessen  dui'ch  die  Länge  t  des  Kreisbogens,  der  in  einem 
Ki'eise  mit  dem  Halbmesser  1  demselben  Centriwinkel  entspricht. 
Wenn  man  also  den  Halbmesser  des  rollenden  Kreises  a  nennt, 
so  ist  der  Bogen 
(50.)  PB  =  at. 

Dieser  Bogen  muss  aber  der  Strecke  OB  gleich  sein,  auf 
welcher  der  Kreis  fortgerollt  ist,  um  aus  der  Anfangslage  in  die 
neue  Lage  zu  kommen.    Es  ist  also  auch 
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(51.)  OB  =  at; 

ferner  ist 

QB  =  PD  =  a^int , 

und  deshalb 

(52.)  x—OQ=OB—QP=a{t  —  smt). 

Da  ausserdem 

BM  =  a     und     DM  —  acost 
ist,  so  wird 

(53.)         y  ^  QP  =  BD  =  BM—  DM  =  a(l  —  cos  t). 

Aus  den  Gleichungen ,  (52.)  und  (53.)  kann  man  noch  die 
Grösse  t  eliminiren.  Man  erhält  dadurch,  wie  in  §  83,  Gleichung 
(9.)  gezeigt  wurde, 

(54.)  a;  =  aarccos( -j-^y^ay     -y- . 

Bei  der  Untersuchung  der  Cykloide  ist  es  aber  bequemer, 
von  den  beiden  Gleichungen 

X  ^=  a{t  —  sin  t),     y  =  a{l  —  cos^) 
auszugehen. 

Aufgabe  9.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  für  die  Cykloide 

(55.)       X  =  a{t  —  ^m.t),     y  =  a{l  —  cos<)  =  2asin-^- j 

berechnen.     (Vergl.  Fig.  80.) 

Auflösung.  Aus  den  Gleichungen  (55.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 

dz  —  a(l  —  co?,t)dt  =  2asm^  \o)^^' 

dy  =  a  sin  idi  —  2a  sin  (  ^  )  cos  (  —  j  dt, 
und  daraus  durch  Division 


dy sin  ^     _ 


2  sin  (0  cos  (1) 


dx        1 Q.O'&t  .    ,^  /  t\ 

2sm^  (2) 

oder 

25* 
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WO  u  der  Winkel  ist,   welchen  die  Tangente  im  Punkte  P  mit 
der  positiven  Riclitimg  der  X-Axe  bildet. 

Aus  Gleichung  (57.)  ergiebt  sich  zunächst,  dass 

(58.)  u  =  900  —  _^. 

ist.    Nun  ist  der  Winkel  PCB  (Fig.  80)  als  Peripheriewinkel 
halb  so  gross  wie  der  Ceutriwinkel  PMB,  folglich  ist 

t 


und 


<  PCB  =  ^ 


<  PTB  =  90'^  —  PCB  =  90^   -  |-  =  a. 


Verbindet  mau  also  den  höchsten  Punkt  C  des  Kreises  um 
31  mit  dem  erzeugenden  Punkte  P,  so  erhält  man  die  Tangente 
der  Cykloide  im  Punkte  P. 

Ferner  ist 

^''='^Tx= 2^'^^^'G)  ^^^  G) = -«^^  Q)  ^«^  G) ' 

oder 

(59.)  Sn  =  asmt  =  PD=  QB. 

Die  anormale  f/eht  also  durch  den  Payikt  B^  in  welchem 
der  Kreis  um  M  die  X-A.re  berührt. 

Dieses  Eesultat  ist  schon  eine  Folge  des  vorhergehenden, 
weil  der  Winkel  CPB  als  Peripherie"w1nkel  im  Halbki-eise  ein 
rechter  ist,  und  die  Normale  auf  der  Tangeute  im  Berühi^ungs- 
punkte  senkrecht  steht. 

(60.)  «  =  ,|  =  2«sin'(|)tg(0, 

^"^  (2) 

also 
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ds 

dx 


sm 


(I) 


ds 
dy 


ds     dz 
dx    dy 


1 


COS 


(I) 


dabei  ist   die  Wurzel   aus  ( 


(y)  ^^^^   positivem  Vorzeichen   ge- 


nommen, weil  der  Bogen  s  mit  x  zugleich  zunimmt  und  deshalb 
dx  und  ds  gleiches  Vorzeichen  haben.    Dies  giebt 

2asin2(|) 
(61.)       N=PB  =  y''±  = A2Z^2asin(0, 


sin 


(62.)      r=rp  =  2,J  = 


2  a  Sin 


G) 
<l) 


cos 


(I) 


=  2a  sin 


CM^- 


Fig.  81. 


Aufgabe  10.  Man  soll  die  Gleichungen  der  gemeinen  Ein- 
cyJdoiden  und  HypocyJdoiden  herleiten. 

Auflösung.  Wenn  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  a  auf  einem 
festen  Kreise  mit  dem  Halbmesser  na  rollt,  ohne  zu  gleiten,  so 
beschreibt  jeder  Punkt  auf  dem  Umfange  des  rollenden  Kreises 
eine  gemeine  Epicykloide  oder  Hypocykloide,  jenachdem  die  Be- 
lührung  von  Aussen  oder  von  Innen  stattfindet. 

Findet  die  Berührung  zunächst  von  aussen  statt  (Fig.  81), 
so  mache  man  den  Mittel- 
punkt 0  des  festen  Kreises 
zum  Nullpunkte  und  lege 
die  X-Axe  durch  denjenigen 
Punkt  A,  in  welchem  der 
die  Curve  erzeugende  Punkt 
der  Berührungspunkt  der 
beiden  Kreise  wird.  Liegt 
dann  beim  Weiterrollen  des 
beweglichen  Kreises  um  M 
der  Berührungspunkt  in  B, 
so  nennt  man  Winkel 
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AOB  =  t 
den  „  W'dlzungswinhel  des  festen"  und  PMB  den  „  Wälzungswinkei 
des  rollenden  Kreises",  wobei  P  ein  Punkt  der  Curve  ist.    Dann 
wird 

AB  =  PB, 
oder,    weil  AB   zum  Centriwinkel    i  und  zum  Halbmesser   na 
gehört , 

PB  =:  AB  ^=  na  ,t  =  a  .  nt. 
Daraus  folgt,  dass  Winkel 

PMB  =  nt    und     PCB  =  '^ 

ist.    Trifft  die  Gerade  MP  die  X-Axe  im  Punkte  Ä,   so  ^^^rd 
Winkel 

:>iRM  =  {n  +  1)^ 

als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  OMR.    Bezeichnet  man  noch  die 

Coordinaten  des  Punktes  M  mit  .r,,  ?/i  und  setzt 

(63.)  n+  l  =  m, 

so  \wd 

(64.)  x=  0Q=  0V+  SP=  xi  —  acos{mt), 

(65.)  y=  QP=  VM  —  SM  =yi~a  sin  (mt) ; 

da 

xx  =  OJfcos^  =  wocos^,    yi  =  0J/sin;5  =  /na  sin  ^ 
ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (64.)  und  (65.)  über  in 
(64a.)  X  ■=  a[mQ,o^t — cos(w^)], 

(65  a.)  y  =^  o,  [7n  sin  ^  —  sin  {mt)\ 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  Epicykloiden. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Gleichungen  der  Hypo- 
cykloideti.  Wendet  man  nämlich  in  Fig.  82  die  entsprechenden 
Bezeichnungen  an  wie  in  Fig.  81  und  nennt  den  Wälzuugs- 
winkel  AOB  des  festen  Kreises  t,  so  wird  in  dem  vorliegenden 
Falle  meder 

AB  =  PB, 
oder 
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PB  =^  na  .t  :=  a  .  nt. 

Der  Wälzungswiiikel  PMB 
des  rollenden  Kreises  ist  daher 
nt,  so  dass  man  erhält 

<    OMR  —  TT--7lt, 

<  TRM  =  n  -^  nt  ^  t. 
Bezeichnet  man  wieder  die  ^ 
Coordinaten  des  Punktes  M  mit 
xi,  yi  und  setzt  in  diesem  Falle 
(66.)  w  —  1  =  m, 

so  wird 


Fig.  82. 


NR    Q 

0  V —  PS  =  Xi  —  acos(7r 
VM'~  SM  =  yi  --  asin(7r 


T 

mt), 
mt); 


(67.)  x=  OQ 

(68.)  y^QP 

da  aber 

xi  =  OMcost  =  ma  cos  t,     y^  =  03Ismt  =  masin  ^ 
ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (67.)  und  (68.)  über  in 
(67  a.)  X  =  a[wcos^  +  cos  (mt)], 

(68  a.)  y  z=  a[ni  sin  t  —  sin  (mt)]. 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  HypocyJdoiden. 

Ein  besonderer  Fall  der  EpicyUoiden  ist  die  Cardioide 
(vergl.  Fig.  83),  deren  Gleichungen  man  aus  den  Gleichungen 
(64  a.)  und  (65  a.)  erhält ,   indem  man  w  =  1 ,  also  m  =  2  setzt. 

Dies  giebt 
(69.)  x  =  a  [2  cos  t  —  cos  (2^)], 
(70.)  y  =  a[2 sin t  —  sin (2 1)]. 

Der  feste  und  der  rollende 
Kreis  haben  in  diesem  Falle 
denselben  Halbmesser  a. 


Ein  besonderer  Fall  der 
Hypocykloiden  ist  die  Astroide 
(vergl.  Fig.  84),  deren  Glei- 
chungen   man    aus    den   Glei- 
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chungen  (67a.)   und    (68a.)    erhält,   indem  man    w  =  4j    also 

m  =  S  setzt.     Dies  giebt 
(71.)     x  =  a[Scosi -{- cos{St)], 

(72.)     ?/ =  a[3sin^  — sin(3/)]. 
Da  bekanntlich 
cos(3^j  =  4cos^^  —  3cos^, 
sin(3^)  =  3sin^  —  Isüi^i! 
ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (71.) 
und  (72.)  über  in 
(71a.)        x  =  4:acos^t, 
(72  a.)        y  =  4:asm^L 

Aufgabe  11.  Man  soll  Sub- 
normale, Subtangente,  Normale  und  Tangente  fiir  die  Epi- 
cykloide 

(73.)     X  =  a  [mcos  t  —  cos(m^)],     y  =  a  [/wsüi  t  —  sin(m<)] 
berechnen.     (Vergl.  Fig.  81.) 

Auflösung.     Aus   den  Gleichungen  (73.)  erhält  man   durch 
Differentiation,  wenn  man  w  +  1  =  w  +  2  mit  l  bezeichnet, 

(74.)     dx  =  ma[ —  $mt  +  sin  {mt)'\dt  =  2»iasm(  -  jcosf  -  V^, 

(75.)     dy  —  wa[coS!; —  cos(w^)]c?i!  =  2masin(  —  jsiuf  -  Jg?^, 
und  daraus  durch  Division 

(76.)  ^y 


dx 


=  tg«  =  tg(^')=tg('|  +  .), 


oder,  wenn  man  mit  h  eine  noch  passend  zu  wählende  ganze  Zahl 
bezeichnet, 

(76a.) 


a  =  — -  +  ^  zb  lin. 


Daraus  folgt,  dass  die  Gerade  PC,  welche  die  X-Axe  im 
Punkte  T  schneiden  möge,  Tangente  der  Curve  im  Punkte  P 
ist,  denn  Winkel  XTC  ist  als  AusseuTsinkel  des  Dreiecks  TCO 
gleich  Winkel 

TCO-\-  COT=~+t, 
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also  gleich  «.  Da  der  Winkel  CPB  als  Winkel  im  Halbkreis 
ein  rechter  ist,  so  muss  PB  die  Normale  im  Punkte  P  sein. 
Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Tangente  im  Curve7ipu7iJite  P  schneidet  den  rollenden 
Kreis  zum  zweiten  Male  in  einem  Pu7ikte  C ,  welcher  mit  dem 
Berührungspunkte  B  auf  einem  Durchmesser  liegt;  oder  die 
Normale  des  Punktes  P  geht  durch  den  Punkt  B,  in  welchem 
der  rollende  Kreis  den  /este?t  Kreis  berührt. 

(77.)        ,S.  =  ,|  =  ,*,(!),     ..  =  ,|=,ct,@; 

also,  da  für  kleine  Werthe  von  t  der  Bogen  s  mit  x  und  y  gleich- 
zeitig wächst, 

ds 1  ds       ds     dz  1 


dx              /lf\        dxi  dx    dif          .     /lt\ 

cos(^2^  sm(^2J 

folglich  wird 

(79.)        iV=y^  =  — ^,  T=y^=~l-j. 

^      ^                 ^  dx               /lt\  ^  dy          .    /U' 

cos  (  -r  '  -^         "'"  ' 


Q       ""  ^Ki) 


Aufgabe  12.    Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Noimale 
und  Tangente  für  die  Hypocykloide 

(80.)      X  =  a[mcost  +  cos(tnt)],     y  =  a[msint  -  -  sm{mt)] 
berechnen.    (Vergl.  Fig.  82.) 

Auflösung.    Aus   den   Gleichungen  (80.)   erhält  man   durch 
Differentiation,  wenn  man  hier  m — l=n — 2  mit  l  bezeichnet, 

(81.)    dx  =  ma[-  -  sin«!  —  sm{mt)]dt  —  —  2masinr-- j  cosf  -  jcfi;, 

(82.)    dy  =  ma  [cos  t  —  cos(wO]^^  =  2  ??msinf  —  j  sin  (  -  j  dt^ 
und  daraus  durch  Division 

(«3.)  |=.g«  =  -tg(0=-t,(f-.> 

oder,  abgesehen  von  einem  Vielfachen  von  tt, 
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(83a.)  a  =  TT  -^  —  +  ^     oder     —  —  t=  n~  a. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gerade  PC,  welche  die  X-Axe  im 
Punkte  T  schneiden  möge,  Tangente  der  Curve  im  Punkte  P 
ist,  denn  der  Dreieckswinkel  CTO  ist  gleich  dem  Aussenwinkel 

TC5(  oder  '^Jj    weniger   dem   anderen   Dreieckswinkel    COT 

(oder  t),  also 

Tlf 

CTO=-^—t=  71  ~a. 

Da  der  Winkel  CPB  als  Winkel  im  Halbkreise  ein  rechter 
ist,  so  muss  PB  die  Normale  im  Punkte  P  sein. 

Man  erhält  daher  hier  denselben  Satz  wie  bei  der  Epi- 
cykloide. 

(84.)    Sn=^yf^=r~  2/tg(0,    St  =  y'^£^=  -  yctg(f)  ; 

also 

ds  1  ds  1 


dx  (lt\         dy  .   (It 


/lf\        dy  ■    tl't\ 

cos  (2)  sm(-J 


wobei  das  Vorzeichen  dadurch  bestimmt  ist,  dass  &  füi*  kleine 
Werthe  von  t  zunimmt,  wähi-end  x  abnimmt,  dass  also  dx  und 
ds  entgegengesetztes  Zeichen  haben.     Dies  giebt 

ds  y  „-,         ds  y 

(86.)     N=y-r-  = ^-j^  ,      ^  =  y -=        '^         - 


dx  dt\  ^  du  .    /U\ 

cos(-)  sm(-J 

Für  die  Astroide  wird 

n  =^  4l,     rn  =  3,     l^=  2, 
also 
X  =  a[3  cos  t + cos(3 t)]  =  4:a  cos^t,  y  =  a[3  sin  t — sin(3  ^)J  =  4  a  sin% 


(87.) 
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■^  =  -~igf,     Sn  =  ~ytgt,    St  =  —yctgf, 
N= —  =  —AasinHtgt,     T=- 


39i 


?/ 


cos^ 


sin?; 


=  4asiii'^^. 


Aufgabe  13.     Man   soll    die  Gleichungen  der  Kreisecolcente 
herleiten.     (Vergl.  Fig.  85.) 

Auflösung.  Die  Kreisevolvente  entsteht  durch  Abwickelung 
eines  Fadens  von  einem  Kreise,  wobei  der  Endpunkt  des  ge- 
spannten Fadens  die  Curve  durchläuft.  Es  sei  B  der  Punkt, 
in  w^elcheni  der  Faden 
den  Kreis  verlässt,  dann 
ist  der  gespannte  Faden 
BP  die  Tangente  des 
Ki'eises  im  Punkte  -B,und 
es  wii'd  die  Gerade 


Fig.  So. 


BP=BA  =  at, 

wenn  .4  der  Endpunkt  des 

aufgewickelten    Fadens, 

a   der   Halbmesser    des 

Kreises  und  t  der  Winkel 

AGB  ist.    Diesen  Winkel  nennt  man  auch  hier  den  „Wühungs- 

winkel'^ . 

Macht  man  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises  zum  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten,  legt  die  X-Axe  duixh  den  Punkt  A  und 
zieht  durch  B  die  Gerade  BC  parallel  zui'  F-Axe  und  durch 
P  die  Gerade  PD  parallel  zur  X-Axe,  so  wii'd 

OQ  =  rc  =  OC  +  CQ  =  Oe  -I-  DP, 

QP^y=CD^CB  —  DB, 
oder,  weil  auch  Winkel  DBP  gleich  t  ist, 
(88.)  X  =  a(cos^  -f  tmit),    y  =  a{smt  —  tto^t). 

Aufgabe  14.  Man  soll  die  Subnormale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  der  Kreisevohenie  bereclmen.     (Vergl.  Fig.  85.) 

Auflösung.  Aus  den  Gleichungen  der  Kreisevolvente,  näm- 
lich aus  den  Gleichungen  (88.),  folgt 
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(89.)  dx  =  at  cos  tdi, 

und  daraus  durch  Division 


dt/  =  aisintdt 


(90.1 


^^i/_ 


dx 


=  tga  =  igt. 


Dies  giebt  den  Satz:  Die  Tangente  TP  im  Curve??punkte 
P  ist  dem  entspi'ecJienden  Kreishalbmesser  OB  parallel^  und  der 
den  Kreis  im  Punkte  B  berührende  Faden  BP  ist  Normale  der 
Kreisecohente.     Ferner  wird 

ds ds     dx 1       COSt 1 

dy~~  dx    dy~cost    suit~' fiint 


(92.) 
(93.) 
(94.) 


COSt 


Sn  —.  QN  =ytgt,     St=  TQ  =  yctgt, 


N  =  PN  =   ^  , 

COSt 


T=  TP=  J 

,sm  t 


§  89. 

Concavität,  Convexität,  Wendepunkte. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Xr.  141  und  142.) 

Erklärung.  Legt  man  in  einem  Punkte  P  an  eine  Curve 
die  Tangente,  so  lieisst  die  Curve  in  diesem  Punkte  P  nach 
oben  concav,  wenn  die  dem  Berührungspunkte  P  benachbarten 
Curvenpunkte  oberhalb  der  Tangente  liegen.    (Vergl.  Fig.  86.) 

Fig.  >>6.  Fig.  S7. 
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Dageg-en  ist  die  CiuTe  im  Punkte  P  nach  oben  convex 
(vergl.  Fig.  87),  wenn  die  dem  Berührungspunkte  P  benachbarten 
Punkte  U7iterlialh  der  Tangente  liegen. 

Wenn  endlich  die  Curve  im  Punkte  P  von  der  Concavität 
in  die  Convexität  übergeht  (vergl,  Fig.  88),  oder  wenn  die  Curve 


Fig.  SS. 


Fig.  80. 


Ol  Q  ^  Öf 

im  Punkte  P  aus  der  Convexität  in  die  Concavität  übergeht 
(vergl.  Fig.  89),  so  heisst  der  Punkt  P  ein  „  Wendepunkt^ .  Die 
Tangente  in  einem  solchen  Punkte  heisst  „Tre^xf/etew^m^e".  Bei 
einer  Wendetangente  muss  daher  die  Curve  auf  der  einen  Seite 
des  Berührungspunktes  oberhalb,  auf  der  anderen  Seite  des  Be- 
rührungspunktes unterhalb  der  Tangente  liegen,  wobei  natürlich 
nur  die  benachbarten  Theile  der  Curve  in  Frage  kommen. 


Die  Gleichimg  einer  Curve  (Fig.  86)  sei 

(1.)  y=/(^), 

und   die   Curve   sei   in   der   Nähe   des   Punktes  P  nach   oben 

concav,  dann  ist  nach  der  vorstehenden  Erklärung 

1-2 P2=  Q2P2  —  Q2T2  >0 
und  auch 

2\Pi  =  Q,P,—  Qi2\>0, 
wobei  Pi  und  P2  die  dem  Berührungspunkte  P  benachbarten 
Curvenpunkte  mit  den  Abscissen  x  —  a  und  x  -\-  a  sind,  und  wo 
die  Schnittpunkte  der  Ordmaten  QiPi  und  Q2P2  mit  der  Tan- 
gente Ti  und  T2  heissen. 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  87  der  Tabelle 

(2.)    /(.+;o=/(.)+.Of),  +  /::(£+m,, 

also  für  h  =  -\-  a 
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(2a.)      Q.P,  =  f{x  +  a)  =  f{x)  +  '^  «  +  ^  -  ^i"  "  "' 
ausserdem  wird 


.f\x) 


a. 


(3.)  Q,T,=  QP-\-  &\ T,  =  f{x)  +     ^  , 

weil  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  PSiT^ 

S2T.2  =  PS, .  tgS.PTo  =  atga  =  c//-'(.r) 
ist     Durch  Subtraction  der  Gleichungen  (2a.)  und  (3.)  von  ein- 
ander erhält  man  daher 

(4.)  T2P2  =  Q2P2  —  Q2T2  =  ^/"(^  +  ®«)- 

In  ähnlicher  Weise  findet  man,  w^enn  man  in  Gleichung  (2.) 
h  =  ■ —  a  setzt, 

(5.)      Q,P,^f^.^a)=m^q^a-,n^^a^ 
(6.)     Q,T,=  QP-T,Sr=  fix)  - '^a, 

(7.)     T,P^  =Q,P,~^  Q, Ti  =  '^f"{x  -  0,a). 

Damit  die  Cui've  nach  oben  concav  ist,  müssen  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  a  die  Strecken  T^Pi  und  TjPi 
/;o67?!ü-e  Richtung  haben.  Das  ist  nur  möglich,  wenn /'"(^^  +  ©«) 
und  f"{x  —  ©la)  beide  positiv  sind. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  f"{x)  für  die  betrachteten 
Werthe  von  x  detüj  ist,  muss  deshalb  auch/"(2-)  positiv  sein, 
und  umgekehrt:  \%\.  fix)  positiv,  so  werden  auch /"(a;  +  Ba) 
und/"(^ — ©i«)  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  positiv  sein. 

Die  Curve  ist  daher  im  Punkte  P  nach  oben  concac^  wenn 

(8.)  0=/»>O- 

Die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  87)  sei  wieder 

die  Curve  sei  jetzt  aber  in  der  Nähe  des  Punktes  P  nach  oben 
convex,  dann  ist  nach  der  vorstehenden  Erklärung 
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P.^T.^  =  Q^T2  —  Q2P2  >  0,     oder     T2P2  =  Q2F2  —  02^2  <  0 
und  auch 
PiTi  =  Q^Ti^  Q^P,  >  0,     oder      2\P^  =  Q,P,  ~  Q,l\  <  0, 

wobei  dieselben  Bezeichnungen  angewendet  sind  wie  in  Fig-.  86. 
Daraus  ergiebt  sich  genau  ebenso  wie  vorhin 

(9.)  T,P,  =  ~f'\x  +  Ga),      T,P,  =  "^/"(x  -  0,a). 

Damit  die  Curve  nach  oben  convex  ist,  müssen  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  a  die  Strecken  l\Pi  und  TiPi 
we^ai!füe  Eichtung  haben.  Das  ist  nur  möglich,  wenn /"(a;+0a) 
und  f"{x  —  ©ja)  beide  negativ  sind. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  f"{x)  füi*  die  betrachteten 
Werthe  von  x  stetig  ist,  muss  deshalb  auch/"(a;)  negativ  sein, 
und  umgekehrt:  \%i  f"{pc)  negativ,  so  werden  auch /"(.-r  +  0«) 
und./"(^— ©1«)  füi'  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  negativ  sein. 

P>ie   Curve  ist  daher  im  Punkte  P  nach  oben  convex^  wenn 

In  dem  Vorhergehenden  sind  die  Fälle,  wo 
f\x)  =  0  oder  f"{x)  =  00 
wird,  ausgeschlossen  worden.  Beide  Fälle  können  im  Allgemeinen 
nur  für  einzelne  Werthe  von  x  eintreten.  Ist  x  ein  solcher 
Werth ,  so  hat  man  noch  die  Vorzeichen  von  f"{x  —  a)  und 
f"{x  4-  a)  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  zu  untersuchen 
und  danach  die  folgenden  8  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.    f"{x)  =  ^,    /-(^_a)>0,    /"(a:  +  a)<0. 

In  diesem  Falle  geht  die  Curve  im  Punkte  P  (vergl. 
Fig.  88)  von  der  Concavität  zur  Convexität  über.  Dasselbe 
gut  auch,  wenn 

IL  f"{x)  =  00,    f"{x  —  a)  >  0,    f"{x  +  a)  <  0  (vergl.  Fig.  88). 

Wird  dagegen 
m.  f"{x)  =  0,   f"{x  -  a)  <  0,    f'\x  +  a)  >  0  (vergl.  Fig.  89), 
oder 
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VI. 


IV.  f"{x)  =  oo,   f"{x  —  a)<  0,   f"{x  +  «)  >  0  (vergl.  Fig.  89j, 

so  geht  die  Curve  von  der  Convexität  zur  Concavität  über. 

In  allen  diesen  Fällen  heisst  der  Punkt  P  ein  Wendepunkt^ 
weil  sich  die  Curve  von  der  Concavität  zur  Convexität  oder  von 
der  Convexität  zur  Concavität  wendet. 
Fig.  90.  Ist  aber 

'  \  f"{x  +  a)  >  0  fvergl.  Fig.  90), 
oder 

lf"{x)  =  ^,    f"ix~a)>0, 
\f'\x  +  a)  >  0  (vergl.  Fig.  90), 
so  ist  die  Curve  unmittelbar  vor   dem  Punkte   P  und   ebenso 
unmittelbar   ?iach   dem  Punkte  P  nach   oben  concav;   sie  hat 
daher  im  Punkte  P  keinen  Wendepunkt. 

Ist  endlich 
VII.  f"{x)  =  0,    f"{x  —  a)  <  0,  f'Xx  +  «)<  0  (vergl.  Fig.  91), 
oder 

VIII.  f'Xx)  =  ex.,  f"{x—  a)  <  0,  f"(x  +  «)<  0  (vergl.  Fig.  91), 
so   ist   die  Curve   unmittelbar  vor   dem  Punkte  P  und  ebenso 

unmittelbar  nach  dem  Punkte  P  nach 
oben  convex,  so  dass  auch  hier  der 
Punkt  P  kein  Wendepunkt  ist. 

Daraus  ergiebt  sich  jetzt  die  all- 
gemeine Regel  für  die  Aufsuchung  der 
etwaigen  Wendepunkte  einer  Curve 

Man  ermittele   die    Werf  he  von  Xj  für  tcelche  f"{x)  gleich 

Null  oder  unendlich  gross  icird.     Ist  x  ein   solcher    Werth,   so 

U7itersuche  man  das  Vorzeichen  vo7i  f"{x  —  a)  und  von  f"{x-\-  a) 

für  hinreichend  kleine  Werihe   von  a.     Man  erhält   dann  einen 

Wendepunkt,  xoenn  entweder 

f"{x  —  a)  >  0     und    f"{x  +  a)<  0 , 
oder  icenn 

.  f"{x  —  a)<  0     und   f"{x  +  a)  >  0 ; 


Fig.  «11. 
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und  zicar  geht  die  Curve  im  ersten  Falle  in  diesem  Wendepunkte 

von  der  Concavität  zur  Conveziiät  und  im  zirkelten  Falle  von  der 

Convexität  zur  Concavität  über. 

Haben  dagegen /''(^  —  a)  m\([  f"{x -{- a)  für  hinreichend 

kleine  Werthe  von  a  dasselbe  Zeichen,  so  ist  der  Punkt  kein 

Wendepunkt. 

Bemerkimg. 

Es  möge  hierbei  noch  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  sich 
die  vorstehenden  Betrachtungen  nur  auf  Punkte  der  Curve  beziehen, 
welche  im  Endlichen  liegen. 


Fig.  92. 


Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 

(1.)  y   =   b-^{c--xf=f{x) 

bestimmen.     (Vergl.  Fig.  92.) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 
(2.)  f'{x)  =  ^^6{c~x)\ 

(3.)  f"{x)  =  -]-Q{c~x). 

Aus    Gleichung    (3.)    erkennt    man, 
dass   es   keinen   endlichen  Werth   von  x 
giebt,  füi'  den  f"{x)  =  oo  wird.    Dagegen 
wird  f"{x)  =  0  für 
(4.)  X  =  c. 

Der  Punkt  P,  dessen  Abscisse  gleich 
c   ist,    kann    also   möglicher   Weise    ein 
Wendepunkt  sein.    Um  darüber  zu  entscheiden,   beachte  man, 
dass 

(5.)        f"{c  ^  a)  =  +  6a  >  0,    f"{c  +  a)  =  —  6a  <  0 
ist.    Es  findet  also  im  Punkte  P  ein  Uebergang  von  der  Con- 
cavität zur  Convexität  statt;   folglich  ist  P  ein  Wendepunkt. 
(Vergl.  Fig.  92.) 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 
(6.)  y  =  b  +  {x-cf=f{x) 

bestimmen.     (Vergl.  Fig.  93.) 

Kiepert,  Differential -Rechnung.  26 
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Aus  Gleichung  (6.)  folgt 

Fig.  93.  (7.)  y»=      Mx  —  Cf, 

(8.)  f"iz)  =  12  (x-cf. 

Auch  hier  giebt  es  keinen  endlichen 
Werth  von  x,  für  welchen /"(a;)  =  oo 
^vird.     Dagegen  wird  f"{x)  =  0  für 
(9.)  .r  =  c. 

Q     <37~'^  Für  diesen  Werth  von  x  kaim  man 

möglicher  Weise  einen  Wendepunkt  erhalten.     Um  darüber  zu 

entscheiden,  bilde  man 

(10.)  f"(c  —  a)  =  +  12a2  >  0 

und 

(10a.)  /"(c  +  ö)  =  4-  12 a^  >  0, 

folglich  ist  die  Curve  auf  beiden  Seiten  des  betrachteten  Punktes 

P  nach  oben  concav,   so  dass  dieser  Punkt  Aein  Wendepunkt 

sein  kann.     (Vergl.  Fig.  93.) 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 

(11.)  y  =  m  —  bfix^cf  =f{x) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  94.) 


Auflösung.    Aus  Gleichung  (11.)  folgt 
f'{x)  =  ^~{x-c) 


9h 

(12.)  f\x)  =  ^^{x 

(13.)  /-(;r)=  +  ^(.r 


.)    ^  = 


6b 


2b -fix  —  cf 


Hieraus  erkennt  man,   dass  f"{x)  ■ 
für    keinen    endhchen    Werth    von    x 
gleich  Null  wird,  dagegen  wird 

(14.)      f'Kx)  =  oo     für    X  =:  c. 

Dieser  Werth  von  x  kann  also  mög- 
licher Weise  einen  Wendepunkt  liefern. 
Um  darüber  zu  entscheiden ,  büde 
man 
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(15.) 

/"(c-a)  = 

und 

(15a.) 

f"{c  +  «)  = 

25-^a* 
25-^^ 


>0 


>0, 


wobei  man  h  als  positiv  vorausgesetzt  hat.  Die  Curve  ist  also 
zu  beiden  Seiten  des  betrachteten  Punktes  P  nach  oben  concav; 
der  Punkt  P  ist  daher  kein  Wendepunkt  der  Curve,  sondern, 
wie  man  aus  Figur  94  ersieht,  eine  Spitze. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 
(16.)  y  =  m~  h^ix-^cf  =/(.r) 

bestimmen. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (16.)  folgt 
3i 


17.) 


n^)  = 


ix  —  c)     % 


Auch  hier  wird  f"{x)  im:  keinen  endlichen  Werth  von  x 
gleich  Null,  dagegen  wird 
(19.)  f'yx)  =  oo      für     x  =  c. 

Um  zu  entscheiden,  ob  dieser  Werth 
von  X  wirklich  einen  Wendepunkt  liefert, 
bilde  man 


und 


25-^/«' 


/"(o  +  «)  =  ^^>0. 


Fi 

?.  (15. 

Y 

\ 

P 

0 

( 

h  C 

>    Qs 

Daraus  erkennt  man,  dass  im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten 
(20.)  X  =  c,     y  =  m 

eme  Wendimg  von  der  Convexität    zui-  Concavität  stattfindet, 
dass  also  der  Punkt  P  ein  Wendepunkt  ist.    (Vergl.  Fig.  95.) 

26* 
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Aufgabe  5.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 
(21.)  y 

bestimmen. 


(22.) 
(23.) 


Auflösung.     Duich  Differentiation  folgt  aus  Gleichung  (21. 
b'-ix"  —  2bx  —  ^2) 


n^) 


f"{^) 


2hHx^—  Sbx^  —  3b^x  +  b^) 


{x"  +  ¥f 

Hier  kann  f"{x)  für  keinen  endlichen,  reellen  Werth  von  x 
unendlich  gross  werden.    Dagegen  wird  fix)  gleich  Null,  wenn 
(24.)  x^  —  3J-t2  —  ^.b'-x  +  ¥={x+b)  (a:2  —  ^bx  -]- b"")  =  0 
wird.    Die   Werthe   von  x,   für   w^elche   möglicher   Weise   ein 
Wendepunkt  eintritt,  sind  daher 

(25.)      Ä-i  =  — Ä,     :r2  =  0(2-1/3),     x^  =  b{2 -\- Y^) , 
welche  beziehungsweise  den  Werthen 

(26.)      y,  =  +  b,     1/,  =  ^  (1+1/3),     ^3  =  1  (1-1/3) 

entsprechen. 

Fig.  !»G. 


Da  X-  +  b-  für  reelle  Werthe  von  x  immer  positiv  ist,  so 
braucht  man  nur  zu  untersuchen,  ob 

(27.)    (a:^  +  b^ff"{x)  =  —  2b%x  +  b)  {x"-  —  Ux  +  b'-)  =  F(x) 

für  die  angegebenen  Werthe  von  x  das  Vorzeichen  wechselt. 
Zunächst  ist  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 


(28 


J  F(—  b  —  a)=-\-  2abH<ob-  +  Qab  +  a')  >  0, 


1  i^(—  b  -\-  a)=  —  2ab\ßb^  —  Qab  +  a^)  <  0: 
deshalb  ist  der  Punkt  Pi  mit  den  Coordinaten  x^ .  y^  ein  Wende- 
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puiikt,  in  welchem  die  Curve  von  der  Concavität  zur  Convexität 
übergeht. 

Ferner  ist  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 

(  F(2b~by3+a)=  +  2ab-\Sb  —  bys  +  a)(2b]/3~a)>0, 

folglich  ist  auch  der  Punkt  P2  mit  den  Coordinaten  X2,  y^  ein 
Wendepunkt,  in  welchem  die  Curve  von  der  Convexität  zur 
Concavität  übergeht. 

Endlich  ist  noch  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 

{  F{2b  +  by~6  —  a)=^+2ab\3b  +  by3  —  a)(2by3  —  a)>0, 
(30.)  {  ,-  \  ^ 

\  F{2b  +  by  3  +  a)  =  ^-2ab\3b-\-by 3  +  a){2bY3  +  a)<{), 

folglich  ist  der  Punkt  Pz  mit  den  Coordinaten  x^,  yz  gleichfalls 
ein  Wendepunkt,  in  welchem  die  Curve  von  der  Concavität  zur 
Convexität  übergeht. 

Es  ist  dabei  noch  zu  beachten,  dass  die  drei  Wendepunkte 
Pi,  Po,  ^3  in  einer  geraden  Linie  liegen,  weil 
(31.)  xx  iyo  —  2/3)  +  ^2(3/3  —  yi)  +  2:3(^1  —  1/2)  =  0 

wird.    (Vergl.  Fig.  96.) 

Aufgabe  6.  Man  soll  untersuchen,  in  welchen  Punkten  die 
Parabel  nach  oben  concav ,  und  in  welchen  Punkten  sie  nach 
oben  convex  ist. 

Fig.  07. 


Auflösung. 

Die  G-leichung  der  Parabel  ist 

(32.) 

y-  =  2a.r ; 

daraus  folgt 

<-)      1= 

a      dhj             a- 
y      dx^             y^ 

Für   positive   Werthe   von   y  wird 


dx^- 


negativ,  und  für  negative  Werthe  von  y  wird 

d^y 

-j^  positiv.    Die  obere  Hälfte  der  Curve  ist 

daher   nach   oben   convex ,    und   die   untere 

Hälfte  ist  nach   oben  concav.    Einen  Wendepunkt  besitzt  die 
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Cuin-e  nicht,  da    ,  ^   für   endliche  Werthe   von  y  niemals  ver- 
schwinden  kann. 

Aufgabe  7.  Man  soll  untersuchen,  in  welchen  Punkten  die 
Ellipse  und  die  Hyperbel  nach  oben  concav,  und  in  welchen 
Punkten  sie  nach  oben  concex  sind. 


Auflösung. 

(34.) 
daraus  folgt 

(35.) 


Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 


dy^_ 
dx 


<r-y  _ 
dx" 


d^y^ 


d'y 


Auch  hier  wird  -~^  negativ 

für  positive  Werthe  von  y  und 
positiv  für  negative  Werthe  von 
y.  Die  obere  Hälfte  der  Curve 
ist  daher  nach  oben  convex  und 
die  untere  Hälfte  der  Curve  ist 
nach  oben  concav  (Fig.  98j. 
Einen  Wendepunkt  besitzt  die 

Curve  nicht,    da  ~  für  end- 
dx- 

liche  Werthe  von  x  und  y  niemals  verschwinden  kann. 

In    ähnlicher    Weise    erhält    man    bei    der    Hyperbel    die 

Gleichungen 

(36.)  ÄV  _  ^2^2  _  ^2^2  ^  0, 

^     ^^  dx       '^  a'y  '    dx^  ~       ay 

und  kann  daraus  dieselben  Schlüsse  ziehen  wie  bei  der  Ellipse. 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  Wendepunkte  der  SinusUnie  be- 
stimmen.    (Vergl.  Fig.  99.) 

Auflösung.    Die  Sinuslinie  hat  die  Gleichung 
(38.)  y  —  sinx; 

daraus  folgt 


(39.) 


§  91.     Berührung  (oder  Osculation)  «'«»•  Ordnung. 

dy  dhi 

-T  =  cosr ,     ~,  =  —  sin-r. 

ax  dx^ 
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Fig.  99, 


Die  Cnrve  ist  daher  nach  oben  cotivex,  wenn  0  <  .r  <  tt, 
27T  <  X  <  Bti,  . , .  allgemein,  wenn 

2n7r  <.  X  <  (2?i  +  l)7r 
ist;  und  die  Curve  ist  nach  oben  concao,  wenn 

{2n  -\-  1)71  <  X  <  {2n  +  2)7r 
ist,    wobei  n  eine  positive  oder  negative  ffanze  Zahl  bedeuten 
soll.    Ein  Wendepunkt  tritt  ein,  wenn 

X  =  0,      ±7T,      dr  2 TT,      ±37r, ... 

ist;   die   zugehörigen  Werthe  von  y  sind  sämmtlich  gleich  0, 
d.  h.  die   Wendepunkte  liegen  alle  in  der  X-Axe. 


§  91. 

Berührung  (oder  Osculation)  ^'«**  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  143.) 
Erklärung.     Zivei  Curven   VW  und  RS  (Fig.  100)  mit  den 
Gleichungen 

(1.)  y=.f{x)    und    y  =  g{x) 

hohen  in  dem  ihnen  gemeinschaftlichen  Punkte  P  eine  Berührung 
{oder  Osculation)  w'^''  Ordnung ^  wenn  für  den  zugehörigen  Werth 
von  X  nicht  nur 

(2.)  f{x)  =  g{x) 

ist,  sondern  ausserdem  auch  ?ioch 

(3.)       rix)  =  g\x),    f"{x)  =  g"{x), . . .  ß-){x)  =  g^-\x). 
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Mit  welchem  Rechte  die  Erklärung  aufgestellt  worden  ist, 
ersieht  man  aus  dem  folgenden  Satze: 

Fig.  100.  . 

Zv:ei  (Jurven 

y  =  ,/(^)     und     y  =  g{x) , 

^  to eiche  im  Punkte  P  eine  Berührung 
j^ter  Ordnujig  haben  ^  schmiegen  sich 
in  diesem  Punkte  enger  an  einander 
an  als  an  jede  andere  Curve,  mit 
der  sie  im  Punkte  P  keine  Berührung 

X  von  gleich  hoher  Ordnung  haben. 

Beweis.     Nach  Formel  Nr.  87  der  Tabelle  ist 

f  Q,P,  =f{x  +  h)  =J\x)  ^■f^h  +  i^  h^  + 


(4. 


+  /ÜM;,.+ 


l!  '       2! 

ß-^%x  +  eh) 
{n-viy. 


gleichviel,  ob  h  positiv  oder  negativ  ist.    Ebenso  wird 
(5.)      Q,P\=g{x  +  h)=g{x)^.^^h  +  ^  Ä^  +  ... 

,  9'%^)..,    ,  9^^^^%x-^Q,h) 
"^     n\  ~^        (?^+lj!  ' 

folglich  ist,   weil  nach  Voraussetzung  die  Gleichungen  (2.)  und 
(3.)  gelten, 

[  P,P\  =  g{x  +  h)  -fix  +  h) 


(6.) 


[g^"+%x  +  ©lÄ)  --/('*+')(.r  +  eh)\ 


Da  h  eine  beliebig  kleine,  positive  oder  negative  Grösse  ist, 
so  wird  PiP'i  eine  beliebig  kleine  Grösse  von  der  in  +  1)'^" 
Ordnung. 

Wenn  man  nun  mit  diesen  beiden  Cui^ven  noch  eine  dritte 
Curve 

y  =  ffi^) 
zusammenstellt,  welche  mit  der  Curve 

y=.m 
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im  Punkte  P  nur  eine  Berührung  von  der  m*«»  Ordnung  hat, 
wobei  771  <  n  vorausgesetzt  wird,  so  ist  für  den  betrachteten 
Werth  von  x 

(7. )     ./■(•^)  =  v{^\  /'(^)  =  v>'{^) ,-•■  .r^'K^)  =  v^"'K^), 

aber 

(8.)  /('»+'>(a;)  ^  9/('»+i)(a;), 

so  dass  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  h  auch 

/('»+l)(.r  +   0,h)  ^  (f('"+%Z  +   03Ä) 

ist.    Man  findet  dann  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 

r  (f{x  +  h)  --fix  +  h) 

Diese  Difierenz  wird  nur  beliebig  klein  von  der  {tn  +  l)tei 
Ordnimg,  weil  der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  eine  end- 
liche (von  Null  verschiedene)  Grösse  ist.  Deshalb  wird,  vom 
Vorzeichen  abgesehen, 

(10.)     P,P\  =  g{x  +  h)  —fix  +  h)  <  (fix  +  h)  —f{x  +  h), 
d.  h.    die   Curven   y—f{x)   und   y  =  g{x)   schmiegen   sich  im 
Punkte  P  enger   an  einander  an  als  die  Curven  y  =,/'(^)  ^^^ 
y  =  Vi^)' 

§  92. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

(Vergl.  die    Formel -Tabelle    Nr.   144    bis    146.) 

Aufgabe  1.  Man  soll  durch  den  Punkt  P  einer  Curve  mit 
der  Gleichung 

(1-)  y  =/(^) 

eine  gerade  Tiinie  legen,  welche  mit  der  Cm-ve  eine  Berührung 
von  möglichst  hoher  Ordnung  hat. 

Auflösung.    Die  Gleichung  der  geraden  Linie  sei 
(2.)  y'  =  mx'  +  n , 

wobei  die  laufenden  Coordinaten  mit  x'  und  y'  bezeichnet  sind, 
weil  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  x  und  y  heissen 
sollen.    Damit  nun  die  Gerade  durch  den  Punkt  P  geht,  muss 
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(3.)  ij  —f{x)  —  mx  +  IX 

sein.    In  diesem  Falle  ist  also  g{x)  gleich  mz  +  ,a,  so  dass  die 

Gleichung  f'{x)  =  g'{x)  hier  die  Form  hat 

Man  hat  hier  nur  über  die  beiden  Grössen  m  und  ,tt  zu  ver- 
fügen, und  zwar  sind  diese  Grössen  schon  durch  die  Gleichungen 
(3.)  und  (4.)  vollständig  bestinmit,  denn  es  wird 
,    ,  dy         ,  du 

so  dass  die  Gleichung  (2.)  übergeht  in 

/  i  dy  ,  ^ 

(6.)  y~y=-{x-x). 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  der  Tangente. 

Die  Tangente  ist  daher  diejenige  Gerade,  welche  sich  im 
Punkte  P  der  Curve  am  engsten  anschmiegt.  Da  ausserdem 
jede  Gerade  in  allen  ihren  Punkten  dieselbe  Richtung  hat,  so 
giebt  die  Tangente  in  dem  betrachteten  Punkte  die  Richtung 
der  Curve  an. 

Aus  dem  Vorstehenden  erkemit  man  auch,  dass  die  Tangente 
mit  der  Curve  im  Allgemeinen  nur  eine  Berührung  erster  Ord- 
nung hat.  Man  kann  aber  sogleich  die  Bedingung  angeben, 
unter  welcher  die  Berührung  eine  Berührung  von  der  zxceiien 
Ordnung  wird.  Es  ist  hier  nämlich 
(7.)  g{x)  =  mx  +  n,     g'{x)  =  m,     g'\x)  =  0, 

folgüch  muss  auch 

(8.)  rix)  =  0 

sein,  damit  die  Berührung  höher  als  von  der  ersten  Ordnung  ist. 
Diese  Bedingung  ist  nur  für  einzelne  Punkte  der  Curve 
erfüllt,  und  zwar  sind  diese  Punkte  (nach  Formel  Nr.  142  der 
Tabelle)  Wendepunkte,  wenn/"(:r)  für  den  betrachteten  Werth 
von  X  das  Vorzeichen  wechselt. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Gleichung  eines  Kreises  bestimmen, 
der  im  Punkte  P  mit  der  Curve 
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(9-)  y=fix) 

eine  Berührung  von  möglichst  hoher  Ordnung  besitzt. 

Auflösung.  Ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  q  hat,  wenn 
man  die  laufenden  Coordinaten  mit  x\  y'  bezeichnet,  bekanntlich 
die  Gleichung 

(10.)  (o;'  — §)2_^(y'--^)2__,/2^0, 

wobei  §  und  jy  die  Coordinaten  seines  Mittelpunktes  sind.    Löst 
man  die  Gleichung  in  Bezug  auf  y'   auf  und  setzt  x'  =  x,  so 
erhält  man 
(10a.)  y'  =  n±  ]/^2_(^__|)2  ^  ^(^), 

In  der  Gleichung  des  Kreises  kommen  also  drei  willkürliche 
Constante  §,  //  und  o  vor,  über  die  man  so  verfügen  kann,  dass 
drei  Bedingungen  erfüllt  sind.    Deshalb  ist  es  möglich,  die  drei 
Gleichungen 
(11.)  f{x)  =  g{x)  =  ri  ±  yQ''-{x~if  =  y, 

X  —  '§  X — '§ 


(12.)     f'(x)  =  g'{x)  = 


yQ^—{x  —  ^y  y~V 


(13.)   fix)  =  y"{x)  =  q= ? ?         ^ 


[?^-c 


X- 


[y—rif 


durch  passende   Bestimmung    von    ^',  -ri   und  q    zu   befriedigen. 

Dabei    sind   x  und  y  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes. 

Aus  den  Gleichungen  (12.)  und  (10.)  findet  man 

(14.)     x  —  -i  =  -{y-ri)f'{x\ 

(15.)  Q^  =  {x-  if  +  (y  -  rif  =  (y-  ,y)2[l  +  /'(^f] , 

SO  dass  Gleichung  (13.)  übergeht  in 
Deshalb  ist 

*)  Ueber   die   Eildung    dieser    Ableitungen    vergleiche    man    §  80. 
Aufgabe  2. 
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.._[L±/WP 


f"{^f 


(18.) 
folglich  wii'd 


v  =  y  + 


1  +f'(^f 
f'V) 


(20.)      Q=± 


[1  +r{m 


Wenn  man 
p=^^£    statt    fix) 


und 


y  =  ^^,     statt    /%r) 


schreibt,   so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  138  der 
Tabelle 


(21.) 


n  =  y  -^ 


9. 


\dxF 


y  + 


<dsy^ 

^dx) 
2 


3 


m 


9.  q 

Hierbei  wird  man  für  o    das  obere  oder  das  untere  Vor- 

ds 
zeichen  wälüen,  jenachdem  q  mit  —  gleiches  oder  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  hat,  damit  q  selbst  positiv  T\ird. 

Da  X  und  y  die  Coordinaten  des  Berührungspimktes  sind, 
so  mögen  die  laufenden  Coordinaten  des  Ki-eises  mit  x'  und  y' 
bezeichnet  werden,  so  dass  er  die  Gleichung 

(22.)  {x'-^^f-¥{y'-r,)'-q'  =  0 

hat.  Man  nennt  diesen  Kreis  den  ^^Osculatioyiskreis  oder 
Krümmung  skr  eis'-^  \  er  hat,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  folgt, 
im  Allgemeinen  nur  eine  Berührung  von  der  zioeiten  Ordnung 
mit  der  CiuTe.  In  besonderen  Pmikten  der  Curve  kann  aber 
auch  eine  Berührung  höherer  Ordnung  mit  dem  Krümmungs- 
kreise stattfinden.    Die  Bedinffun»-  dafür  ist 
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(23.) 


/-oo  =  g  =  r'(^-)=^-f^^. 


dx^ 


Wenn  die  Gleichung  der  Ciirve  in  der  Form 

X  =  (f{y) 

gegeben  ist,  so  hat  der  Krümmungskreis  im  Punkte  P  mit  der 
Curve  eine  Berührung  dritter  Ordnung,  wenn 


(23a.) 
ist. 


Sind  X  und  y  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  t, 
also 

(24.)  x  =  (f{i\     !/  =  ip{i), 

so  gehen,  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  131  der  Tabelle, 
die  Gleichungen  (21.)  über  in 


(25.) 


^  =  x 


v  =  y  + 


/ds^  dy 
\cli)  ~ 


dt 


dx  d'^y       dy  d'^x 
dt  d^~di  dt^ 
^ds\^  dx 
dt 


(IJ 


dx  d^y  dy  d'^x 
Tt  d^  '^dt  d^ 
'ds^ 


=  y  + 


\di) 


ds^dy 
dxd^y  —  dyd^x 


ds^dx 
dx  d^y  — -  dy  d^x 


ds^ 


dx  d'^y       dy  d-x 
dt  d^^dt  d^ 


dxd^y — dyd^x 


Aufgabe  3.    Man  soll  eine  Parabel  bestimmen,    deren  Axe 
zur  Y-Axe  parallel  ist,  und  welche  mit  der  Curve 
(26.)  a^y  =  x^ 

im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten  x  =  a,  y  =  a  eine  Berührung 
von  möglichst  hoher  Ordnung  hat. 

Auflösung.    Hier  ist 


(27.) 


y 


_z^      dy  _3x^      d^_6x      ^  _  6_ 


dx 


dx' 


dx^  '     a^ 
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Die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  zur  F-Axe  parallel 
ist,  hat  die  E'orm 
(28.)  Ax^  +  2By'  -\- 2Cx  +  JJ  =  0. 

Man  kann  hier  also  über  die  drei  Grössen  -  5  -7 '  -;  pas- 

send  verfügen,  so  dass  im  x  =  a 

dy'       du  d^y'       d^y       6 

(■29.)        y  =  y=a.     ±  =  £  =  i,     -^  =  ^  =  , 

wii^d.     Dies  giebt  zunächst 

(30.)     Aa^  +  2ßa  +  26'a  +  D  =  0, 

(31.)     A(x^  —  a"^)  +  2B(y'  —  a)  +  2C'{z  —  a)  =  0, 

(32.)     Az  +  B^  +  C=0,     oder     Aa  -{-  '^B  -\-  C  =  0, 

(33.)     A-{-B-£,^0,     oder    ^  +  —  =0. 

Daraus  folgt 
(34.)  QB  =  —  Aa,     2C~  —  Aa, 

(35.)  3(a;2  —  a'-)  —  a{y'  —  aj  —  Mx  —  a)  =  0, 

oder 

(35a.)  ^x{x  —  a)  =  a{y'  —  ä). 

Nach  Gleichung  (6.)  in  §  91  war 

PiP\  =  ^/^'"^^,[$'<"+^'(^  +  ®»^^  -/("+')(:r  +  0/0]. 

Ist  also  n  gerade,  SO  wechselt  PiP'i  mit  A  sein  Zeichen, 
und  ist  n  ungerade,  so  bleibt  das  Zeichen  von  PjP'i  unverändert, 
wenn  auch  h  sein  Zeichen  wechselt;  d.  h.  die  beiden  Curven 
durchsetzen  einander,  wenn  die  Ordnung  der  Berührung  gerade 
ist,  und  von  den  beiden  Curven  verläuft  die  eine  in  unmittel- 
bari^r  Nähe  des  Berührungspunktes  ganz  an  derselben  Seite  der 
anderen,  wenn  die  Ordnung  der  Berührung  ungei'ade  ist. 

Ein  Beispiel  hierfür  liefert  bereits  die  Tangente  einer  Curve. 
Im  Allgemeinen  ist  die  Berührung  nur  von  der  ersten  Ordnung, 
dann  liegen  aUe  dem  Berührungspunkt  benachbarten  Curven- 
punkte  auf  derselben  Seite  der  Tangente.    Ist  aber  die  Berührung 
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von  der  zweiten  Ordnung,  so  ist  der  Berührungspunkt  ein 
Weyiäepunkt  der  Curve  und  die  Tangente  ist  eine  Wende- 
tangerde ^  welche  die  Curve  im  Berührungspunkte  durchsetzt. 
(Vergl.  Fig.  88  und  89  auf  Seite  397.) 

Ein  zweites  Beispiel  liefert  der  Osculationskreis  oder 
Krümmungskreis .  der  sich 
einer  Curve  im  Punkte  P 
möglichst  eng  anschmiegt. 
Im  Allgemeinen  wird  die 
Berührung  (nach  i^ufgahe  2) 
von  der  ^z^-<?e^ew  Ordnung  sein. 
Dann  wird,  wie  Figur  101 
im  Punkte  P  zeigt,  der  Kreis 
die  Curve  durchsetzen.  Nur 
ausnahmsweise  ist  die  Berüh- 
rung von  der  dritten  Ord- 
nung. So  ist  z.  B.  in  den  Scheiteln  der  Ellipse,  wie  später 
gezeigt  werden  soll,  die  Berührung  zwischen  Krümmungskreis 
und  CurA'e  von  der  dritten  Ordnung;  deshalb  verläuft  in  unmittel- 
barer Nähe  des  Berührungspunktes  der  Kreis  an  derselben  Seite 
der  Curve. 


§  93. 

Der  Contingenzwinkei. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  147.) 

Es  seien  P,  P\ ,  Po  drei  benachbarte  Punkte  der  Curve 

(1.)  y=/(^). 

die  zu  den  Coordinaten 

Xi  =  x-\-  Jx,         yi  =/(,?•  +  ^x), 
X2  =  X  -{-  2Jx,       yo  =f{x  -f  2^/a;) 

gehören;  dann  ist  (Fig.  102) 

(2.)         tg^  =  tgiJPP.  -  ^^'  -  f'^  +  ^^'  --^W  • 


PR 


Jx 
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Ebenso  findet  man 

(3.)      tgß,  =  tgSFrP,  =^-  -^ '"  +  ^-^^)  -/"'^  +  ^) 


PiS 


Jx 


Fig.  102. 


folglich  ist 
4.j     igß,—\gß  = 


smißi  —  ß) 
cos /^^i  cos /J 
__/(a:+2^^)-  2f^x+Jx)+f{x)  _ 
Jx 
Dies    giebt,     wenn    man 
/l^i  —  jtf  mit  Jß  bezeichnet, 
%m{^^)  1 

^    "^  z/.r  COS/fi^iCOS// 

__/•(  a:  +2^a:) — 2/(y+^3-  )-f/(a:j 

Lässt  man  jetzt  dx  ver- 

"ö; — ^  schwindend   klein   werden ,    so 

geht  ß  in  den  Winkel  «  über, 

den  die  Tangente  im  Punkte  P  mit  der  positiven  Richtung  der 

X-Axe  bildet,  und  es  wird 

,.     %m{Jß)       ..     sin(^«)      ,.     sinf^^a)    Ja      du 
hm  — )^ — -  =  hm  — ), — -  =  Imi  — ^ — -  •--  =  ----, 

lim  (cos/^i)  =  lim  (cos/5?j  :=  cos« 

und  nach  Formel  Xr.  80a  der  Tabelle 

]|P,/(-^  +  2Jx)  -  2f{x  +  Jx)  -^f(x)  ^ 

folglich  geht  Gleichung  (5.)  über  in 


(6.) 


1         da  d^y 

C0S2«  "di~^''  ^^^  ~  d^^ 


Auf  diese  Gleichung  wird  man  auch  geführt,  wenn  man  die 
Gleichung 


(7.) 


tg«  =/'W  =  I 


nach  X  differentiü-t.    Dabei  ist 


'^  ds        dx     ds       /ds^ 
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weshalb  man  die  Gleichung  (6.)  auf  die  Form 

cPy_ 

/ds^    da  d^y  ,  da  _^     dx^ 

^^•^  W   dx~dx^'     ^^^^'       dx^TTs^ 

\dx) 
bringen  kann.  Der  unendlich  kleine  Winkel  da,  den  die  beiden 
unendhch  nahen  Tangenten  mit  einander  bilden,  ist  der  unend- 
lich kleine  Zuwachs  des  Winkels  a  und  wii'd  der  ,fiontingenz- 
winkel"  genannt.  Er  giebt  ein  Mass  für  die  Ki'ümmung  der 
Cui-ve  im  Punkte  P,  denn  die  Curve  ist  um  so  stärker  gekrümmt, 
je  grösser  dieser  Contmgenzwinkel  da  im  Vergleich  zu  dem 
unendlich  kleinen  Bogen  ds  ist.    Man  nennt  deshalb 

d\ 
da        da      dx  dx^    q 

die  ,,Krümmung  der  Curve''''  im  Punkte  P.  Dies  giebt  nach 
Formel  Nr.  145  der  Tabelle 

(11.)  '^"  =  ', 

ds        Q 

d.  h.  die  Krümmung  der  Curve  ist  hier  in  derselben  Weise  er- 
klärt wie  in  §  92.  Man  kann  Gleichung  (11.)  auch  unmittelbar 
aus  Figur  102  finden.  Die  Lothe,  welche  man  in  der  Mitte  der 
Seiten  PPi  und  P1P2  errichtet,  schneiden  sich  nämlich  in  dem 
Mittelpmikte  M  des  Kreises,  der  durch  die  Punkte  P,  Pi,  P2 
hindm-chgeht.     Dabei  ist 

^x  ^x 

Q,o^ß  =  pj^^,    cos/Ji=-pr^, 

also,  wenn  Jx  verschwindend  klein  wird, 

lim  — ^  =  hm  ^-fj  = ■■ ^  =  1, 

coSjtf  PiPo  cos« 

oder 

limPPi  =  limPiP2 
und 
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<  /OfPi  =  <^  K,MP,  =  \da, 


.   /du\       KP,       ds 


oder 


da      1 
ds        o  ' 

d.  h.  o  ist  der  Halbmesser  des  Kreises,  der  durch  die  Punkte 
P,  Pi,  P2  hindurchgeht. 


§  94. 

Krümmung  der  Curven. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  144  und  145.) 

Der  Kreis  hat  in  allen  seinen  Punkten  dieselbe  Krümnnmg, 

und   zwar  ist   die  Krümmung  um  so  grösser ,  je   kleiner  der 

Halbmesser  q  des  Kreises  ist.    Man  setzt  daher  die  Krümmung 

eines  Kreises  gleich  dem  reciproken  Wertlie  des  Halbmessers, 

also  gleich  -  • 
Q 

Bei  anderen  Curven  ist  die  Krümmung  in  verschiedenen 
Punkten  eine  verschiedene.  Um  sie  zu  messen,  wird  man  die 
Curve  mit  demjenigen  Kreise  vergleichen,  welcher  sich  in  dem 
betrachteten  Punkte  unter  allen  Kreisen  am  nächsten  an  die 
Curve  anschmiegt. 

Es  giebt  nämlich  füi^  jeden  Punkt  P  einer  beliebigen  Curve 
unendlich  viele  Kreise,  welche  die  Curve  im  Punkte  P  berühren. 
Unter  diesen  Kreisen  giebt  es  jedoch,  wie  in  §  92  gezeigt  wurde, 
einen,  der  sich  an  die  Curve  näher  anschmiegt  als  alle  anderen. 
Dieser  Kreis ,   der  den  Halbmesser  q  haben  möge ,   heisst  der 

„Krümmung skreis"^ ;  man  nennt  dann  —    „die    Krümmung    der 

Curve  in  dem  betrachteten  Punkte". 

Der  Werth  von  q  und  ebenso  die  Werthe  der  Coordinaten 
$  und  ri  des  Krümmungsmittelpunktes  wurden  bereits  in  §  92 
berechnet.     (Vergl.  die  Fonneln  Nr.  144  und  145  der  Tabelle.) 
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Der  Krümmimgskreis  kann  aber  auch  in  folgender  Weise 
erklärt  werden.    Die  Gleichung  des  Kreises 

(1.)  {x-'ir  +  itj-vT--Q'  =  o 

enthält  drei  willkMiche  Constante  §,  tj,  g,  welche  man  so  be- 
stimmen kann,  dass  der  Kreis  durch  drei  gegebene  Punkte  P, 
Pi ,  P2  hindurchgeht.  Dies  giebt  die  drei  Bedingungsgleichungen 
(la.)  x'-  —  2^x-}-r-  +  y^''2rjy+f~Q''  =  0, 

(2.)  xr^  —  2  $>,  +  §2  -f.  ^j2  _     2  7jy,  +  f  —  Q^  =  0, 

(3.)  Xi"  —  2  |;r2  4-  S'  +  2/2-  —  2  riy2  +  f  -  q''  =  0. 

Indem  man  die  Gleichungen  (la.)  und  (2.)  bezw.  von  den 
Gleichungen  (2.)  und  (3.)  subtrahirt,  findet  man  hieraus 
(4.)     xi^  —  x^  -  ^  2  ^(xi  —x)  +  y,^  —  y^~2  niVv  —  y)  =  0, 
(5.)     x,^  ~Xi^  —  2  ^{X2  —  X,)  +  y.2^  -y,'  —  2 rj(y,  —  y,)  =  0, 
oder,  wenn  man  Gleichung  (4.)  durch  xi  —  x  und  Gleichung  (5.) 
durch  X2  —  xi  dividirt, 

(6.)  rr.  +.r  — 2?  +  (y,  +y       2  f])  ^-^—^^  ^  0 , 

Xi^  X 

(7.)  X2  +  xi-    2^  +  (2/2  +  yi~  '^V)ll~l'  ^  ^• 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Subtraction 
(8.)     X,       x^iy.  +  y       2rif^^^  +  (y,-j-y,-^2fj)^-^^:^'  =  0, 

Xi X  X2  —  Xx 

oder,  wenn  man 

(y-2  +  yt  -  2./)  ^^  ~  {y^  +  3/1  -  2^)  ^^^  =  0 
addüt, 

(8a.)  .,--.+(y.-    y)f^+(y.+2„--2,)(?!5=y'-^l^^)=0. 

Xi        X  \X2 Xi        Xi x/ 

Diese  Gleichungen  gelten,  wo  auch  die  Punkte  P,  Pi,  P^ 
liegen  mögen.  Nimmt  man  sie  auf  der  Curve  an  und  setzt,  der 
Figur  102  entsprechend, 

(9.)  xi  =  X  +  Jx,     X'i  —  X  -\-  2Jx, 

SO  gelten  die  Gleichungen 

(10.)         y=-f{x\     yi=f{x  +  ^x\     y2^f[x-^2dx\ 
und  die  Gleichungen  (6.)  und  (8.)  gehen  über  in 

27* 
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(6a.)     2x  +  Jx~2-^  +  (yi  +  y- 2>?)-^'^'^  +  "^J—^  =  ^' 

(8b.)     2^:r  +  U{^  +  2^0:)  -/(^)]  ^^^  +  ^]  ~-^^^^ 

+  (y.  +  y.  -  2,)^^-  +  ^-^-^-f -  +  -^-)+/i^=:0, 
oder,  wenn  man  die  letzte  Gleichung  durch  2dx  dividirt,  in 
(8 c.)     1  +  -^  +  ^^''^  ~-^^''^  -  ■^''^  "^  ^-"^^  ^^^""^ 


2^/a;  ^:c 

+  i^y2  +  y,  —  2)?)  — ^^2 —^ —  =  0. 

Nun  ist  aber  für  \Yas.Jx  =  0 

limy-i  =limyi  =y; 
sodann  ist  nach  Formel  Nr.  15  der  Tabelle 

Jx  dx      "^       ' 

und  ebenso,  wenn  man  Jx  mit  'i'dx  vertauscht, 

endlich  ist  nach  Formel  Nr.  80a  der  Tabelle 

li^  A^  +  2^:r)  -  2/(^  +  ^:g)  +/(:^)  _  ^y  _  f.u. 

Deshalb  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (6a.)  und  (8c.), 
wenn  die  Punkte  P,  Pi  und  Pi  einander  unendlich  nahe  rücken, 
so  dass  sich  ^dx  dem  Grenz  werthe  0  nähert, 

(11.)  (^-5)  +  (y-^)/'W  =  o, 

(12.)  1  -\-f'{xf  +  ry  -  n)f"{^)  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  wieder  in  Ueberein- 
stimmung  mit  den  Gleichungen  (16.),  (17.)  und  (18.)  in  §  92 

(18.)  y     n-       _^„(^)    ,   x~,-        ^„^^^ 

(14.)  g  -  _  —^^^ 
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Der  Krümmungskreis  (wie  schon  aus  der  Untersuchung  in 
§  93  folgt)  kann  also  auch  erklärt  loerden  als  der  Kreis,  welcher 
durch  drei  unendlich  nahe  Punkte  der  Curve  hindurchgeht. 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen 
Satzes,  dass  zwei  Curven  n-\-\  unendlich  nahe  Punkte  gemein- 
schaftlich haben,  wenn  sie  eine  Berüluimg  w'**"  Ordnung  besitzen. 


§  95. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.     Man  soll  den  Krümmungskreis  für  die  Parabel 
(1.)  if-  =  2ax 

bestimmen.*) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

,  dy  _a  _  d'^y a  dy «^ 

^  dx       y  dx^  y^  dx  y'^ 

^ds 

- 1  =  1  +  jy-"  =  —    ^ 

y 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  "Nr.  144  und  145 
der  Tabelle  ein,  so  findet  man 


<-)  (1)-  +  ^-"^/-- 


2/2         y\     ay 


a^  +  3/2     a  /      y^\  d^  +  y^ 

oder 

(4.)  ^  =  X  -i =  a  +  Sx, 


(5.)  7/  = 


y 

oder 


a-y  —  a^y  - —  y^ y^ 


*)  In  dieser  Aufgabe  ist  der  Parameter  der  Parabel  nicht  wie  ge- 
"wöbnÜcli  mit  2?,  sondern  mit  a  bezeichnet,  weil  2^  hier  und  in  den  folgen- 
den Aufgaben  gleich  -^  sein  soll. 
dx 
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^^•)        ^  =  -     y3    (- «.;  =  -^  — ^  • 

Für  den  Scheitel   der  Parabel  werden  x  und  y  gleich  0, 
folglich  ist  in  diesem  Punkte 
(7.)  Q=^a,     i  =a,      ,j  =  0. 

In  dem  Scheitel  hat  auch  der  Krümmungskreis  mit  der 
Parabel  eine  Berührung  von  der  dritteti  Ordnung.  Da  aber  die 
Ausdrücke 

dy a       d'^y a^      d^y       Za^ 

^  dx       y      dx'^  y^      dx^        y^ 

für  2:  =  0, 3/  =  0  unendlich  gross  werden,  so  wird  es  zum  Beweise 

zweckmässig  sein,  die  Gleichung  der  CuiTe  auf  die  Form 

ZU  bringen  und  zu  zeigen,  dass 

^^^"•^  dy^  {X  -  If 

wird.     (Vergl.  Formel  Xr.  146  der  Tabelle.)    Li  der  That,  es 

wh'd 

dx y      d^x  1       d^x  

^     '^  dy        a      dy"^        a       dy^  ' 

und  es  wh'd 

3g^(y—  rj)  _        3a^i0— 0)  _ 
{x  —  ^f    ~  —  «^        ~"     ' 

Gleichung  (10.)  wird  also  befriedigt,  woraus  folgt,  dass  im 
Scheitel  der  Parabel  eme  Berüln-ung  dritter  Ordnung  mit  dem 
zugehörigen  Ki'ümmimgskreise  stattfindet. 

Aufgabe  2.  Man  soll  den  Ki'ümmungskreis  für  die  Ellipse 
(12.)  ÄV  _|_  ^liyi  _  ^2^2  ^  0 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (12.)  findet  man 
,,„,  du  b'-x  d^y  ¥ 
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Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  144  und  145  der 
Tabelle  ein,  so  erhält  man 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (12.)  ist  aber 

(15.)  6%2  _|_  aY  =  b\a''  —  e^x^)  =  a\h*  +  eh/), 

folglich  wird 

.     .                 a"(a*  —  e^x^)       e^x? 
(16.)    g^x^^^—-^ ^- 


ir 


y{b*x-^  +  aY) 


oder  nach  Gleichung  (15.) 

,       ,  y(b*  +  e2«2)  e2y3 


3  3 

4«2\"^   /        «2.,3\  /';.4^2     I     «4„2\^ 


(ÄV  ^  aYV 
a*b* 


Ferner  ist 


^     ^^  f/.r»      ^      ^  '  aY       dt/  b*x^ 

folglich  wird  für  x  =  0,  y  =  ±:  b 

(20.)  i-  =  0,     ^l  =  =fj^     Q  =  j^ 

es  wiixl  also 

cl^y  _       3g^(a;  — g) 
c?a;^  (y  —  ^y)^ 

w^oraus  nach  Formel  Nr.  146  der  Tabelle  folgt,  dass  in  diesen 
beiden  Scheiteln  eine  Berührung  dritter  Ordnung  mit  dem 
Krümmungskreise  stattfindet. 


(22.) 

a 

(23.) 

es  wird  also 
(24.J 

d^x 

dy' '' 

424  §  95.    Krümmung  einzelner  Curven. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  für  a;  =  ±  a,  y  =  0 

(:r-|}^     -^' 

3e^(y  — ^) 
(:r-|)5     ' 

woraus  wieder  nach  Formel  Nr.  146  der  Tabelle  folgt,  dass 
auch  in  den  beiden  anderen  Scheiteln  der  Ellipse  eine  Beriih- 
rimg  dritter  Ordnung  mit  dem  Ki'ümmungskreise  stattfindet. 

Diesen  Umstand  kann  man  benutzen,  um  eine  Ellipse  ziem- 
lich genau  zu  zeichnen.  Man  construiit  die  Krümmungskreise 
in  den  4  Scheiteln  der  Ellipse  und  verbindet  die  Kreisbögen, 
so  weit  sie  sich  der  Ellipse  eng  anschmiegen,  durch  das  CuiTen- 
lineal  mit  einander.    (Vergl.  Fig.  101.) 

Aufgabe  3.    Man  soll  den  Ki'ümmungskreis  für  die  Hyperbel 

(25.J  Z-V^  —  «Y  _  ^2^2  _  0 

bestimmen. 

Auflösung.  Die  Rechnungen  gestalten  sich  hier  genau  ebenso 
wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe ,  man  hat  nur  +  V^  mit 
■ —  }>^  zu  vertauschen.    Dadurch  erhält  man  wieder 

.^^  -      ..       ^a?  e'-y^  _  (5V  +  aV)^ 

(26.)    .  =  -  ,   n  =  -~^^    Q  =  -i- ^, -' 

genau  so  wie  bei  der  Ellipse,  hier  ist  aber  er  gleich  a^  4-  b-, 
während  bei  der  Ellipse  e^  gleich  a-  —  P  war. 

Aufgabe  4.     Man  soll  den  Krümmungskreis  für  die  Ketten- 


Uni 


(27.)  y  =  |0"+e'°)=aeof(^) 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (27.)  folgt  mit  Rücksicht  auf  die 
Formeln,  welche  in  §  88,  Aufgabe  7  entwickelt  worden  sind. 
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Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  144  und  145 
der  Tabelle  ein,  so  erhält  man 

(31.)      l^x^^~-~^ =  x—^-^!-^ » 

'  a^  a  y  a 

(32.)       n  =  y  +  ^^.-^=2y, 

(33.)       o  =  ±^-—  =  ±  —  • 

Es  war  aber  auch  die  Normale 

(84.)  N=,/-^=y^ 

^      ^  ''  dx       a 

(vergl.  Gleichung-  (48.)  auf  Seite  385),  folglich  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser bei  der  Kettenlinie  der  zugehörigen  Normale  gleich; 
er  hat  aber  die  entgegengesetzte  Eichtung,  Avie  man  schon  aus 
Gleichung  (32.)  erkennt. 

Aufgabe  5.    Man  soll  den  Krümmungskreis  für  die  Cykloide 
(35.)  x  =  a{t-   sin^),     y  =  «(l  —  cos;!) 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (35.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 

(36.)  dx  =  a(l  —  cos  t)dt,      dy  =  asmtdt, 

(37.)         d'^x  =  asint  .  dt"^,  d^y  =  acosf .  df, 

(38.)  ds^  =  dx""  +  dy^  =  2a2(l  —  cost)di^  =  ^a^mrp(^dt^, 

(38a.)  ds  =  2asin(~V^, 

(39.)     dx  d'^y  —  dyd'-x  =  —  a\\  —  COS  t)dt^  =  —  2a^  sin^  (^  dt^. 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  144  und  145  der  Tabelle 
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4a2sin-(-V  asin^ 

'i  =  X .      =  a{t  —  sin^)  +  2asm^, 

—  2a''sm'^C^ 

oder 

(40.)  i  =  a(t  +  sin  f); 

ia^sm"  (^  •  a{l  ^  cost) 
t}  =  i/-\ — =  a(l  — C0s0^2a(l    -cost), 

oder 

(41.)  rj  =  —a{l  —  cos  t)  =  ~y, 

(42.)  Q  =  ± y—  =  ^  4asin  (-  )• 

-2a2sin2Q  ^^^ 

Nun  war  aber  (nach  Gleichung  (61.)  in  §  88)  die  Normale 

folglich   ist   der  Krümmungshalbmesser  doppelt  so  gross  icie  die 
Normale. 

Noch  etwas  schneller  kommt  man  auf  folgende  Weise  zum 
Ziele.    Aus  den  Gleichungen  (36.)  findet  man 


_dy  _.    smt 


P^Tr:  = 


dx      1       cos^ 


=  ct.(|) 


_  d^-n  _dp    dt^_  1  1 1^ 

^       dx^       dt     dz 


2sin2r|)  2asin2(^^')         4csin*('|^ 


cos  (I).  4«  sin' (I) 
sm-(^-jsm(^-j 
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4asm'Q 


42; 


y 


-4asm^ 

G) 


a(l  —  COSt)  =  ■ — y, 


Sin' 


Diese  Resultate 
werden  durch  Figur 
103  bestätigt. 

Ist  nämlich  M 
der  Mittelpunkt  des 
Krümmungskreises 
für   den    Punkt    P, 
so  wird 

oder 

Daraus  folgt 

und  deshalb 


=  -i-  4«  sin 


Fig.  103. 


©• 


P31  =  2PB, 
PB  =  BM. 

/\BKMm  ABQP, 


ti  =  KM  =  —  MK  =-QP^ 
BK=  QB  =  PD  =  asmt, 


also 


i  =  OQ  +  2QB  =  a(t  —  sin/)  +  2asin^ 
=  a{t  4-  sin;!j. 

Aufgabe  6.    Man  soll  den  Ki-ümmungskreis  der  Astroide 
(44.)  X  =  acos^^,     y  =  am\^t 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (44.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 
(45.)        clx  =  —  SacosHsint .  df,     dy  =  3asin-^cos^ .  dt, 


(46.) 
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(47.)  ^  =  3-2-=  - 


dz^  cos'^^    dx       3acos*^sin^ 


.        .  ds  _         1 

^       '^  dx~~      cos^ 

Dies  giebt  nach  den  Formeln  Nr.  144  und  145  der  Tabelle 

(49.)  I  =  X T-( ,  )3acos*^sin^  =  acos^^  +  3acos^sm% 

^  cos-i{\     cos^/ 

(50.)  77  =  y  -j —  •  3acosVsin^  =  Sacos'^/sin?'  +  asin^^, 

(51.)  o  =  dz  — r; '  3acos*^sin^  =  q=  3asin^cos^. 

Aufgabe  7.    Man  soll  den  Krümmungskreis  für  die  Cui've 

(52.)  x=Sf,     y  =  St~{^ 

bestimmen. 

Auflösung.  Aus  den  Gleichungen  (52.)  folgt  dmxh  Differen- 
tiation 

(53.)  dx  =  6tdt,       dtj  —  3(1  —  t'^)dt, 

(54.)  d^x  =  6  dfi,     d^i/  =  —  6  tdt^, 
(55.)  ds^  =  dx''  +  dy'^  =  9(1  +  2if2  +  i'^)df-  =  9(1  +  ^2)2^^2^ 

(55a.)  ds  =  3(1  +  f)dt, 

(56.)  dxd^y  —  dtjd^x  =  -^  18(1  +  f-)dtK 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  144  und  145 
der  Tabelle  ein,  so  erhält  man 

9(1  +  ^2)^3(1- ^2)  __  3 

^-"^  -18(1  +  ^2^        -^^   +2<^1       ^)' 

oder 

(57.)         §  =  |(l+2^^-^^); 


oder 
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(58.)  ^  =  -4^3; 

(59.)  o  =  ±-Mi±J!)L=^3 

^      ^  ^  —  18(1  +  f^)       ^  2  "^    ^  ^  • 

Aufgabe  8.    Man  soll  den  Krümmungskreis  der  Epicykhide 
(60.)      X  =  a[m  cos  t  —  cos(wz«!)] ,     tj  =  a[m  sin  t  —  sin(m^)] 
bestimmen. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (60.)  folgt  durch  Differen- 
tiation, wenn  man  wieder  m  —  1  =  ??.,  m  -\-  l  =  l  setzt, 

(61.)  dx  =  7na[—  sint  +  sm{mt)]dt  =  2wasin(^ jC0s(-V/i^, 
(62.)  dl/  =  tna[-\-  cosi— cos(mt)]dt  =  2masmf^\m(~\dt, 


la  I  \  ^^y       dp    dt        l         1 

(64.)     q—  —    '  — 


dx^       dt     dx       2        ^/It 
l 


cos^Q     2;nasin(f)cos(|) 


4wasinf  —  jcos^f-j 

Setzt  man  diese  Werthe  in   die  Formeln  Nr.  144  und  145 
der  Tabelle  ein,  so  erhält  man 

t               4ma   .    /lt\    .    /nt\ 
?  =  cc r^"'(2)'"'(2) 

=  a[mc0SJ!  —  COS(wi!)J  +  -^  [cos  (mt)  —  cos^], 
oder,  wenn  man 

/Q-  N  2a       na       2ma 

(60.)  a— ^  =  -=-^ a=«. 

setzt, 
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(66.)  i'  =  <?!  [mcost  -f  cos(w^)], 

^  =  2/  +  ^-sin(-Jcosy 

=  a[m  sin  i^  —  sin  (m<)]  H ^  [sin  {mt)  —  sin  t] , 


oder 

—  «-L«, 

11       -oiiiv."-vj 

'      l     L- 

(67.) 

n 

=  ai[msin^  + 

sin(m/^)]. 

Endlich 

wird 

,  ^  ,  4wa    ,    /nt\ 

(68.)  j  =  ±^_^__3,„(^^). 

Aus  Figur  81  auf  Seite  389  erkennt  man,  dass 

(69.)  PB  =  2a^mC^\ 

wird,  folglich  ist 

(-0.)  e  =  ^-f-PB  =  ^-^-PB. 

Daraus  ergiebt  sich  eine  sehr  einfache  Construction  des 
Krünmiungsmittelpunktes. 

Aufgabe  9.    Man  soll  den  Krümmungskreis  der  Hypocykloide 

(71.)      X  =  «[mcosif  +  Q.os{mt)\,     y  —  a[7wsin^  —  sin(»w^)] 
bestimmen. 

Auflösung.  Wenn  man  hier  m  +  1  mit  n  und  m  —  1  mit  l 
bezeichnet,  so  wird  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehen- 
den Aufgabe 

(72.)  cfe  =  —  2masin  (  —  j  cos  (-yit, 

(73.)  dy  =  +  2;wasin  C^-\  sin  (^dt, 

(n*\  dy  ,     /lt\      ds  1 

""KV 

(^5.)  S=+  ' 


4wiasm 


©-© 


dies  giebt,  wenn  man  -j-  mit  a^  bezeichnet, 
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(76.)  i'  =  Ol  [m  COS  t  —  cos(mi)] , 

(77.)  7/  =  f/i  [m  sin  /  +  sin(m^)] , 

(78.)  o=+if"sm(f)=2;'i.PB,    (Vgl.  Fig.  82.) 

Aufgabe  10.  Man  soll  den  Iviiimmungskreis  der  Kreis- 
ecolcente 

(79.)  X  =  a(cosj!  +  ^sin^),    y  =  a(sin^  —  ^cosj') 

bestimmen. 

Auflösung.  Durch  Differentiation  der  Gleicliungen  (79.)  er- 
hält man 

(80.)  dx  =^  atcost .  dt,     di/  =  atsint  .dt, 

/^.  dy  ds         1 

(81.;        ;^  =  ^  =  tg^    ^  =  ^,> 

(82.)  n=^  =  ±.^  =  J: l-  =  -J—  . 

-^  dx^      dt     dx      cos-f    utcost      atcos^t 

Setzt  man  diese  "Werthe  in  die  Formeln  Nr.  144  und  145 
der  Tabelle  ein,  so  wird 

(83.)  §  =  .r  —  atsint  =  cr(cos^  +  tsmt)  —  atsint  =  acost, 
(84.)  Tj  =:  y  -\-  atcOiit  =  a(sint — ^COS?')  +  atcost=  asint, 
(85.)  Q  =  ±:af. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Punkt  B,  in  welchem  der 
abgewickelte  Faden  den  Ki'eis  verlässt  (Fig.  85),  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt ist. 
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Wenn  man  sich  die  Kjümmungskreise  zu  sämmtlichen  Punkten 
P,  Pi,  Po,...  einer  Curve  construii't  denkt,  so  wird  durch  die 
zugehörigen  Krümmungs- Mittelpunkte  M,  J/,,  3Io,...  eine  neue 
Curve  bestimmt,  welche  man  die  ^^Krümmungsjyiittelpunkts -  Curte 
oder  Evolute'-'-  der  gegebenen  Curve  nennt.  Durchläuft  also  ein 
Punkt  die  m^sprüngliche  Curve,  so  durchläuft  sein  Krümmungs- 
mittelpunkt die  Krümmungsmittelpunkts-Curve.  Um  die  Gleichung 


432     §  96,     Die  Krümmungsmittelpunkts-Curven  oder  Evoluten. 

ZU    finden ,   braucht   man   nur    aus    den    drei   Glei- 


derselben 
chungen 

(2.)       . 
(3.) 


y  =f{x)    oder    F{x,  y)  =  0, 


(1  +  /?'> 
$  =  X  —  ^^ ^-^i-  =  X 


n  =  y  + 


1  +;?- 


=  y  + 


[1  +f{xnf'{x) 


die  Grössen  x  und  xj  zu  eliminiren,  dann  erhält  man  die  gesuchte 
Gleichung  zwischen  $  und  j/. 

Sind 

X  =  if>{t)     und    y  =  ypit) 

als  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  t  gegeben,  so  wer- 
den auch 


(4.) 


?  =  :r- 


dxd^y  —  dyd'-x       ^^'       (p'(t)ip"{t)—(p"(t)ip\t) 


n  =  y  -^ 


ds^dr. 


=  W)  + 


[rf/(fy -^  ip'(ty]cp'it) 


Fig.  104. 


dxd^y  —  dyd^x       ^^  ^       (p\t)ip'\t)  —  (p"{t)ip'{t) 

Functionen  von  t,  so  dass  die  Krümmungsmittelpunkts -Curve 
schon  durch  diese  beiden  Gleichungen  in  zweckmässiger  Form 
gegeben  ist,  da  man  zu  jedem  Werthe  von  t  die  zugehörigen 
Werthe  von  |  und  ri  findet. 

Um  die  Beziehungen  leichter  zu  erkennen,  welche  zwischen 

der  ursprünglichen  Curve 
und  der  Krümmungsmittel- 
punkts-Curve  bestehen,  er- 
setze man  die  Curve  zu- 
nächst durch  ein  Polygon 
PPiPiPi ...  mit  lauter 
gleichen ,  beliebig  kleinen 
Seiten  (vergl.  Figur  104), 
dessen  Ecken  P,  Pi,  Po..- 
auf  der  Curve  liegen.  Dann 
kann  man  die  Mittelpunkte 
31,  J/i,  M.2,...  der  Kreise 
finden,  die  dui'ch  je  drei  auf 
einander  folgende  Punkte  P  gehen,  indem  man  die  Seiten  des 
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Polygons  halbirt  und  in  den  JVIittelpunkten  B,  Bi,  R2, ...  Lothe 
JRM ,  üiMi,  RiMi^...  auf  den  Seiten  des  Polygons  errichtet. 
Dabei  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  für  das  betrachtete 
Curvenstück  vom  Punkte  P  ab  die  Krümmungshalbmesser  immer 
grösser  werden. 

Rücken  die  Punkte  P,  Pi,  P2,...  einander  immer  näher, 
so  geht  das  Polygon  PP1P2 ...  in  die  ursprüngliche  Curve  und 
das  Polygon  MMiM^...  in  die  Krümmungsmittelpunkts  -  Curve 
über.  Dabei  werden  die  Geraden  PPi,  P1P2,  P2P3,...  Tan- 
genten der  ursprünglichen  CmTe,  weil  sie  zwei  unendlich  nahe 
CuiTenpunkte  mit  einander  verbinden,  und  die  darauf  senkrecht 
stehenden  Geraden  RM,  RiMi,  R.2M2,...  werden  Normalen  der 
ursprünglichen  Curve.  Die  Gerade  RiMi  geht  aber  auch  durch 
31,  die  Gerade  RoMo  geht  auch  du'xh  3Ii,  u.  s.  w.  Da  nun 
auch  die  Punkte  M,  Mi,  M^,...  einander  unendlich  nahe  rücken, 
so  sind  die  Geraden  RM,  Ri31i,  Ri^I^,...  gleichzeitig  Tan- 
genten der  Krümmungsmittelpunkts  -  Curve,  und  man  erhält 

Satz  1.  Die  Normalen  der  ursprünglichen  Curve  sind  Tan- 
genten der  Krümmungsmittelpunkts- Curve. 

Dabei  folgt  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  RMPi  und 
RiMPi,  dass 

RM=  RiM 
ist.     Ebenso  wird 

RiMi  =  R.M, ,     R2M.2  =  Rz3h,     RzM^  =  R^M^, .... 
Daraus  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen 
RiMi  —  RM  =  RiMi  -  -  RiM  =  MM, , 
R2M2  —  RiMi  =  R0M2  ~  Ri^Ii  =  Mi3l2, 
(5.)     {  R3M3  ^-  R2M2  =  RsMs  —  R3M2  =  M2M3, 

Ra3Ia  —  Ra-i3fa-i  =  RaMa  —  RaM^-i  =  Ma-iM^. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Addition 

(6.)       RaMa  —  R3I  =  M3Ii  +  M1M2  +  M23Iz  H 1-  Jf„-l^/a. 

Rücken  die  Punkte  P,  Pi ,  P2 , . . .  einander  unendlich  nahe, 
so  gehen  RM,  R\3Ii,  R2M2,...  in  die  Krümmungshalbmesser 
Q,  Qi,  Q2,...,    und   das   Polygon    Jfiffi J/2J/3...   geht    in    den 

Kiepert,  Differential  -  Eechnung.  28 
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Bogen  0-  der  Krümmungsmittelpuiikts-Curve  über.  Bezeichnet 
man  daher  den  Unterschied  zweier  benachbarten  Krümmungs- 
halbmesser mit  dq  und  die  entsprechende  nnendhch  kleine  Seite 
des  Polygons  MMiM^Mz...  mit  da,  so  wird  da  der  unendhch 
kleine  Zuw^achs  des  Bogens  o",  imd  die  Gleichungen  (5.)  und  (6.) 
erhalten  die  Form 

(5  a.)  dq  =  da, 

(6a.)  Qa  —  Q  =  f^, 

wobei  a  der  Bogen  der  Krümmungsmittelpunkts-CuiTe  ist,  welcher 
zwischen  den  beiden  Iviiimmungshalbmessern  q  und  o«  liegt. 
Darin  sind  folgende  Sätze  ausgesprochen: 

Satz  2.  Die  unendlich  kleine  Grösse,  um  welche  sich  der 
Krümmung shalhmesser  einer  Curve  ändert,  ist  gleich  der  ent- 
sprechenden Aenderung  des  Bogens  der  Kriimmungsmittelpunkts- 
Curce. 

Satz  3.  Die  Differenz  zweier  Krümmungshalbmesser  (»„ 
und  Q  gieht  die  Länge  des  Bogens  a  der  Krümmung smittelpunkts- 
Curve  zwischen  q  und  Qa- 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  folgt,  dass  die  ursprüngliche  Curve 
aus  der  lüiimmungsmittelpunkts-Curve  dui'ch  Abwickelung  (oder 
Aufwickelung)  eines  Fadens  entsteht.  Denkt  man  sich  nämlich 
zunächst  um  das  Polygon  MMiM2Mz...Ma  einen  vollkommen 
biegsamen,  aber  nicht  dehnbaren  Faden  gelegt,  dessen  Endpunkt 
sich  in  R  befindet,  so  beschreibt  der  Endpunkt  des  Fadens  zu- 
nächst einen  Kreisbogen  RR^,  weil  MR  und  MRi  gleich  lang 
sind,  und  aus  der  gebrochenen  Linie  MxMR  wird  die  gerade 
Linie  MiR^.  Dann  beschreibt  der  Endpunkt  des  Fadens  einen 
Kreisbogen  jRi-ßi,  und  aus  der  gebrochenen  Linie  M^MiRi  wird 
die  gerade  Lüiie  M-iRi;  u.  s.  w. 

Rücken  die  Punkte  P,  Pi ,  P2, . . .  einander  unendlich  nahe, 
so  fallen  die  kleinen  Kreisbögen  RR^,  R1R2, . . .  mit  der  ursprüng- 
lichen Cm"ve  zusammen,  und  man  erhält 

Satz  4.  Die  ursprüngliche  Curce  entsteht  durch  Abwickelung 
{oder  Aufwickelutig)  aus  der  Krümmungsmittelpunkts- Curve. 
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Man  nennt  deshalb  auch  die  Krümmungsmittelpunkts- Curve 
gewöhnlich    die    ^.Ecolute'-''    und    die   ursprüngliche    Curve    die 

Da  die  Länge  des  Fadens  noch  beliebig  ist,  so  folgt  hieraus, 
dass  bei  der  Abwickelung  des  Fadens  unendlich  viele  Curven 
entstehen.     (Vergl.  Fig.  105.)    Dies  giebt 

Satz  5.  Jede  Carte  hat  eine  einzige  Evolute,  aber  zu  Jeder 
als  Evolute  angenommenen  Curve  gehören  unendlich  viele  Evol- 
venten. 


Diese  Sätze  ergeben  sich   auch   durch  Rechnung  aus  den 
G-leichungen 

(7.)  |  =  ^-(^+?'>    und     ,  =  j,  +  L±^. 

Da  y  durch  die  Gleichung 

y  =/(^) 
als  Function  von  x  erklärt  ist,  so  sind  auch  die  Grössen 

P=f\^),     q=f'\x),     r=f"'{x), 
und  deshalb  auch  ^  und  ^  Functionen  von  x.    Durch  Differen- 
tiation nach  X  findet  man  daher  aus  den  Gleichungen  (7.) 

(o  A     ^^"  _  T       ?'(1  +  3/?^)— Kl+)P^y  _  —^f£±p{X±f)r 
^^•^     dv-^  i^  -  f  ' 

^  ''     dx      ^  q^  (f 

Indem  man  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander  dividirt 
findet  man 

.  ^ .  dr  1  dx 

(10.)  -j^  = =  — TT* 

d^  p  dy 

Ist  also  wie  gewöhnlich  a  der  Winkel,  den  die  Tangente 
TP  in  irgend  einem  Punkte  P  der  Curve  y  =f(x)  mit  der 
positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet,  und  ß  der  Winkel, 
welchen  die  Tangente  MN  der  Krümmungsmittelpunkts -Curve 
in  dem  zugehörigen  Punkte  M  mit  der  positiven  Richtung 
der  X-Axe  bildet,  so  ist  (Fig.  105) 

28* 
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und     deshalb 
chung  (10.) 


nach     Glei- 


(ll.)tg/^^-— =.tg(90«+a), 

d.  h.  die  beiden  Tangenien 
TP  und  MN  bilden  (hin- 
reichend verlängert)  einen 
-^  rechten  Winkel  mit  ein- 
ander. 

Die  Gerade  PM  steht 
aber  als  Kiiimmimgshalb- 
messer  ebenfalls  senkrecht 
auf  der  Tangente  TP,  sie 
muss  daher  mit  3IN  zusammenfallen,  da  es  durch  den  Punkt 
M  nur  eijie  Gerade  giebt ,  welche  auf  TP  senkrecht  steht. 
Dies  giebt  ^^ieder 

Satz  1.     Die  Normalen   der  ursprü7ujlichen  Curve  sind  zu- 
gleich  Tangenten  der  KrümmungsmittelpunMs-Curce. 

Indem  man  die  Gleichungen  (8.)  und  (9.)  in's  Quadrat  er- 
hebt und  addii't,  findet  man 

dl"-  +  drj^  _  (1  ^  p''-)[^pq' —  (l  -^p')r'Y  ^ 
dx"        ~  q* 


(12.) 


und  wenn  man  die  Gleichung 

{l  +  ff 

9. 

differentiirt,  erhält  man 

(13.)  ^g  ^  ±  r^jpg^  -  (1  +  ;>2),.-[|/r+72 

dx  (f- 

Setzt  man  jetzt  wieder  das  Bogenelement  der  Kiiimmungs- 
mittelpunkts  -  Curve 

(14.)  "j/c/r-  +  df  =  da, 

so  findet  man  aus  den  Gleichungen  (12.)  und  (13.) 
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(15.)  da  =  ±  do. 

Dies  giebt 

Satz  2.  Die  nne7idlicli  kleine  Grösse,  um  tcelche  sich  der 
Krümmungshalbmesser  einer  Curve  ändert,  ist  gleich  der  ent- 
sprechenderi  Aenderung  des  Bogens  der  Krümmung smittelpunkts- 
Curce. 

Aus  diesen  Sätzen  ergeben  sich  dann  ohne  Weiteres  auch 
die  Sätze  3,  4  und  5  in  derselben  Weise  wie  oben. 


§  97. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Evolute  der  Parabel 

(1.)  t/  =  2ax 

aufsuchen. 

Auflösung.     Nach  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  in  §  95  wird 
für  die  Parabel 

,,3 

(2.)  i  =  a+-6x,     //  =  — ^, 

^  a^ 

folglich  ist 

8a3(?  —  a)3 


a*j^2  __  ^6  __  Qa^x"  = 


27 

oder 

(3.)     21  ar,'-  =  S(i  —  af ,     oder      n  =  ±  2(^ --  ^)|/6t?(§  _  a). 

Da  rj  nur  reelle  Werthe  haben  kann,  wenn 
I  —  ö  ^  0,     also    I  ^  a 
ist,  so  beginnt  die  Curve  in  einem  Punkte  S  auf  der  X-Axe, 
welcher   den  Abstand  a  vom  Scheitel   hat.    Sie  erstreckt  sich 
von  da  in  zwei  zur  X-Axe  symmetrisch  gelegenen  Zweigen  bis 
ins  Unendliche.     (Vergl.  Fig.  106.) 

Aus  Gleichung  (3.)  folgt  durch  Differentiation 
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Fig.  106. 


Für  I  =  a  wird    also  der   Winkel  a  gleich  0 ,    d.  h.    die 
beiden  Zweige  berühren  im  Punkte  S  die  X-Axe,  so  dass  die 

Curve  im  Punkte  S  eine  Spitze 
hat. 

Im   Uebrigen  hat  -^  dasselbe 

Vorzeichen   wie    r] ,   der   Curven- 
zweig  über  der  X-Axe  steifft  daher 
und   der  unter   der  X  -  Axe  fälä 
'^  beständig. 

Ferner  findet  man  aus  Glei- 
chung (4.j  durch  nochmalige  Diffe- 
rentiation 


4[2#--a)-(|-a/^|] 


9a^- 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (3.)  und  (4.) 


(5.) 


dh] 
dp 


72af('i  —  a)  --  16C^ 


af 


81  «V 


2(g  —  a) 
9a  ^ 


dJ'ri 


Also  auch  ^    hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  17,    d.  h.   der 

obere  Zweig  der  Curve  ist  nach  oben  concav,   und  der  untere 
Zweig  der  Curve  ist  nach  oben  co)ivex. 

Für  a;  =  4  a     wird     iß  —  ^  "^, 

imd  für  ^  =  4  a     wird     ??-  =  8  a-, 

folglich  wird  die  Parabel  in  den  Punkten  mit  den  Coordinaten 
a:  =  4  a,  y  =  zt  2a|/2  von  üu'er  Evolute  geschnitten. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Evolute  der  Ellipse 
(6.)  h^x'-  +  äY  —  <^-b-  =  0,     oder    ^  +  |^  =  l 

aufsuchen.     (Vergl.  Fig.  107,  108  und  109.) 

Auflösung.     Nach  den  Gleichungen  (16.)  und  (17.)  in  §  95 
wird  für  die  Ellipse 
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(7.) 
oder 

also 


g  =  —-r     und 


z,2 


ß2yZ 


r 


brj 


1 


=(f)      l=-0) 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleicliimg-  (6.)  ein,  so  erhält  man 

(ff +(!?/-• 

Da  die  Ellipse  die  beiden  Coordinaten-Axen  zu  Symmetrie- 
Axen  hat,  so  gilt  dasselbe  auch  von  ihrer  Evolute. 

Fig.  107 


Für  ^  =  0  wird  $  = 


e- 

—  j 
a 


und  für    '$  =  0 


V=± 


Dadurch  erhält  man  die  vier 
Schnittpunkte  Si,  S2,  S3,  S^  der 
Evolute  mit  den  Coordinaten-Axen, 
und  zwar  sind  diese  Punkte  wieder 
Spitzen  der  Curve,  weil 


-T,    und 


7]^ 


62 


sein  muss,  und  weil  die  Curvenzweige  in  den  angegebenen  Punkten 
die  X-Axe,  bezw.  die  F-Axe  berühren. 

Hierbei  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem 
«2  >  2b^,     a'-  =  2b^,     oder     a2  <  2  b^ 
ist.    In  dem  ersten  Falle  w^ird  die  Ordinate  des  Punktes  »S'3 


V 


>d, 


b  b 

d.  h.   die    Spitzen    *S'3    und    S^.    liegen    ausserhalb    der    Ellipse. 
(Vergl.  Fig.  107.) 

Es  sei  z.  B.  

a  =  30,  6  =  18,     also  e  =  Va^  —  6^  =  24, 

dami  haben  die  Punkte  *S'i  und  S^  bezw.  die  Coordinaten 
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^i  =  -  =  19,2,     iii  =  0      und      $3=  0,  r;3=  ^  =  32. 
In  dem  zweiten  Falle  wird  die  Ordinate  des  Punktes  & 


a'^  —  b'- 


=  b. 


Fig.  W.K 


d.  h.  die  Spitzen  S^  und  *S'4  sind  zugleich  die  in  der  F-Axe 
liegenden  Scheitel  der  Ellipse.     (Vergl.  Fig.  108.) 
Es  sei  z.  B. 

b  =  e  =  20,     also     a  =  ^h^  +  e^  =  ^800  =  28,28  . . . , 
dann  haben  die  Punkte  S^  und  S^  bezw.  Coordinaten 

,2 


?i  =  "  =  14,14  . . . ,     J?i  =  0     und    i'3  =  0,    /^g  =  ^ 


20. 


a  ■  '      ■  b 

In  dem  dritten  Falle  wird  die  Ordinate  des  Punktes  S^ 
e2       a2  — 62 

^  =  T  =  -^  T""  <  *' 

d.  h.  die  Spitzen  '5*3  und  *S'4  liegen  innerhalb  der  Ellipse.    (Vergl. 
Fig.  109.) 

Es  sei  z.  B. 


a=30,     6  =  24,     e=|/a2  — 62  =  18, 

dann  haben  die  Punkte  S^  und  -S'3  bezw.  die  Coordinaten 
e2  g2 

§1  =  --  =  10,8,     lyi  =  0     und     I3  =  0,    r}^  =  j^  13,5. 

Man  kann  übrigens  diese  Punkte  ^S*!,  S2,  S^,  S^  auch  leicht 
construiren  (Fig.  107),  indem  man  von  dem  Punkte  C  mit  den 
Coordinaten 
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X  =  a,     y  =■  h 

auf  die  Gerade  AB  mit  der  Gleichung- 

x'   ,   y' 
a         0 

welche  durch  die  beiden  Scheitel  A  und  B  der  Ellipse  hindiu'ch- 
geht,  ein  Loth  fällt.    Dieses  Loth,  welches  die  Gleichung 

(9.)  b{y'  —  b)  =  a{z'  —  a) 

hat,  schneidet  die  X-Axe  in  einem  Punkte  Si  mit  den  Coordiuaten 

x'  =  —  i    y'  =  0 
und  die  1^-Axe  in  einem  Punkte  -^4  mit  den  Coordiuaten 
x'  =  0,    y'  =  -j- 
Aufgabe  3.    Man  soll  die  Evolute  der  Hyperbel 


(10.) 
oder 


a^y^ 


a^^  =  0, 


aufsuchen. 

Auflösung.  In  ähn- 
licher Weise  wie  bei 
der  vorhergehenden  Auf- 
gabe findet  man  hier 

Man  untersuche  die  Eigenschaften  und  die  Gestalt  dieser 
Curve  (Fig.  110). 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Evolute  der  Kettenlinie 


"ie'+e    0, 


(12.)     2/=r^Ve"+e    V,     oder     ]/?/■ 
oder 


> 2  "  (      "  ^       "  ) 

— ^a^  =  — \e   — e      /, 


U2 
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(12a.)  t/  =  ago[0)>    yy^^rß  =  a<BmQ^^ 

aufsuchen. 

Auflösung.    Nach  den  Gleichungen  (31.)  und  (32.)  in  §  95 
wird  für  die  Kettenlinie 


(13.) 


yVy^ — ^'^ 


,    rj  =  2y, 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (12.) 

a(    ^         " a  ) 


(14.) 


"^|®^"(?)' 


=  a{e"-^e     ")=2a(Soi(~y 


Somit  sind  '§  und  rj  als  Func- 
tionen einer  dritten  Veränder- 
lichen X  dargestellt,  so  dass  man 
die  Curve  punktweise  construiren 
und  ihre  Eigenschaften  unter- 
suchen kann.     (Vergl.  Fig.  111.) 

Da  man  die  Gleichung  der 
Kettenlinie  auf  die  Form 

bringen  kann,  so  ergiebt  sich  aus 
den  Gleichungen  (13.)  auch  eine  Gleichung  zwischen  S  und  tj, 
nämlich 


=  aln(- 


d=  Vf  —  4«2\       Tjyf  —  4:a^ 


2a 


4a 


Aufgabe  5.    Man  soll  die  Evolute  der  CyUoide 
(15.)  X  =  a{t  —  Bmt),     y  =  a{l  —  COS  t) 

aufsuchen. 

Auflösung.    Nach  den  Gleichungen  (40.)  und  (41.)  in  §  95 
wird  für  die  Cykloide 
(16.)  I  =  a(^  +  sinif),     rj=i  —  a(l  —  cosi!). 
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Diese  Gleichungen,  welche  zur  Constniction  imd  Unter- 
suchuDg  der  Evolute  wohl  geeignet  sind,  haben  emige  Aehn- 
lichkeit  mit  den  Gleichungen  der  Cykloide  selbst,  ja  man  kann 
sogar  zeigen,  dass  die  Evolute  gleichfalls  eine  Cykloide  ist. 
Dies  geschieht,  indem  man  ein  neues  Coordinaten- System  ein- 
führt, dessen  Abscissen-Axe  O'X'  parallel  ist  zui-  X-Axe,  und 
dessen  Ordinaten-Axe  O'Y'  parallel  ist  zur  Y-Axe  (Fig.  112). 
Dabei  soll  der  neue  Anfangspunkt  0'  eine  solche  Lage  haben,  dass 

(17.)  'i' =  arc -{•  '§,     ri'  =  2a+ri 

wird.     Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (16.)  über  in 
(18.)  r  =  a{n  +  t  +  sinO,     ^/'  =  a(l  +  COS  i). 

Setzt  man  jetzt  noch 
(19-)  t  =  t'  —  Tc,    also    t'  =  n  +  t, 

SO  wü'd 

(20.)  sin^  =  —  sin;!',    cosif  =  —  cos  t', 

und  die  Gleichungen  (18.)  gehen  über  in 

(21.)  l'  =  a{t'  —  smt%      ri'  =  a{l^  COS^- 

Fig.  112. 


Diese  Gleichungen  stimmen  genau  überein  mit  den  Glei- 
chungen (15.);  es  sind  nur  die  Buchstaben  x,  y,  t  bezw.  ver- 
tauscht mit  §',  ry',  t',  d.  h.  die  gemeine  Cykloide  ist  ihrer  Evolute 
congruent. 

Nach  dem  Vorstehenden  ist  also  die  Cykloide  OPHA 
(Fig.  112)  eme  Evolvente  der  beiden  halben  Oykloidenbögen  OB 
und  BÄ.  Befestigt  man  in  B  einen  biegsamen,  aber  nicht  dehn- 
baren Faden  und  legt  ihn  um  den  halben  Cykloidenbogen  BMG, 
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SO  'vvird  das  Ende  0  die  Cykloide  OPHA  beschreiben,  wenn 
man  zunächst  den  Faden  von  dem  Bogen  BMO  abwickelt  und 
dann  auf  den  Bogen  BA  aufwickelt,  bis  das  Ende  des  Fadens 
in  dem  Punkte  A  anlangt. 

Daraus  findet  man  auch  leicht  die  Länge  des  Cykloiden- 
bogens  OB,  denn  die  Länge  des  Fadens ,  der  auf  diesen  Bogen 
aufgewickelt  werden  kann,  ist 

(22.)  üB  =  HB  =  4a. 

Der  Bogen  OB  ist  aber  congruent  dem  Bogen  HA,  und  HA 
ist  die  Hälfte  des  ganzen  Cykloidenbogens,  folglich  ist 
(23.)  OPHA  =  8a. 

Die  Länge  des  ganzen  Cykloidenbogens  ist  daher  8 -mal  so 
gross  lüie  der  Halbmesser  des  die  CyJdoide  erzeugenden  Kreises. 

In  der  Integral -Eechnung  wird  die  Länge  des  Cykloiden- 
bogens durch  eine  andere,  allgemein  verwendbare  Methode  er- 
mittelt werden. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Evolute  der  Astroide 
(24.)  X  =  acos%     y  =  asrn^t 

aufsuchen.    (Vergl.  Fig.  113.) 

Auflösung.  Nach  den  Gleichungen  (49.)  und  (50.)  in  §  95 
wird  für  die  Astroide 


(25.) 


I    '^  =  a  cosH  -i-  3a  COS  t  sin^i, 
\    fj  =  Sacos^tsint  +  ösin^^. 

Diese  Gleichungen  stellen, 
wie  sogleich  gezeigt  werden 
soll,  wieder  eine  Astroide  dar, 
die  aus  der  gegebenen  entsteht, 
indem  man  a  mit  2a  vertauscht 
und  die  Coordtnaten-Axen  um 
einen  Winkel  von  45°  dreht. 
Zwischen  den  neuen  und  den 
alten  Coordinaten  eines  Punktes 
bestehen  bei  einer  solchen 
Drehung  der  Axen  bekanntlich 
die  Gleichungen 


Fig. 

113. 
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f  I'  =  §cos45°  +  3'ysin45°, 
^     ''  \   ^'  =  —  i" sin 450  +  //C0S45*', 

oder,  weil  cos 45°  und  sin45ö  beide  gleich  —^  sind, 

(26a.)  1/2.1'  =  $  +  //,      y  2  .  >f  =~-'^  +  n- 

In  diesem  Falle  erhält  man  deshalb 

,     .   j    1/2  .  §'  =  a(cos3^  4-  Scos^iJsini!  +  Scos^Jsin^^  +  sin^?;) 

I  =  a(cos^  +  sini^)^, 

.         \    y2.r]'  =  a(smH  —  Ssin^ifcos;;  +  Ssin^cos^^  —  cos^^) 

(2o.J   -J 

[  =  a(sin  t  —  cos  tf. 

Da  aber 

cos  ^  +  sin  ^ 


cos(^  —  45")  =  cos /^  cos  45"  +  sin  ^  sin  45"  = 
sin(^  —  45")  =  sin^cos45"  —  cos  ^  sin  45"  = 


V2 
sin  t  —  cos  < 


V2 
ist,  so  wird 

I    (cosi;  +  sinÖ^  =  2l/2.cos3(i;  — 45"), 
\    (sin  i5  —  cos  0^  =  2  ■)/  2  .  sin3(«  —  45"). 
Bezeichnet   man  noch  t  —  45°  mit  t\   so   gehen  die  Glei- 
chungen (27.)  und  (28.)  über  in 
(30.)  l'  =  2aC08H',     ri'  —.  2asin3i!'. 

Hieraus  erkennt  man  die  Richtigkeit  der  oben  ausgesprochenen 
Behauptung. 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  Evolute  der  Epicykloide 
(31.)       X  =  a[m  cosi!  —  COS(m?')] ,     y  =  a[mmit  —  sin(wif)] 
aufsuchen.     (Vergl.  Fig.  114.) 

Auflösung.    Nach  den  Gleichungen  (65.),  (66.)  und  (67.)  in  §  95 
Avird  für  die  Epicykloide 
(32.)       $  =  al[w^cos^!  +  cos(m2!)],     ^  =  «i  [m^mt  +  sin(w^)], 

wobei 

na  n 

(33.)  a,=^  =  ^-p^o 
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ist.  Diese  Gleichungen  sind  den  Gleichungen  der  ursprünglichen 
Curve  so  ähnlich,  dass  die  Vermuthung  nahe  liegt,  die  Evolute 
sei  eine  der  Epicjkloide  verwandte  Curve.  Durch  Transforma- 
tion der  Coordinaten  kann  man  diese  Vermuthung  bestätigen. 
Dreht  man  nämlich  die  Coordinaten -Axen  um  den  Winkel  v,  so 
sind  die  neuen  Coordinaten  eines  Punktes  bekanntlich  durch  die 
Gleichungen 

(34.)  'i'  =  'i  cos  V  +  rj  sin  v,     rf  =  —  ^  sin «;  +  iy  COS  ?; 

gegeben.    In  dem  vorliegenden  Falle  erhält  man  daher 
'i'  =  ai[m(cos^costJ  -{-  sin^sintj)  +  (cosm^cosü  +  sinm^sin«)], 
ri'  =  öi[m(— cos^sin«;  +  sin^cost-)  +  ( — coswi'sinc+sinm^costj)], 

oder 

'%'  =  a,  \rn  C0S(^  —  v)  +  cos(m!f  —  f )] . 

r^'  =  tti  [msin(^  —  ü)  +  sin(m^  ■ —  c)] . 

Setzt  man  nun 

(36.)  v  =  - 

so  wird,  da  m  =  w  +  1  ist, 


(35.) 


und     t  —  V  =  i\ 


also 


f  =  i'  -\ ?    mt  —  f  =  mt'  4-  n, 

n  ' 

cos(m^  —  v)  =^  ■ —  cos(m^'), 
^Yoimt  —  V)  =^  —  sin(m^' j. 


Fig.  114. 


Deshalb    gehen   die   Glei- 
chungen (35.)  über  in 

['%'—a^  \m  cos  t' —  COS'Vw^')], 

(37.)  ^  ^j 

''  [j/'=a,[msin?"  —  sin(m^')]- 

Die  Evolute  ist  also  tcieder 
eitle  Epicykloide  derselben  Art, 
t  nur  die  Dimension  hat  sich  in 
dem  Verhaltniss  von  n  -{-  2  zu 
n  verkleinert,  und  die  Richtung 
der    Axen    Jtat    sich    um    den 

TT  /*  7t\ 

Winkel  — (  oder j  gedreht. 
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Jetzt  kann  man  auch  leicht  die  Länge  des  Epicykloiden- 
Bogens  berechnen.  In  Figur  114  entsteht  der  Bogen  ^i?  durch 
Abwickekmg  des  Bogens  AC,  folglich  muss  der  Bogen  AC  die- 
selbe Länge  haben  wie  die  Gerade  CB.    Nun  ist  aber 

CB  =  OB  ^  OC  =  (n  +  2)a '~a 

_4(w_-M>_  4(y?  +  l)ai 
n  -\-  2  n 

Deshalb  wird 

(38.)  AC  =  *-(!i  +  ib  ,        AB  =  *i^±il? . 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  besteht  die  Curve  aus  2  n  Bögen, 
welche  dem  Bogen  AB  congruent  sind;  der  Umfang  ?7der  ganzen 
Epicykloide  wird  dann  ^{n  +  l)a. 

Ist  z.  B.,  der  Figui^  114  entsprechend,  ^  =  3,  so  wird 

(38a.)  i^  =  ^,     ^7=32«. 

Aufgabe  8.  Man  soll  die  Evolute  der  Hypocykloide 
(39.)  X  =  a[mcos^  +  cos(m^)],  y  =  a[msin^  —  sin(m^)j 
aufsuchen.     (Vergl.  Fig.  113.) 

Auflösung.     Nach  den  Gleichungen  (76.)  mid   (77.)   in  §  95 
wird  für  die  HjT)ocykloide 
(40. )     i  =  ai[mcost  —  cos(m^)] ,     rj  =  ai[maint  -\-  sin(m^)] , 

wobei 

,  ,^  s  na  na 

ist.    Durch  Drehung  der  Coordinaten-Axen  um  den  Winkel  o 
findet  man  in  diesem  Falle 

$'  =  üi  [mcos(^  —  v)  —  cos(m^  -f  ü)] , 


(42.) 

V'  =  ^i  [msm{i —  v)  -f  sm(nit  +  v)]. 

Setzt  man  jetzt  wieder 

(43.)  v  =  —     und     i~v  =  t' 

n 

SO  wird,  da  hier  m  =  n  —  1  ist, 
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t  =  t'-\ ?    mf  -\-  V  =^  mt'  +  71^ 

n 

cos{mt  +  ü)  =  —  cos(m^'),     sm{mt  +  ü)  =  -  -  sm{mt'). 

Deshalb  gehen  die  Gleichungen  (42.)  über  in 
(44.)     i'  =  at  [mcosf  +  cos(m^')] ,     r/  =  a^  [m  ^int'  —  sin(mf)] . 

Die  Evolute  ist  also  wieder  eine  Hypocykloide  derselben  Art, 
nur  die  Dimension  hat  sich  iii  dem  Verhältniss  von  n  ^  2  zu  n 
vergrössert,  und  die  Richtung  der  Axen  hat  sich  um  den  Winkel 

—  gedreht, 
n 

Auch   hier  kann  man   sehr   leicht   die  Länge   des  Bogens 

berechnen  und  findet,    ähnlich    wie   bei   der  vorigen  Aufgabe, 

wenn   n   eine   ganze  Zahl   ist.    dass   der  Umfang   der  ganzen 

Hypocykloide 

(45.)  U=%{n^-\)a 

ist. 

Als  Beispiel  kann  hier  die  Astroide  dienen,  welche  man 
für  den  Fall  w  =  4  erhält.     (Vergl.    Fig.  113.) 

Aufgabe  9.    Man  soll  die  Evolute  der  Kreisevolvente 
(46.)  X  =  a{cost  +  ^sin^),     t/  =  a(sin^  —  ^cos^) 

aufsuchen.     (Vergl.  Fig.  85  auf  Seite  395.) 

Auflösung.  Schon  aus  der  Entstehung  der  Ki^eisevolvente 
durch  Ab"Rdckelung  eines  Ki'eises  kann  man  schliessen,  dass 
dieser  Kreis  die  Evolute  sein  muss.     (Vergl.  Satz  4  in  §  96.) 

Dieser  Schluss  wird  auch  durch  die  Rechnung  bestätigt, 
denn  nach  den  Gleichungen  (88.)  und  (84.)  in  §  95  wird  für 
die  Kreisevolvente 

(47.)  $  =  aCOS^,     7]  =  asint, 

also 

(48.)  ^'  +  f  =  a', 

und  dies  ist  die  Gleichung  des  Kreises,  durch  dessen  Abwicke- 
lung die  Kreisevolvente  entstanden  ist. 


XII.  Abschnitt. 

Untersucliimg  von  Curven,  welche  auf  ein 
Polarcoordinaten-System  bezogen  sind. 

§  98. 

Tangenten  und  Normalen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  148—153.) 

Bei  der  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  durch  Polar- 
coordinaten  ist  eine  Gerade  OX  gegeben  und  auf  dieser  Geraden 
ein  Punkt  0\    den  Punkt  0  nennt  „.    „, 

'  Flg.  115. 

man  den  „NuUpunkV  oder  den  „Pol^\ 
und  die  Gerade  OX  nennt  man  die 
„A?ifa?iffsric/iiimff^^  oder  die  „Pola?-- 
Axe  des  Coordinaten- Systems." 

Ist  nun  ein  Punkt  P  beliebig 
gegeben,  so  nennt  man  die  positive 
Strecke  OP=^r  den  ^^Radius  vector'"''  oder  ,^  Fahr  strahl'''  und 
den  Winkel  y,  welchen  OP  mit  der  Anfangsrichtung  bildet,  das 
,, Argument  des  Punktes  P".     (Vergl.  Fig.  115.) 

Durch  die  Lage  des  Punktes  P  sind  daher  die  beiden 
Coordinaten  r  und  (f  gegeben,  und  umgekehrt:  Durch  die  beiden 
Coordinaten  r  und  (p  ist  die  Lage  des  Punktes  P  gegeben. 

Macht  man  0  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwmkligen 
Coordinaten -Systems  und  die  Anfangsrichtung  OX  zur  X-Axe, 
so  ist  der  Uebergang  von  rechtwinkligen  Coordinaten  zu  Polar- 
coordinaten,  wie  man  ohne  AVeiteres  aus  der  Figur  erkennt, 
gegeben  durch  die  Gleichungen 
(1.)  :r  =  rcosf/)     und    ij  =  r^m(f'. 

Diese  Gleichungen  bleiben  auch  dann  noch  richtig,   wenn 

TT 

y  >  —  j  d.  h.    wenn   (p    nicht    mehr    ein    spitzer   Winkel   ist. 

Kiepert,  Differential  -  Eechnimg.  29 
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Dabei  wird  x  negativ  für  ^  <  7"  <  ^^  '  "^d  V  ^^i^'^^  negativ  für 

Ti  <.  'f  <i  27r. 

Daraus  folgen  dann  die  Gleichungen 

(2.)  r  =^  y x^ -\- y'^     und     f/^arctgr^jj 

welche  den  Uebergang  von  Polarcoordinaten  zu  rechtwinkligen 
Coordinaten  vermitteln. 

Ist  irgend  eine  Gleichung 

F{x,  y)  =  0 
zmschen  x  und  y  gegeben,  so  erhält  man  daraus  mit  Hülfe  der 
Gleichimgen  (1.) 

F{rco&(f,  rsiny)  =  G{r,  y)  =  0, 
eine  Gleichung  zmschen  r  und  (f.    Ist  umgekehrt  irgend  eine 

Gleichung 

F{r,  ff)  =  0 

zwischen  r  und  (f  gegeben,  so  findet  man  daraus  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (2.) 

F^Yx^Ty',  arctg(]^)]  =  Hix,  y)  =  0, 

eine  Gleichung  zwischen  x  und  y.    Daraus  erkennt  man  auch, 

dass  jeder  Gleichung  von  der  Form 

(3.)  J^(r,  yO  =  0,     oder     r  =/(y-) 

eine  ebene  Curve  entspricht. 

Auf  einer  solchen  Curve  (Fig.  116)  seien  P  und   P\  zwei 

benachbarte  Punkte,    deren  Coordinaten  mit  r,  95,  bezw.  mit 
p-ig.  116.  f  +  dr^  (f  -\-  d(p  bezeichnet  werden 

mögen ;  dabei  soll  durch  die  Bezeich- 
nung sogleich  ausgedrückt  werden, 
dass  die  beiden  Punkte  einander  be- 
liebig nahe  rücken  dürfen.  Beschreibt 
man  um  0  mit  dem  Halbmesser  OF 
gleich  r  einen  Kreisbogen,  welcher 
den  Eadius  vector  OPi  im  Punkte 
Q  treffen  möge,  dann  ist 
--V      (4.)  OPi  =  r-{-  dr, 

also 
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(5.)  OQ  =  r,     QPi  =  dr,     PQ  =  rdif. 

Wenn  die  Punkte  P  und  Pi  einander  unendlich  nahe  rücken, 
so  darf  man  das  kleine  recht^^änklige  Dreieck  PQP^  als  gerad- 
linig betrachten  und  erhält  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatze 

PP^  =  PQ'  +  QPv, 
oder,    wenn  man  den  unendlich  kleinen  Bogen  PPi  wieder  mit 
ds  bezeichnet, 

diP-  =  dr^  +  r'^dif-. 


(6.) 


Ferner  ist 


(7.) 


tgQP,P  = 


QP 


rd(p 

QPx  ~lk' 

Der  Winkel  QPiP  ist  der  Winkel,  den  die  Gerade  PiP 
mit  dem  Eadius  vector  OPi  bildet;  rücken  aber  die  Punkte  P 
und  Pi  einander  unendlich  nahe,  so  \vird  PiP  die  Tangente  der 
Curve  im  Punkte  P  (oder  Pi),  und  der  Radius  vector  OPi  fällt 
mit  OP  zusammen.  Bezeichnet  man  also  den  Winkel,  welchen 
die  Tangente  im  Punkte  P  mit  dem  Radius  vector  OP  bildet, 
mit  /t*,  so  wird  nach  Gleichung  (7.) 


(7a.) 


tg^  = 


rdif) 
"d^ 


Fig.  117 


Nennt  man  den  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  positiven 

Richtung  der  X-Axe  bildet, 
wieder  «,  so  ist,  wie  man  ohne 
Weiteres  aus  Fig.  117  erkennt, 

a  =  7^  +  ^, 

tgM  =  tg(^  +/*) 

tg^  +  tg^ 


oder, 

(8.) 


1  —  tg<ip  tg.(* 

wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  cos^ .  dr  multiphcirt, 
sin(p  .  dr-\-  rcos(p  .  d(p 


to-ß  = 


cos  ff  .  dr  —  rsin  ^  .  d(p 


29* 
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Durch  den  Uebergang  von  rechtwinkligen  Coordinaten  zu 
Polarcoordinaten  werden  die  in  den  Gleichungen  (6.)  und  (8.) 
enthaltenen  Resultate  bestätigt.  Da  r  durch  Gleichung  (3.)  als 
Function  von  (p  erklärt  ist,  so  muss  man  auch 

X  =  rcOB(f,     y  =  rsiiKp 
als  Functionen  von  (p  betrachten  und  erhält  duixh  Differentiation 

dx        dr 

^  =  ^^^^^9'-^sin^, 

dy        dr    . 

-— -  = -y- Sin  tf' +  r  cos  tf , 

dff)      d(f        '  ^ 

oder 

I   dx  =  cos  9) .  di'  — rsin^  .  d(p 
\  dy  =  siny  .  dr  +  rcosy- .  dcf. 

Erhebt  man  diese  beiden  Gleichmigen  in's  Quadrat  und 
addirt  sie,  so  findet  man  wieder  ^^1e  in  Gleichung  (6.) 

dx^  +  dy'^  =  d&'-  =  dr^  +  r-W^^. 
dm'ch  Division  erhält  man  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (8.) 

dy __siTi(p  .  dr  -\-  r cos (p  .  d<p 

dx  COS9)  .  dr  — -  rsin^  .  dcp 

In  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Curve  seien  die  Tangente 
und  die  Normale  gezogen  (Fig.  117),  welche  die  im  Punkte  0 
auf  dem  Radius  vector  OP  emchtete  Senkrechte  bezw.  in  den 
Punkten  T  und  N  treffen  mögen.    Man  nennt  dann 
NP  die  Polar  -  Normale  (N), 
NO  die  Polar -Subnormale  (Sn), 
PT  die  Polar -Tangente  {T), 
Or  die  Polar- Suhtangente  {St). 

Bezeichnet  man  den  Complementwinkel  von  n  mit  r,  so 
erkennt  man  aus  Figur  117,  dass  v  auch  der  Complementwinkel 
von  ONP  ist.    Deshalb  wii^d 

<^ONP=n, 
und  man  erhält  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (7a.) 
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(10.) 


(11.) 


(12.) 


(13.) 


t..  =  tg0.vP=^  =  ^.!f, 


XO  =  S?i  = 


OT      OT 


OT  —  Sf  =  rtgfi  = 


OT 

5 

r 


NP'  =  NO"  +  OP'  =( 

NP=N  = 
tgti  =  tgPNT  = 


dr    ' 


c?ä\- 


d(p/ 
ds 

PT^ 
NP 


\d(f) 


T>rr  rr  -\T4-  ^^         ^'^^  ^'^"S 

-r^i   =^    1   :=  jS  lg  IV  =  -~~~  .  --^-  =  

d<f)      dl-  dr 


§  99. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Mau  soll  Siibiiormale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  für  die  Archimedische  Spirale 
(1.)  r  =  a(f 

berechnen. 


Auflösung.  Die  Archime- 
dische Spirale  entsteht,  indem 
eine  gerade  Linie  sich  um  einen 
ihrer  Punkte  0  dreht,  wälu'end 
ein  anderer  Punkt  P  auf  ihr  ' 
mit  gleichmässiger  Geschwin- 
digkeit fortrückt.  Dadurch  ist 
es  auch  leicht,  die  Curve  punkt-  * 
weise  zu  construiren.  (Vergl 
Fig.  118.) 


Fig.  HS. 


■X 
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Aus  Gleichung  (1.)  folgt  nun 

(2.)  Sn  =    ,—  =  a, 

^    '  dtp 

d.  h.  die  Subnormale  ist  in  allen  Punkten  der  Curve  constant\ 
deshalb  kann  man  in  jedem  beliebigen  Pimkte  der  Curve  sehr 
leicht  Tangente  und  Normale  construii^en,  auch  wenn  die  Curve 
nicht  gezeichnet  vorliegt.    Ferner  ist 

(3.)  tg^=-^-^  =  -^=y. 

Für  (f  gleich  0  werden  auch  r  und  /^  gleich  0,  d.  h.  die 
Curve  geht  durch  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten- Systems 
und  die  Tangente  in  diesem  Punkte  der  Ciu^ve  fällt  mit  der 
AnfangsrichtuDg  zusammen. 

also 

(5.)  ^^=^=«^1+-*^; 

,    ,  ^        rds      rdw     ds  ^, ü 

Aufgabe  2.    Man  soll  Subnormale,   Subtangente,   Normale 
und  Tangente  fili*  die  hyperbolische  Spirale 
(7.)  rcp  =  a 

berechnen. 

Auflösung.  Beschieibt  man  um  den  Anfangspunkt  0  eine 
Schaar  von  Kreisen  und  schneidet  auf  ihnen ,  von  der  Anfangs- 
richtung (Polar- Axe)  an  gerechnet,  Bögen  von  gleicher  Länge 
a  ab,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Endpunkte,  wie  man 
aus  Gleichung  (7.)  erkennt,  eine  hyperbolische  Spirale.  (Vergl. 
Fig.  119.)  Da  die  Cui've  unendlich  viele,  immer  enger  werdende 
Windungen  um  den  Nullpunkt  beschreibt,  so  nemit  man  den 
Nullpunkt  „einen  asymptotischen  Pmikt^'. 
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Aus  Gleichung  (7.) 
folgt 

(7  a.)     r  =  ag)-\ 
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also 


(8.)     Sn  = 


dr 
cl(p 


acp' 


(9.) 
(10.) 


,  rdw  c 

dr 


^1 


Bei  der  hyperbolischen  Spirale  ist  also  die  Suhtangente 
constant;  deshalb  kami  man  für  jeden  beliebigen  Punkt  der 
Curve  sehr  leicht  Tangente  und  Normale  construiren. 

Ferner  ist 


(0=&^--  +  S=5(-  +  -). 


also 


(11.) 
(12.) 


d(p       a 


rds rdcp 

dr         dr 


ds 
d(p 


=       Ya^  -\-rK 


Für  g)  gleich  0  ist  r  unendlich  gross ;  man  kann  aber  auch 
dann  noch  die  Tangente  an  den  zugehörigen  Curvenpunkt 
legen,  obgleich  er  unendlich  fern  ist.  Eine  Tangente,  deren 
Berührungspunkt  unendlich  fern  liegt,  heisst  eine  Astjmjytote. 
Die  Asymptote  der  hyperbolischen  Spirale  ist  die  Gerade,  welche 
man  im  Abstände  a  parallel  zur  Anfangsrichtung  legen  kann. 
Denn  r  fällt  füi'  (p  gleich  0  in  die  Anfangsrichtung,  die  Suh- 
tangente also  in  die  Gerade,  welche  im  Anfangspunkte  auf  der 
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Anfangsriclitung  senki-echt    steht,    und    ihre   Länge    ist   nach 
Gleichung  (10.)  gleich  — a. 

Aufgabe  3.    Man   soll   Subnormale,   Subtangente,    Normale 
und  Tangente  der  parabolischen  Spirale 

(13.)  r-  =  a-(f,     oder     r  =  aYrp  =  arf\ 

aufsuchen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (13.)  folgt 

(15.)  tg,.  =  -/=^=2y; 

deshalb  wird  ebenso  wie  bei  der  Archimedischen  Spirale 
r  =  0,  /*  =  0    für    (f  =  0. 

(17.)  iV==^  =  ^l^M=^=2]/i^+^, 

(18.)  T  =  NigiJt.  =  ^  l/a*  +  47*  =  a]/r/-(l  +  4^)2). 

Aufgabe  4.     Man  soll  Subnormale,   Subtangente,   Normale 
und  Tangente  der  allgemeinen  Spirale 

(19.)  r  =  ay» 

aufsuchen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (19.)  folgt 

dr 
(20.)       Sn  =  -r-  =  na(fi''-\ 

(21.)  tg.  =  ^=f. 
(22.)    Ä<  = ':!^  =  "5?!:^ , 

dr  n 

ds 


(23.)        N=-^  =  yti^d'cp^'^-^  +  a2y'2"  =  a^«-i )/ «2  _|_  ^ 2  ^ 


(24.) 
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Man  erkennt,  dass  in  dieser  Aufgabe  die  ersten  drei  Auf- 
gaben als  besondere  Fälle  enthalten  sind,  wenn  man  bezw. 

n=:  -\-  1,     71  =  —  1,     n  =  ■}-  ^ 
setzt. 

Aufgabe  5.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  für  einen  beliebigen  Punkt  der  logarithmischen  Spirale 
(25.)  r  =  e^f 

berechnen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (25.)  folgt 
dr 


(26.) 


Sn  = 


d(f 


ae°^-  =  ar. 


Die  Subnormale  ist  also  dem  Radius  vector  proportional^ 
deshalb  beschreibt  der  Endpunkt  N  der  Subnormale  eine  Curve, 
welche  der  lu'sprüngiichen  Curve  ähnlich  ist.  (Vergi.  Fig.  120.) 
Da  die  Subnormale  ON  =  r'  mit  der  Anfangsrichtung  den  Winkel 

TT 

ff'  =  ff  +  -r  bildet,  so  wird  die  Gleichung  der  vom  Punkte  iY 
beschriebenen  Cui've 

«(v'-f) 
(26a.)  r'  =  ae 

Führt  man  jetzt 
noch  die  Grössen  «  und 
q)"  durch  die  Glei- 
chungen 


Fig.  120. 


a  = 

Ina 
a 

j  Ina 

= 

au,     1 

oder 

a  = 

e^, 

9'  + 

a  — 

n 

2"" 

<f' 

ein,  so  geht  Gleichung  (26a.)  über  in 
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(26  b.)  r'  =  e  =  e^v". 

Daraus  erkennt  man,  dass  die  von  dem  Punkte  N  besclirie- 

bene  Curve,  wenn  man  sie  um  den  Winkel  a  — ^   dreht ,  sogar 

mit  der  ursprünglichen  Curve  zusammenfällt  und  deshalb  mit 
derselben  congi'uent  ist. 
Ferner  ist 

(27.)  tg^  =  ^  =  ^    ^  =  arctgQ; 

der  Winkel  ,«,  de?i  eifie  beliebige  Tangente  mit  dem  zugehörigen 
Radius  vector  bildet^  ist  also  constant. 

(28.)  St  =  —j^  =      , 

^      ^  dr         a 

folglich  ist  auch  die  Subtayigente  dem  Radius  vector  proportional^ 
SO  dass  der  Endpunkt  T  der  Subtaugente  gleichfalls  eine  Curve 
beschreibt,  welche  der  ursprünglichen  Curve  ähnlich  ist.  (Vergl. 
Fig.  120.)  Auch  von  dieser  Curve  kann  man  zeigen,  dass  sie 
der  m'sprünglichen  CuiTe  sogar  congi'uent  ist. 

also 

(29.)  .v=|  =  ,.n  +  .?, 

,-.r.\  n^       ^-,  f'dw    ds        r  ^/ ^ 

(30.)  z=Atg^=_^,„  =  ^l/l+„.. 

Es    sind    daher    auch   Normale    und    Tangente    selbst   dem 
Radius  vector  proportio7ial. 

Aufgabe  6.    Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale  und 
Taugente  der  Cm^ve 
(31.)  r"' =  «'"cosfw^)) 

aufsuchen. 

Auflösung.    Da  in  Gleichung  (31.)  die  Grösse  m  noch  un- 
endlich viele  Werthe  haben  darf,   so  siud  in  dieser  Gleichung 
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imeiidlicli  viele  Curven  inbegriffen,  von  denen  einzelne  hervor- 
gehoben werden  mögen. 

I.    m  =  1.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 
(32.)  r  =  acos(f,     oder     r^  =  ar  cos  g), 

also,  wenn  man  zu  rechtAvinkligen  Coordinaten  übergeht, 
(32  a.)  x^  +  y-  =  ax, 

und  dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser 
-  5    dessen  Mittelpunkt  die  Coordinaten 


'§  = 


^  =  0 


hat    (Vergl.  Fig.  121.) 


1.      Die    Gleichung 


Fig.  121. 


II.  m  = 

der  Curve  ist 

(33.)  r"^  =  a^^cos^-, 

oder 

rcOBff  =  a, 

also,    wenn    man   zu   rechtwinkligen 

Coordinaten  übergeht, 

(33a.)  X  =  a. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  im  Abstände 
a  parallel  zur  Y-Axe  gezogen  ist.     (Vergl.  Fig.  121.) 

III.  m  =  2.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 

(3^.)  r^  =  a-cos{2(p),  oder  r*  =  a^^r^cos^  —  r^sin"'*^)), 
also,  wenn  man  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  übergeht, 
(34  a.)  {x^  +  y-f  =  a\x^  —  y^y 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Lemniscate,  einer  Curve,  deren 
Gestalt  man  sehr  leicht  aus  den  Gleichungen  (34.)  und  (34  a.) 
erkennen  kann.  Zunächst  folgt  aus  Gleichung  (34.),  dass  die 
Curve  innerhalb  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a  liegen 
muss,  deim  es  ist  r^a.  (Vergl.  Fig.  122.)  Aus  Gleichung 
(34a.)  erkennt  man  sodann,  dass  die  Coordinaten -Axen  Sym- 
metrie-Axen  der  Curve  sind,  weil  nur  die  Quadrate  von  x  und 
y  in  der  Gleichung  vorkommen. 
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Für  ^  =  0  wird  r  =  a\ 
^  wächst  (f,  so  wird  r  kleiner 
und  nimmt  ab  bis  zu  r  =  0, 
wenn  der  Winkel  (p  =  45'^ 
geworden  ist.  Liegt  <p  zwi- 
schen 45*^  und  90^j  so  wird 
r^  negativ,  r  selbst  also 
imaginär ;  deshalb  liegt  kein 
reeller  Punkt  der  Curve 
zwischen  der  Geraden  OB 
mit  der  Gleichung  y  =  x 
und  der  F-Axe. 


rv.    m—  —  2.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 
(35.)  r-2  =  a-2  cos(29),     oder    r-cos(2^)  =  a^^ 

also 


(35  a.)      r^cosV 


r^sinV'  =  «-, 


oder    X-  —  y-  =  a-. 


Dies  ist  die  Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperlel.     (Vergl. 
Fig.  122.) 

V.    jn=^  -\-  \.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 

(36.)  r"-  =  a^cos(^y\ »     oder    r  =  acos-(^^-^ ; 

daraus  folgt 

2r-  =  2arcos-f^  j  =  ar{l  -f-  COS^")  =  ar  -f  ar cos (f, 


(37.) 
oder 


2r 


ax  =  ar. 


4:1*  —  4  axr^  -\-  a^x^  =:  ah'-, 


also 

(36  a.)  4(a;2  -\-  tf)  {z~  +  y'   -  ax)  =  a'-y"^. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Cardioide.  Vny  die  Ueberein- 
stimmmig  dieser  Curve  mit  der  bei  den  Epicykloiden  als  Cardi- 
oide bezeichneten  Curve  nachzuweisen,  setze  man 

(f  ^^  n  —  /, 
dann  folgt  aus  den  Gleichungen  (36.)  und  (37.) 
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(38.)  2  r  =  2  asm2  (-\  =  a(l  —  cos  t), 

(39.)  2x  =  2rcos^  =  —  acos^(l  —  cos;!), 

(40.)  2y  =  2rsm<f  =  asm^(l  —  cos;!). 

Transformirt  man  noch  die  Coordinaten,  indem  man 

4:x'  =  a  —  4a; 
setzt,  so  erhält  man 

J  4a;'  =  a(l  +  2C0S^  — -  2008^0  =  a[2Q,Q^t  —  cos(2^)], 
^     '^    14?/  =  a{2  sin  ^  —  2  siiiiJ  cos «!)  =  a  [2  sin  i5  —  sin(2 ;!)] . 

Diese  Gleichungen  gehen  in  die  damals  aufgestellten  Glei- 
chungen der  Cardioide  über,  wenn  man  a  mit  4«  vertauscht. 
(Vergl.  Fig.  83  auf  Seite  391.) 

VI.    m  =  —  \.    Die  Gleichung  Jer  Curve  ist 
(42.)  r    ^=a    ^cos(^|^Y    oder    rcos-(  ^  j=  a, 

2  r  cof  (  —  j  =  r  +  r  cos  (f  =  2a,     oder     r  ~  2a  —  x, 

?-^  =  x^  -{-  y~  =  4a-  — -  4aa;  -\-  x'^, 
also 

(42  a.)  y-  =  4a^  —  iax  =  4:a(a  —  x). 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  die  X-Axe 
ist,  und  deren  Scheitel  die  Coordinaten  x  =  a,  y  =  0  hat. 

Allgemein  folgt  aus  der  Gleichung  (31.) 


also 


mr"'  -^        _  —  ma"'sm{m^), 


. .  „  .  o         dr            a"'  smfmw)            Va^'"  —  r^"* 

(43.)  AS/^  = -=— = — -  =  — ' 

oder 

,,_    s  dr            a'"rsm(ma))              ,    , 

(^3a.)  ^  = ^;^.^-^  =  -  rtg{m(p); 

(44.)  tg^  =  "^  =  —  ctg(m5p)  =  ctgi^, 

folglich  ist 
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TT 

■oder 

(4o.)  ii  +  ^ ^— ^  =  wzy, 

wobei  li  eine  ganze,  passend  zu  wählende  Zahl  ist.    Dies  giebt 
den  Satz: 

Der  Winhel  v'  {oder  n  —  v),  den  der  Radius  vector  mit  der 
Normale  bildet,  ist  m-mal  so  gross  icie  der  Winkel,  de?i  er 
mit  der  Anfang srichtung  bildet. 

-(46.)  ^^  =  ':^  =  -rctg(my), 

/  ds  V     /dr  \2       2  _  "^'"  —  ^^"^       .2  _    <^'"' 
\düf>;\d^y   '''    ~      r2'»-2      +  ^'    —  y-2,„-2  ' 


d(p      r'"-^       cos  (m^) 


(48.)  T=Ntgfi  = 


r 


sm{m(f) 


§   100. 

Krümmungskreis  und  Krümmungsmittelpunkts -Curven. 

(Yergl.  die  Formel-  Tabelle  Nr.  154.) 

Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten  gegeben, 

so  kann  man  immer  den  Radius  vector  r  als  eine  Function  vom 

Argumente  qi  betrachten;  deshalb  sind  auch 

(1.)  x  =  rcos(f     und    y=  rsin^ 

Functionen  von  y,  so  dass  man  durch  Differentiation  die  tolgen- 

den  Gleichungen  erhält 

,    .  dx       dr 

(2.)  -— =  -— coso)  —  rsmy, 

d(p       d(p       ^  ^' 

,„  .  dy        dr    . 
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.    s  cr-y       d-r    .         ,    ^dr  .         • 

,„ ,       dx    d-y       du   d-x         „        ^  /  dr  V  d^r 

(7.) V ^  —  =  r-  +  2  {  —  )  —  r  — -  • 

d(f  d(f-       d(p  d(fr  \d(p  /  d(f^ 

Vertauscht  man  in  den  Formeln  144  und  145  der  Tabelle 
t  mit  ^,  setzt  die  hier  gefundenen  Werthe  ein  und  multiplicirt 
in  den  Brüchen  Zähler  und  Nenner  mit  d(p^^  so  erhält  man 

(.. _  ds-dif         _  ^  ds%r cos (pd(p-^dr.sm(p) 

^  ~~  ^~ äxd^-y—äyd^x  ~  ^' ^^^  ^"  {r''d(p'  +  2df^  —  rd^r)d(p  ' 

1_  ds'^dx         .  (^Ä-(— rsiii(^c?</)+c?r.cos^) 

^ ~ ^ "^  dxd^y  —  dyd^x  —  ^'^^^  +  (,.2^y2  +  2c/r2  —  rdh)d(p ' 

(9.)         o=± 


(8.) 


^y —  c?yfl?^a:  {r'^d(p^  4-  2c?r-  —  rd^r)d(p 

Wenn  man  in  diesen  Gleichungen  den  Werth  von  r  als 
Function  von  r/  einsetzt,  so  sind  $  und  //  als  Functionen  der 
dritten  Veränderlichen  cp  dargestellt,  was  für  die  Untersuchung 
der  Krümmungsmittelpimkts-CmTe  oder  Evolute  ausreicht.  Man 
kann  aber  auch  noch  (f  aus  den  beiden  Gleichungen  (8.)  elimi- 
niren  und  erhält  dadui'ch  eine  Gleichung  zwischen  2  und  rj. 

Will  man  noch  die  Evolute  in  Polarcoordinaten  darstellen, 
so  hat  man  in  dieser  Gleichung  zu  setzen 

(10.)  §  =  r'cosy',     j^^r'siny'. 


§  101. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  den  Krümmungskreis  der  Archimedi- 
schen Spirale 

(1.)  r  =  a(p 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  118  auf  Seite  453.) 
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Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 
(2.)  dr  =  ad<f,     d^r  =  0, 

also 

(3.)  ds^  =  rM(p^  +  df^  —  a\\  +  if)d<fr'^ 

(4.)  r'^dif^  +  Idr"-  —  rdh^  =  a2(2  +  (f)d(f}. 

Setzt  man  diese  Werthe   in  die  Formeln  154   der  Tabelle 

ein,  so  erhält  man 

^                          a\\  +  (fP-) .  a{w  cosw  -\-  sinw) 
I  =  «5PCOS9    -  ^ a'(2  +  y') ^  ' 

a2(l  +  (f^^)  .  a{ —  (fsmtf  +  cos</)) 


7/  =  a(f  sm  f/)  + 


«=^(2  +  ff'') 


oder 


.  _  a  [(/5  cos^  —  (1  +  v^)sin  (p\ 

2  +  (f' 

_  a[^sin<^  H-  (1  +  V'2)cos^] 
~  2T^^ 


iP-)  ^"  = 


(6-)  ^-  o    .    „2 


(7.)" 


«n  +  v-)^' 


-      2  +  9' 

Aufgabe  2.     Man  soll  den  Krümmungskreis  der  allgemeinen 
Spirale 

(8.)  r  =  a(p'' 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (8.)   folgt  durch  Differentiation 

(9.)  J  =  ««r-',    ^,^n{n-l)ar-'; 

deshalb  ist 

(10.)         ds"  =  r'-dff-^  +  dr""  —  a^if''-\n'^  +  9'^)#S 

(11.)     rHip^  +  2(;?r2  —  rd^^r  —  a^(f:^^-\n{n  +  1)  +  (fP^^d^f^. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  154  der  Tabelle 
em,  so  erhält  man 

,        ^  ^  n{rZQ%(f> («2  4-(p2)ßyn-lgjji^J 

^'^•-'  * «{»  +  1)  +  9^^  ' 

,^  „  .  n  fr  sin  y»  +  in?-  +  q)^)a(p^^^  COS«/;] 

(1«J-)  '?  ^  — ^ 7 :; ' 

^       ^  '  w(;i  +  1)  +  9)2 
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^     ^^  ^        —    n{n-\-  1)  +  ip'^ 

Aufgabe  3.    Man  soll  den  Krümmungskreis  und  die  Evolute 
der  logarithniischen  Spirale 

(15.)  r  =  e'^'P 

bestimmen.     (Vergl.  Fig.  120  auf  Seite  457.) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (15.)  folgt  durch  Differentiation 

dr  d}r  dr         ., 

(16.)  ^  =  .«..«  =  m-,    ^_  =  a^  =  aV; 

deshalb  ist 

(17.)  ds'-  =  r'^dff-  +  dr""  =  r^-^l  +  a'^)dip'', 

(18.)    r2%2  _j_  2dr^  —  rdh'  =  r\l  +  2a2-  a2)c?^2  ^  ^2(1  _^  a2-)(;^^i>^ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  154  der  Tabelle 
ein,  so  erhält  man 

rHl  +  a2) .  r(cosa'  +  asino)) 

?  =  rcosy 5^ ^-„71    1     2^ ' 

X  r2(l  +  «■^j 

r-(l  +  «2) .  y-( —  sin«)  +  a  cos  Ol) 

oder 

(19.)         g  =  —  arsiny,     »/  =  +  ar  cos  (p. 

(-)         ^=-^:|^  =  -'-^^'- 

Es  war  aber  (nach  §  99,  Gleichung  (29.))  auch  die  Normale 
ds 


(21.)  ^=-j    =  rVl  +  «2 

^  d(p 

folglich  es^  c?er  Krümmungshalbmesser  gleich  der  Polar -Nor  male. 
Der  Krümmungsmittelpunkt  fällt  daher  in  Figur  120  mit  N 
zusammen. 

Nach  den  Gleichungen  (19.)  wird 
(22.)  ?  =  —  ay,     rj  =  ax. 

Kiepert,  Diiferential-Eeclimmg.  30 
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Hieraus  erkennt  man  schon,  dass  die  Evolute  wieder  eine 
logarithmische  Spirale  ist,  bei  der  aber  die  Dimensionen  a-mal 
so  gi'oss  sind  wie  bei  der  gegebenen.  Gleichzeitig  sind  auch 
noch  die  Coordinaten-Axen  um  einen  Winkel  von  90*^  gedreht. 
In  §  99  (Seite  458)  ist  sogar  gezeigt  worden,  dass  die  Evolute 
der  gegebenen  Curve  ähnlich  und  ausserdem  auch  congruent  ist. 

Dasselbe  Resultat  findet  man  natürhch  auch  aus  den  Glei- 
chungen (22.). 

Aufgabe  4.  Man  soll  den  Krümmungskreis  und  die  Evolute 
der  Lemniscate 

(23.)  ^2  =  a^Q,o^{2(f) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  123.) 

Auflösung.  Durch  Differentiation  folgt  aus  Gleichung  (23.) 
(24.)  r  ~  =  —  a^  sin  (2y)  =  —  r^  tg  (2^), 

und  wenn  man  diese  Gleichimg  nochmals  differentüit, 

(dr  \  -  dP'r 

3,/) +  '-d,f'=-^'''""^^'''^ --'-'■'■ 
Deshalb  wiixl  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (23.)  und  (24.) 
r^ds^  =  r\r^d(p-  +  dr^)  =  r^dip""  +  r'~dr'-  =  a*d(p'-, 
oder 
(26.)  ds'-  =  "'  d<f:\ 

Ferner  findet  man  aus  Gleichung  (25.) 


/dr\^       ,dh'  _  ^/dr\^-      V/dr^-         d'-r' 
\d(f/          d(f-          \d(fj       Wd(pJ          d(p'-_ 

= 

\d(pj        "            \d(p)  ' 

folglich  ist  bei  der  Lemniscate 

(-)      --KS-'-S-©=^- 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  154  der  Tabelle 

ein,  so  erhält  man 
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(.cos^'+^^^-.siny) 


oder 


(28.) 


2«^  COS^^ 


i"  =^,  [2cos(29))cos^  +  sm(2y)sm9)]  = 


3/ 
3r 


3r 


//  =  ^^  [2cos(2y)sm9)  —  sin(29))cosy]  = 


ds  a^ 

(29.)      o  =  ±4--T=±7^ 

^       "  ^  d(f  3r 


folgt 
(30.) 


Aus    den    Gleichungen   (28.) 


/3r§\^ 
COS  y  =  f  ^  -    »   • 


.2a2y 


/3r?7\  ^ 


Sin 


COS 


•2 

cosV  -  -  sinV'  =  (2^2)  •  (*^  —  ^^  )  =  cos(2^)  =  ^ 
-I  r     I       /2ö2  J'        2  2       rV2a2\* 


31.) 
folglich  ist 

(32.) 

Den  beiden  Scheiteln  A^  und  Ao  der  Lemniscate  entsprechen 
die  Spitzen  Si  und  S-i  der  Evolute,  wobei 

(33.)  /SaO  =  0-S'i  =  1«. 


30* 


Zweiter  Tlieil. 


Einige  grundlegende  Untersucliungeu  aus  der  Algebra. 

XIII.  Abschnitt. 
Theorie  der  complexeii  Grössen. 

§  102. 

Erklärung  der  complexen  Grössen. 

[Yergl.  die  Formel -Tabelle  Kr.  155 — 16;:),) 

Bekanntlich   führt  schon  die  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen  häufig  auf  imaginäre  Wurzeln.     Ist  z.  B. 

x^  4-  6.r  +  13  =  0, 
so  "\A'ii'd 

a;  =  —  3  ±  y^^4  =  ~  3  dr  2i , 

wobei  y—  1  mit  i  bezeichnet  worden  ist.  Aus  ]/ —  l  =  i  folgt 
(1.)  ^2  =  —  1,  i^z=—  i,  i*  =  +  1,  ^5  =  +  e, . . . . 
Es  ist  nicht  nur  von  grossem  Vortheil,  imaginäre  Grössen  in  die 
Eechnung  einzuführen,  sondern  es  stellt  sich  sogar  bei  vielen 
Untersuchungen  die  Nothicendigkeit  heraus,  mit  solchen  Grössen 
zu  rechnen.  Da  die  Bezeichnung  Jmagijiär'-'-  leicht  die  fälsche 
Vorstellung  erwecken  könnte,  dass  die  Eechnung  mit  imagiiiären 
Grössen  unzulässig  sei,  nennt  man  dieselben  gewöhnlich  zum 
Unterschiede  von  den  reellen  Grössen  „complexe  Grössen"  und 
kann  zeigen,  dass  sich  alle  Rechnungen  mit  ümen  in  derselben 
Weise  ausführen  lassen  vd&  mit  reellen  Grössen.  Ihre  all- 
gemeine Form  ist 

a  +  hy —  1     oder     a  +  hi, 
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wobei  a  und  b  reelle  Grössen  sind.  Man  nennt  a  „den  reellen 
Theil'''  und  h  „den  Factor  des  imaginären  Theils''^.  Ist  der  reelle 
Theil  einer  complexen  Grösse  gleich  0,  so  heisst  sie  ,,rein 
imaginär^'' . 

Wie  die  reellen  Grössen  aus  den  beiden  Einheiten  +  1  und 
—  1  gebildet  sind,  so  werden  die  complexen  Grössen  aus  den 
vier  Einheiten 

+  1,     —  1,      +  i,     -  ~i 

gebildet.  Auf  die  so  erklärten  Grössen  kaim  man  ohne  Weiteres 
die  Regeln  der  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Divi- 
sion, wie  sie  für  reelle  Grössen  gelten,  anwenden.  Das  Resultat 
dieser  Operationen  ist,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  wieder 
eine  Grösse  von  der  Form  A  +  Bi.  Daraus  folgt  dann  die 
Berechtigung^  mit  complexen  Grössen  ebenso  zu  rechnen,  wie  mit 
reellen. 

I.  Addition.  Complexe  Grössen  werden  addirt^  indem  man 
die  reellen  Theile  zu  den  reellen  und  die  Factoren  der  imagi- 
nären, Theile  zu  den  Factoren  der  imaginären  Theile  addirt,  also 
(2.)  (a  +  bi)  +  (c  +  di)  =  {a  +  c) -{- {b  +  d)i. 

Das  Resultat  hat  wieder  die  Form  A  +  Bi. 

II.  Subtraction.  Zwei  complexe  Grössen  werden  von  ein- 
ander subtrahirt,  indem  man  die  reellen  Theile  und  die  Factoren 
der  imaginären   Theile  von  einander  subtrahirt^  also 

(3.)  (a  +  bi)  —  (c  +  di)  =  {a  -   c)  -\- {b  —  d)i. 

Das  Resultat  hat  wieder  die  Form  A  +  Bi. 

ill.     Multiplication.     Zwei  complexe  Grösse?i  werden  7nit  ein- 
ander  multiplicirt ,  indem  mati  Jeden    Theil    des    einen    Factors 
mit  jedem   Theile  des  andern  Factors  multiplicirt,  also 
(4.)  {a  -f  bi)  (c  +  di)  =:  ac  -\-  bei  +  adi  +  bdi^ 

=  (ac  —  bd)  +  {ad  -f  bc)  i. 

Auch  hier  hat  das  Resultat  die  Form  A  +  Bi. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  c  =  a,  d=:  —  5  ist,  erhält  man 
(5.)  {a  +  bi)  {a  —  bi)  =  a^ -\-  b\ 

Hier  ist  das  Resultat  sogar  eine  positive  reelle  Grösse. 
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Zwei  solche  complexe  Grössen,  die  sich  nur  durch  das  Vor- 
zeichen des  imaginären  Theiles  von  einander  unterscheiden, 
heissen  „conjugirt'''' ;  es  gelten  für  sie  die  folgenden  Sätze: 

1)  Die  Summe  zweier  conjugirt  complexen  Grössen  ist  reell: 
(6.)  {a  +  hi)  +  (a  —  U)  =  2a. 

2)  Die  Differenz  zweier  conjugirt  complexen  Grössen  ist 
rein  imaginär: 

(7.)  {a  +  bi)  —  (a  —  bi)  =  2bi. 

3)  Das  Product  zweiei'  conjugirt  complexen  Grössen  ist  reell 
und  positiv: 

{a  +  bi)  (u  —  bi)  =  ä-  +  5^. 
Dieses  Product  heisst  nach  Gauss  „die  Norm  von  a  +  bi"' 
und  ebenso  „die  Norm  von  a  —  Je".     Um  die  Norm  einer  com- 
plexen Grösse  zu  bezeichnen,  setzt  man  ein  N  vor  dieselbe;  es 
ist  also 
(8.)  N{a  +  bi)  =  N{a  —  hi)  =  oP-  +  b'^. 

Die  Quadratwurzel  aus  der  Norm,  mit  positivem  Vorzeichen 
genommen ,  heisst  „der  Modul"  oder  (nach  Weiersirass)  „der 
absolute  Betrag''''  der  complexen  Grösse.  Das  Zeichen  dafür  ist 
ein  vorgesetztes  M  oder  zwei  senki^echte  Striche,  von  denen  die 
complexe  Grösse  eingeschlossen  ^vird,  also 


f  M{a-\-  bi)  =  \a  +  bi\=  -\-  ]/a^+^, 
^^'^  \  M{a  ~bi)  =  '  a^bi[  =  +  ya^  +  b\ 


(10.) 


Aus  der  Gleichung 

1  a  — -  bi  a  —  bi 


a  +  bi      (a  +  bi)  (a  —  bi)       a^  -j-  b^ 
folgt  der  Satz: 

4)  Der  reciproke  Werth  einer  complexen  Grösse  ist  gleich 
ihrer  conjugirten^  dicidirt  durch  die  Norm. 

IV.  Division.  Bei  der  Division  complexer  Grössen  multi- 
plicirt  man  Zähler  und  Neuner  mit  der  zum  Nenner  conjugiiten 
Grösse,  dann  hat  man  nur  noch  durch  eine  reelle  Grösse,  nämlich 
nur  dui'ch  die  Norm  des  Nenners  zu  dividiren.    Dies  giebt 
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.        c  -\-  di       (c  +  di)  (a  —  bi) ac  ~{-  bd       ad  —  bc  . 

^^^■■>        a  +  bi^la  +  bi)  {a  —  bi)  ~  a"  +  b^  '^  a^  +  b^  ** 
Auch  hier  hat  das  Resultat  die  Form  A  -\-  Bi. 

Da  eine  Potenz  mit  positivem  ^  ganzzahligen  Exponente7i  ein 
Product  ist,  so  kann  man  auch  eine  complexe  Grösse  potenzii-en ; 
und  zwar  findet  man 

(12.)     {a  +  bi)-'  =    a"  -    (o ) «""' ^-  +  (!)  «"" *5*  —  +  •  ■  1 


§  103. 

Einige  Sätze  über  complexe  Grössen.    J!/o/i;re'sche 

Formeln. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  164— 169.) 

Da  eine  rein  imaginäre  Grösse  die  Quadratwurzel  aus  einer 
negativen  Zahl  ist,  so  kann  eine  reelle  Grösse,  welche  von  0 
verschieden  ist,  niemals  einer  rein  imagifiären  Grösse  gleich 
sein.    Ist  also 

(1.)  a  +  bi  =  0, 

so  müssen  a  und  b  einzeln  gleich  NuU  sein.    Dies  giebt 

Satz  1.  Sind  zwei  complexe  Grössen  einander  gleich^  so 
müssen  die  reellen  Theile  und  ebenso  auch  die  Factoren  der 
imaginären   Theile  einander  gleich  sein. 

Beweis.    Aus 

(2.)  a  -\-  bi  =^  c  -\-  di 

folgt 

(3.)  {a  +  bi)  —  (c  +  di)  =  {a  —  c)  +  (b  —  d)i  =  0. 

Dies  giebt  aber 
(4.)  a  —  c  =  0,     b  —  d  =  0,     oder     a  =  ■?,     b  =  d. 

Jede  Gleichung  zwischen  complexen  Grössen  umfasst  daher 
zwei  Gleichungen  zwischen  reellen  Grössen. 
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Die  complexen  Grössen  lassen  sich  auch  noch  in  einer  etwas 
anderen  Form  darstellen.     Setzt  man  nämlich 


(5.)  \a-^bi\=  +  yd-  +  b'^  =  r, 

SO  wird  r^ö  und  r'^h,  folglich  kann  man  zwischen  0  und  27i 
(bezw.  zwischen  0°  und  360")  einen  Winkel  (p  so  bestimmen,  dass 

/^  X  a         .  b 

(6.)  cosgi  =      5     smo)  =  " 

wird.     Dabei  liegt  der  Winkel  <f 

zwischen    0^  und    90^,  wenn  «  >  0,  i  >  0, 

„         90^     ,.     180Ö,       „  a  <  0,  6  >  0, 

180«     ,.     270Ö,        ,.  a<0,  J  <0, 

270'^     ,.     360^        „  a  >  0,  6  <  0. 

Dieser  Winkel  (f  heisst  das  Argument  der  complexen  Grösse 
a  -\-  bi.    Duixh  Einführung:  dieser  Bezeiclmungen  wird 

(7.)  a  +  bi  =  ?'(C0S9)  +  iün(f). 

Bekanntlich  kann  man  den  Winkel  (f  um  ein  beliebiges 
Vielfache  von  360^^  vermeinten  oder  vermindern,  ohne  dass  sich 
die  Werthe  von  cosy  und  siny^  ändern.  Versteht  man  unter 
dem  Argumente  (p  nicht  den  Winkel,  sondern  den  zugehörigen 
Bogen  und  bezeichnet  man  mit  h  eine  behebige  positive  oder 
negative  ganze  Zahl,  so  wird  also 

005(7-  +  2/i7r)  =  cosy,     sin(y'  +  2Ä7r)  =  siny. 

Deshalb  geht  Gleichung  (7.)  über  in 
(7a.)  a  +  bi  =  r[cos((p  +  2/m)  +  ^sin(y  +  2hn)]. 

Multipliciit  man  jetzt  die  complexen  Grössen  ri(cos  ^1 +2sin^i) 
und  ro(cos^2  +  «sin^o)  mit  einander,  so  erhält  man 
(8.)  ri(cosyi  +  /sin^'i) .  ^2 (cos 9^2  +  «sin 9)0)  = 

ri  Ti  [(cos  9}  1  cos  9?  2 — sin  ^1  sin  ^2)  +  «(sin  ^1  cos  ^2  +  cos  y  1  sin  ^  2)] 
=  nr2[cos(9-'i  +  9)2)  +  «sin  (9)1  +  ^2)]- 
Diese  nach  Moivre  genannte  Formel  giebt 
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Satz  2.  Complexe  Grössen  loerden  mit  einander  muUipIicirt, 
itidem  mmi  ihre  absoluten  Beträge  mit  einander  multiplicirt  und 
ihre  Argumente  addirt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  Producte  von  drei 
oder  mehr  Factoren  übertragen;  es  ist  also 
(9.)    ?-i(cosr/i  +  esinr/i) .  r2(cos^2  +  ^sin^2) .  »•3(coS9'3  +  esiny-s) 
=  rir2r3[cos(<^i  +  (pi -\-  (pz)  +  «sin(yi  +  ^2  +  ffz)]- 

Sind  die  Factoren  alle  einander  gleich,  so  erhält  man 
(10.)         [r(cos^  +  ism(p)Y  =  r"[cos(/^y')  +  ism{n(f)] 
und  damit  zunächst  für  positive,  ganzzahhge  Exponenten 

Satz  3.  Eine  complexe  Grösse  icird  potenzirt^  indem  man 
den  absoluten  Betrag  potenzirt  und  das  Argument  mit  dem  Potetiz- 
exponenten  multiplicirt. 

Für  r  =  1   geht  die  Gleichung  (10.)  über  in 

Q.os{n(f)  +  i?,m.{n(f)  =  (cosy  +  isin^))"  = 

cos"y  —  r    j  cos"~^y  sin^ '^  "^  (4  )  cos"-*9sin*f/) \-  ••• 

+  «   ( ,  J  cos"~*r/)sin  (p  —  (    jcos""^^^  sin^y  -\ • 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Satz  1 
(11.)  cos(wy)=cos"^ — (^  Jcos*'--  ^isin^^+f  ^  Jcos"-^^  siu*^ — h- ' 

(12.)   sin {n(f)  =  ( ,  )  cos"-^^-  sin  (f  —  (    )  cos"~  ^y  sin^^  H . 

Duixh  diese  Formeln,  in  denen  das  Muliiplicationstheorem 
der  trigonometrischen  Functionen  ausgesprochen  ist,  lassen  sich 
cos(/i9)  und  sin(^2y)  als  rationale  Functionen  von  cos^  und  sin  9) 
darstellen. 

Es  wh'd  z.  B.  für  ?^  =  5 ,  wenn  man  noch  die  Relation 
cos'-^  +  sin-^  =  1  anwendet, 

cos(5y)  =  cos^y  —  lOcos^^sin-9)  +  öcos^sin*^ 

=  16cos^y  —  20cos^^  +  5cos<,'-, 

sin(5y/)  =  öcos^^sin^;  —  lOcos-ysin^y^  +  sin^y- 

=  16  sm^^  —  20sin^f/  +  5  sine/. 


47-4       ■  §  103.     Einige  Sätze  über  complexe  Grössen. 

Für  die  Division  zweier  complexen  Grössen  erhält  man  jetzt 
ri{coS(pi  +  «sincjpi)  _  ri  (cos^i  +  e'sin^i)  (cosy2  —  ismrpi) 
/•2 (cos 9)2  +  isiiKfi)  ~  r-i  (cosy2  +  isin^2J  (cos 9)2  —  2sin^2J 

_  n  (cos  ^1  cos  9)2  +  sin  ^1  sin  ^2)  +  ^(sin(;PlCosy2  —  cos  9)1  sin  9)2) 

""  Vi  cos-^  ifi  +  sin''*  92 

oder 

/,^N  ^(cosa'i  +  «sincpi)       nr      /  ^   ,    •  •   /  nt 

(13.)       — ^i-H^  .-^i  -  =  -^  [cos (9-1  —  9J2)  +  2 sin  (9^,  —  9)2  ]. 
^      '  r2(cosy2  +«smy2)       ^'2 

Daraus  folgt 

Satz  4.  Complexe  Grössen  werden  durch  einander  ditidirt, 
indem  man  die  absoluten  Beträge  durch  einander  dividirt  und 
die  Argumente  von  einander  subtrahirt. 

Satz  3  macht  es  jetzt  auch  möglich,  aus  einer  complexen 
Grösse  die  w*®  Wurzel  auszuziehen.  Unter  -|/7-(cosr/)  +  2sinf/) 
versteht  man  nämlich  eine  Grösse,  deren  n^  Potenz  gleich 
/•(cos^  +  2siny')  ist.  Diese  Eigenschaft  besitzt  für  ganzzahlige 
Werthe  von  h  die  complexe  Grösse 

(14.)     A=Vr  ^cos  (^^ j  +  ,sm(^^-^_.jj  , 

denn  es  wird  nach  Gleichung  (10.) 

^»  =  r[cos(^  +  2hn)  +  i^m{(f  +  2hn)\, 
oder,  weil 

cos(g)  +  2hn)  =  cos^  und  sin(y  +  2hn)  =  siny^ 
ist, 
(1 5.)  A''  =  r  (cos  (f  +  e'sin  (f) . 

Dies  giebt 
(16.)  yr(cos^  +  esm9)  =y  r  cosf -^^ — J+  *smf  ^^ j  • 

Dieser  Ausdruck  hat  wieder  die  Form  A  -f-  Bi. 

Damit  ist  bewiesen: 

Satz  5.  Aus  einer  complexen  Grösse  tcird  die  Wurzel  ge- 
zogen, indem  mati  sie  aus  dem  absoluten  Betrage  zieht  und  das 
Argument  durch  den   Wurzel- Exponenten  dividirt. 

Gleichzeitig  sind  hiermit  auch  die  Potenzen,  deren  Exponent 
eine  gebrochene  Zahl  ist,  ebenso  für  complexe  Grössen  erklärt 
wie  füi"  reelle,  indem  man 
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(17.)  a'=  j/AP={fAy 

findet. 

Da  die  ganze  Zahl  h  unendlich  viele  Werthe  hat,  so  könnte 
man  glauben,  es  gäbe  unendlich  viele  Werthe  für  die  w*^  Wurzel 
aus  r(cosy  +  ^ sin 95).  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall;  setzt  man 
nämlich 

h  =  71  +  h\ 
so  wird 

cos  (^+^)  =  cos  {^^^  +  2u)  =  cos  i^^^)  > 

smf  -^^ j  =  sm  (  ~ [-  27r  j  =  sm  f  ^—^ J  , 

d.  h.  die  Zahlen  h  und  h'  liefern  denselben  Werth  der  Wurzel, 
wenn  ilu'e  Differenz  gleich  72,  oder  gleich  einem  Vielfachen  von 
71  ist.  Es  giebt  daher  im  Ganzen  nur  71  verschiedene  Werthe 
füi'  die  w*°  Wurzel  aus  einer  complexen  Grösse.  Diese  ??.  ver- 
schiedenen Werthe  findet  man  aus  Gleichung  (16.),  indem  man 
der  ganzen  Zahl  h  z.  B.  die  Werthe  0,  1,  2,...;^  —  1  beilegt. 
Da  unter  den  complexen  Grössen  die  reelleTi  Grössen  mit 
inbegriffen  sind,  so  gelten  diese  Ausführungen  auch  für  die 
Wurzeln  aus  reellen  Grössen.    So  ist  z.  B. 

n/  n/ ^-. —  /2hTr\  .  .     /2Ä7r\ 

(18.)    yi  =  -)/cosO  +  «sinO  =  cosf j  +  *smf ), 

ein  Ausdruck,  aus  dem  man  die  7i  verschiedenen  Werthe  von 
yi  findet,  indem  man 

Ä  =  0,  1,2,  ...w  —  1 
setzt. 


§  104. 

Geometrische  Darstellung  der  complexen  Grössen. 

Wie  man  die  reellen  Grössen  durch  Punkte  oder  Strecken 
in  einer  gei-ade7i  Linie  geometrisch  darstellen  kann,  so  kann  man 
die  complexen  Grössen  durch  Punkte  oder  Strecken  in  einer 
Ehe7ie  darstellen.    Dabei  soll  der  folgende  Gnmdsatz  gelten: 
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Fig.  1-24. 
Y 


Zwei  SU'ecken  sind  einander  (jleicli^  wenn  sie  gleiche  Länge 
und  gleiche  Richtung  haben. 

Dann  bezeichne  man  mit  +  1  eine  Strecke ,  deren  Länge 
gleich  1  ist,  und  deren  Eichtiing  parallel  ist  zur  ijositiven 
Eichtung  der  X-Axe.  Mit  +  i  dagegen  bezeichne  man  eine 
Strecke,  deren  Länge  auch  gleich  1  ist,  deren  Eichtung  aber 
parallel  ist  zur  positiven  Eichtung  der  F-Axe.    (Vergl.  Fig.  124.) 

Damit  ist  natürlich  noch  nicht  ge- 
sagt, dass  -f  i  dieselbe  Bedeutung  habe 
wie  in  den  vorhergehenden  Paragraphen, 
dass  nämlich  i  gleich  ]/—  1  sei;  es 
sollen  vielmehr  die  hier  folgenden  Un- 
tersuchungen zunächst  ganz  unabhängig 
von  den  vorhergehenden  geführt  werden. 
Demnach  werde  hier  die  complexe  Grösse 
a  +  bi  durch  eine  Strecke  OP  erklärt, 
welche  den  Anfangspunkt  der  Coordmaten  0  und  einen  Punkt 
P  mit  den  Coordinaten    OQ  =  a,  QP  =  b   verbindet.    (Vergl. 

Fig.  125.)    Man  gelangt   nämlich  vom 

Punkte  0  aus  zum  Punkte  P,  indem  man 

a  Einheiten  in  der  Eichtung  der  X-Axe 

und  dann  b  Einheiten  in  der  Eichtung 

der  Y-Axe  dm-chläuft,  odei"  indem  man 

zuerst  b  Einheiten  in  der  Eichtung  der 

F-Axe    und   dann  a  Einheiten  in  der 

Eichtung  der  X-Axe  duixhläuft. 

So  entspricht  jeder  complexen  Grösse  a  -f  bi  ein  Punkt  P 

in  der  Ebene  und  jedem  Punkte  P  eine  complexe  Grösse  a  4-  bi. 

Durch  die  Gleichungen 

,,  .  r  =  Va^-h  b-,     cosa>  =  -  j    sina  =  -  ? 

(l.j  <.  r  r 

\  a  -\-  bi  r=  r(cos</;  +  2sin^) 

kann  man  auch  Polarcoordinaten  einfühi-en.  Dabei  heisst  r  der 
..absolute  Betrag  der  Strecke  OP",  weil  ihre  Länge  gleich  r  ist, 
und  der  Winkel  ip  heisst  das  ^.Argument  der  complexen  Grösse". 


Fig.   125. 
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Fig.  126. 


Die  so  erklärten  coraplexen  Grössen  kann  man  nun  durch 
Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  mit  einander 
verbinden,  indem  man  dieselben  Regeln  anwendet,  welche  für 
reelle  Grössen  gebräuchlich  sind,  und  zwar  geschieht  das  in 
folgender  Weise: 

I.  Addition.  Will  man  die  iVddition  zweier  reellen  Grössen 
geometrisch  ausführen,  so  trägt  man  auf  einer  Geraden,  z.  B. 
auf  der  X-Axe  vom  Anfangspunkte  0  aus  eine  Stiecke  OF  ab, 
welche  der  einen  Grösse  entspricht, 
und  darauf  vom  Punkte  P  aus  eine 

zweite  Strecke  PR,  welche  der  an-    — ' ' ' — 

deren  Grösse    entspricht.      Dadurch 

erhält  man  eine  Strecke  OR,  welche  die  Summe  der  beiden 
gegebenen  Grössen  geometrisch  darstellt.  In  welcher  Reihen- 
folge man  die  beiden  Strecken  auf  einander  folgen  lässt,  ist 
dabei  gleichgültig.     (Vergl.  Fig.  126.) 

Genau  ebenso  kann  man  zwei  complexe  Grössen  a^  +  b^i 
und  «2  +  ^2«,  welche  durch  die  Strecken  OPi  und  OP^  geome- 
trisch dargestellt  sind ,  addii-en  (vergl.  Fig.  127).  Man  macht 
zu  diesem  Zwecke  den  Punkt 
Pi  zum  Anfangspunkte  einer 
Strecke  PiR,  welche  der 
Strecke  0P±  gleich  ist,  d,  h. 
welche  mit  OP^  gleiche  Länge 
und  gleiche  Richtung  hat.  Da- 
durch erhält  man  ein  Parallelo- 
gramm OPiRPo,  in  welchem 
der  Punkt  R,  bezw.  die  Diago- 
nale OR  die  Summe  der  beiden  gegebenen  Strecken  OPi  und 
OPo  ist. 

Da  die  Seite  PoR  der  Seite  OP^  gleich  und  parallel  ist, 
so  hätte  man  auch  Po  zum  Anfangspunkte  einer  Strecke  PoR 
machen  köiuien,  welche  der  Strecke  OPi  gleich  ist,  und  wäre 
zu  demselben  Punkte  R  gekommen. 

Wie  man  sehr  leicht  aus  Figui"  127  nachweisen  kann,  sind 
dabei  die  Coordinaten  des  Punktes  i2  gleich  «i-f  «o  und  bi-{-bo. 
so  dass  er  in  der  That  der  complexen  Grösse 


Fig.  127. 
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(2.)  («1  +  b,i)  +  («2  +  hi)  =  («,  +  02)  +  (*i  +  bo)i 

entspricht. 

In  dieser  Construction  ist  der  Satz  vom  Parallelogramm  der 
Kräfte  enthalten.  Stellen  nämlich  die  Strecken  OPi  nnd  OPo 
diu-cli  ihre  Länge  und  Richtung  die  Intensität  und  Richtmig 
zweier  Ki'äfte  mit  demselben  Angriffspunkte  0  dar,  so  haben 
dieselben  mit  der  Diagonale  OR  des  Parallelogramms  OPiRPi 
gleiche  Wirkung.    Dabei  sind 

öl  und  bi  die  Componenten  von  OPi, 

«2    „     b.  „  „  „     OP-i, 

eil  +  Co    „     bi  +  ^2    „  „  „     OR. 

Die  Componenten  der  resultirenden  Kraft  findet  man  also, 
indem  man  die  Einzelkräfte  in  ihre  Componenten  zerlegt  und 
die  gleichgerichteten  Componenten  addirt. 

II.  Subtraction.    Da  eine  Grösse  von  der  anderen  subtrahirt 
wird,  indem  man  die  entgegengesetzte  Grösse  addirt,  so  kann 
man  die  Subtraction  auf  die  Addition  zurückführen  und  findet 
(3.)       («1  +  bit)  —  («2  +  bot)  =  («1  +  bii)  +  ( —  ao  —  bii) 

=  (öl  —  a.2)  +  {bi  —  b2)i. 

III.  Multiplication.  Für  reelle  Grössen  gilt  die  Regel:  Das 
Product  A  .  B  entsteht  aus  B  wie  A  aus  der  Einheit.  Dieselbe 
Regel  kann  man  auch  bei  der  Multiplication  zweier  complexen 
Grössen  ri(cosyi  +  «sinr/i)  und  r2(cosy2  +  «sinyo),  welche  den 
Strecken  OPi  und  OP2  entsprechen,  anwenden. 

Hat  der  Punkt  E  (Fig.  128) 
die  Coordinaten  a=  1  und  b  =  0, 
so  entsteht  die  Strecke  OPi  aus 
der  Einheit  OE,  indem  man  durch 
O  eine  Gerade  legt,  welche  mit 
OE  den  Winkel  (fi  bildet,  und 
auf  dieser  Geraden  die  Länge  der 
Einheit  [OE)  ri-mal  abträgt. 
Ebenso  findet  man  das  Product 
der  beiden  Strecken  OPi  und  OP2, 
indem  man  durch  den  Anfangs- 
punkt O  eine  Gerade  legt,  welche 
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mit  der  Geraden  OP2  den  Winkel  yi  bildet,  und  auf  dieser 
Oeraden  die  Länge  von  OP^  (also  ^o)  ri-mal  abträgt.  Dadurch 
erhält  man  einen  Punkt  R,  welcher  dem  Producte  der  beiden 
complexen  Grössen  entspricht. 

Dm-ch  den  Umstand,  dass  die  beiden  Dreiecke  OEPi  und 
OP2R  einander  ähnlich  sind,  wü^d  auch  die  Construction  des 
Punktes  R  verhältnissmässig  einfach.  Man  mache  zu  diesem 
Zwecke  das  Dreieck  OE'P\  dem  Dreieck  OEPi  congruent  und 
ziehe  PiR  parallel  zu  E'P\.  Dabei  hat  die  Strecke  OR  nach 
Construction  die  Länge  riro  und  büdet  mit  der  positiven  Richtung 
der  X-Axe  den  Winkel  r/i  -\-  (f-2,  so  dass  man  erhält 
(4.)         ri(cosf/i  +  ^sin^l) .  r2(cosy2  +  «sin 9)9) 

=  ri?-o[cos(yi  +  (fi)  +  «sin(yi  +  ff  2)]. 

Es  gilt  also  auch  hier  der  Satz:  Complexe  Grössen  werden 
mit  einander  inultiplicirt,  indem  man  die  absoluten  Beträge  mit 
einander  multiplicirt  und  die  Argumente  addirt. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo 

TT-  TT 

r,  =  1,     r.  =  1,     (f,  =  .^  '     9^2  =  2 

ist,  geht  Gleichung  (4.)  über  in 
(5.)  «2^  —  1. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  complexen  Grössen,  welche  in 
diesem  Paragraphen  geometrisch  erklärt  tvurden,  mit  den  früher 
hefracliieien  identiscli  sind. 

IV.  Division.  Da  die  Division  die  Umkehrung  der  Multipli- 
cation  ist,  so  liegt  in  der  eben  angegebenen  Construction  auch 
die  Anleitung  zm-  Division  complexer  Grössen.  Soll  man  nämlich 
die  den  Strecken  0_R  und  OPi  entsprechenden  complexen  Grössen 
durch  emander  dividiren,  so  macht  man  wdedfer  das  Dreieck 
OPiPi.  (Fig.  128;  ähnhch  dem  Dreieck  OEP^,  so  dass  Po  und 
E  homologe  Punkte  sind.  Die  Strecke  OP2  entspricht  dami 
dem  gesuchten  Quotienten,  und  es  gut  der  Satz:  Complexe 
Grössen  werden  durch  einander  dividirt^  iiidem  m.an  die  absoluten 
Beträge  durch  einander  dicidirt  und  die  Argumente  von  einander 
subtrahirt. 


Y 


R 
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Mau  kann  die  Sätze  über  Addition  und  Multiplication  aus- 
dehnen auf  Summen  von  beliebig  vielen  Summanden,  bezw.  auf 
Producte  mit  beliebig  vielen  Factoren.  Soll  man  z.  B.  die 
Strecken 

öl  +  bii,     «2  +  ^2«,  . . .  a«  +  bni 

addiren,  so  erhält  man  für  die  Summe  der  beiden  ersten  Strecken 

einen  Punkt  Ro  niit  den 
^'^-  ^-•'-  Coordinaten  oi  -\-  a^  und 

^1  +  ^2,  für  die  Summe 
der  drei  ersten  Strecken 
einen  Punkt  Ri  mit  den 
Coordinaten  ai  +  «o  +  «3 
p^/  und  ^1  +  ^2  +  ^3;  in  die- 

ser Weise  kann  man  fort- 
fahren, bis  man  einen 
Punkt  Rn  mit  den  Coor- 
■"'  dinaten  «i  +  «o  +  •  •  •  +  "n 
und  ^1  +  ^2  +  •  •  •  +  Ä»  er- 
hält, welcher  der  Summe  entspricht.  Ist  das  Polygon  OPiiJoi^s  ..-Rn 
geschlossen,  so  dass  der  letzte  Punkt  Rn  mit  dem  Anfangspunkte 
0  zusammenfällt,  so  ist  die  Summe  gleich  Null;  die  Bedingung 
für  einen  geschlossenen  Streckenzug  ist  daher 
(6.)  ^{a  +  hi)  =  0, 

welche  die  beiden  Bedingungen 

:^a  =  0     und    2b  =  0 
in  sich  einschliesst. 


§  105. 
Vier  Sätze  über  die  absoluten  Beträge. 

Satz  1.  Der  absolute  Betrag  der  Sumn^e  ziceier  complexen 
Grössen  ist  {gleich  oder)  kleiner  als  die  Summe  dei'  absoluten 
Beträge  und  {gleich  oder)  grösser  als  die  Differenz  derselben. 

Beweis.  Die  Summe  der  beiden  complexen  Grössen 
ri(cosyi  -f  «sinyi)  und  r2(cos^2  +  «sin^2)  ist 

(ricosyi  +  r2C0Sy2)  +  e"(nsinyi  -f  ^2  sin  ^2)  5 
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der  absolute  Betraor  dieser  Summe  wird  daher 


l/ri2  +  7-2'^  -j-  2rir2C0S(9'i  —  9-2). 
Dieser  Ausdruck  erhält  seinen  grössten  Werth,  nämlich  den 
Werth  i\  +  ro,  wenn  cos(yi  —  (fi)  =  +  1  wird;   den  kleinsten 
Werth  dagegen,  nämlich  den  Werth    r,  —  ^2 1 ,  erhält  er,  wenn 
cos(f/i  —  yo)  =  —  1  wird.    Deshalb  ist 

(1.)     I  ry  —  r,  I  ^  ]/ri2  -|-  ri^  +  2rir2C0S  (^i  —  (fi)  ^  i\  +  rg . 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Viel  einfacher  gestaltet  sich  der  Beweis  mit  Hülfe  der  geo- 
metrischen Darstellung;  denn  da  ist  dieser  Satz  identisch  mit 
dem  Satze:  hi  einem  Dreiecke  OPJl  (Fig.  127)  ii>t  die  Seite 
OR  kleiner  als  die  Sunirne  und  grösser  als  die  Differenz  der 
beiden  anderen  Seiten    OPx   und  P^R. 

Saiz  2.  Der  absolute  Betrag  der  Differenz  zweier  com- 
plexen  Grössen  ist  {gleich  oder)  kleinem'  als  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  und  {gleich  oder)  grösser  als  die  Differenz 
derselben. 

Beweis.  Mau  kann  die  Differenz  auch  als  eine  Summe  auf- 
fassen, indem  man  die  Grösse,  welche  subtrahirt  werden  soll, 
mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen,  addirt.  Deshalb 
folgt  dieser  Satz  schon  aus  dem  vorhergehenden  Satze. 

Man  kann  somit  Satz  1  auch  ohne  Weiteres  ausdehnen 
auf  die  algebraische  Summe  beliebig  vieler  Grössen. 

Satz  3.  Der  absolute  Betrag  des  Productes  zweier  complexen 
Grösse?i  ist  gleich  dem  Product  der  absoluten  Beträge. 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  der  Gleichung 
(2.)       ri(coSf/i  -f  esinyi)  .  r2(cosy2  +  i'^WLff'i) 

=  rir2[cos(yi  +  9"2)  +  «sin(yi  +  ^2)]. 

Satz  4.     Der  absolute  Betrag  des    Quotienten    ziceier  com- 
plexen Grössen  ist  gleich  dem  Quotienten  der  absoluten  Beträge. 
Auch  hier  folgt  der  Beweis  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

ri(cosyi  4- isinyi)      t^  %   ,    ••   /  nt 

—7 — - — 7-^- 7  =  —  [cos  (f/i  —  (fi)  +  «sm(f/i  —  f/2)] . 

r2(cosy2  +  2smy2)       »•2 

Kieeprt,  Differential -Reciinung.  31 


482  §  106.    Unendliche  Reihen  mit  complexen  Gliedern. 

§  106. 

Unendliche  Reihen  mit  complexen  Gliedern. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  113  imd  114.) 
Erklärung.     Eine  unendliche  Reihe 

(«0  +  hoi)  +  (öl  +  b^i)  +  (oo  +  b-ii)  +  •  •  • , 
hei  der  die  einzelnen  Glieder  complexe  Grössen  sind,  heisst  con- 
vergent,  loetm  die  reellen  Theile  ujid  die  Factoren  der  imaginären 
Theile  für   sich   zwei  convergente  Reihen  bilden ,    wenn  also  die 
Reihen 

^    =    öo  +    «1    +   «2   +     •  •  •  ' 


^^'■'  l    ^  =  5o    +    ii   -f  ^2  + 

convergent    sifid:    und  zwar  heisst  sie    „unbedingt   convei'geni" , 

wenn  A  und  B  unbedingt  convergente  Eeihen  sind.     Ihre  Summe 

wii'd  sich  dann  derselben  Grenze 

(2.)  Sz=A  +  Bi 

nähern,  wie  man  auch  die  Glieder  der  Eeihe  anordnen  mag. 

Satz  1.  Eine  Reihe  {mit  reellen  oder  complexen  Gliedern) 
ist  unbedingt  convergent^  wemi  die  Summe  der  absoluten  Beträge 
convergirt. 

Beweis.    Ist 
(3.)     r^  =    öo  -f  bai  ' ,     ^'i  =  '  «i  +  *i«  | ,     r^  =  \  a2  +  b2i'  . .., 
so  convergii't  nach  Voraussetzung  die  Reihe 

^•O  +  ?-l  +  '•2  H . 

Nun  ist  aber 

ro^\bo,     ri^bi,     ro^l  hol, ... , 
folglich  sind  die  Eeihen 

i   «0  I   +   I  «1  i    +   j  fl'2  [   H , 

l*o!  +  |Äl|   +   1*21    +••• 

erst  recht  convergent,  d.  h.  die  Eeihen 

ÖQ  +  «1  +  Ö2  +  ■  •  •    und    ^0  +  *i  +  ^2  +  •  •  ■ 
sind    nach  Formel    Nr.  113    der    Tabelle    wibedingt  convergent. 
Deshalb  gilt  auch  dasselbe  füi^  die  Eeihe 
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(«0  +  hi)  +  (öTi  +  bii)  +  («2  +  hi)  -f  •  •  • . 
Der  Wortlaut  dieses  Satzes  stimmt  genau  überein  mit  dem 
letzten  Satze  in  §  54  (S.  248,  vergl.  auch  Formel  Nr.  113  der 
Tabelle) ;  dort  handelte  es  sich  aber  nui^  um  Reihen  mit  positiven 
und  negativen  reellen  Gliedern ,  während  hier  die  einzelnen 
Glieder  complexe  Grössen  sind. 

Umkehrung.  Ist  eine  Reihe  mit  complexen  Gliedern  unbedingt 
converfjent,  so  contergirt  auch  die  Summe  der  absoluten  Beträge. 

Beweis.  Unter  Benutzung  derselben  Bezeichnungen  wie  in 
Satz  1  convergiren  nach  Voraussetzung  die  beiden  Reihen 

I  «0  I    +   I  «1  I   +  I  «2  I   H 

und 

|&oi  +  |ÄiH-l*2| +  •••■; 
deshalb  convergirt  auch  die  Reihe 

(  ^'0  +  i*o:)  +  (  «iJ  +  l^'i|)  +  (!ö2|  +  |52!)  +  --', 

die  nur  positive  Glieder  enthält.  Nach  Satz  1  in  §  105  ist  aber 
der  absolute  Betrag  einer  Summe  (gleich  oder)  kleiner  als  die 
Sunnne  der  absoluten  Beträge,  es  ist  also 

^•o  =  I  «0  +  ^0«  i  ^  i  «0  I  +  I  *o  1  , 

n  =  '  ai  +  öl«  j  ^  i  «1  I  +  I  öl  I  , 

t'l  =   '  f/o   +  Ö2«  I  S  I  «2  !    +  I  Ö2  I  , 


folglich  ist  die  Reihe 

^'o  +  ^'i  +  ^'2  H 

erst  recht  convergent. 

Auch  die  Sätze,  welche  m  §  55  für  die  Addition,  Subtrac- 
tion,  Multiplication  und  Division  zweier  unhegingt  concergenten 
Reihen  und  über  die  Wurzelausziehung  aus  Reihen  mit  reellen 
Gliedern  bewiesen  wm^den,  lassen  sich  jetzt  auf  Reihen  mit 
complexen  Gliedern  übertragen.  Dadurch  erhält  man  die  folgen- 
den Sätze: 

Satz  2.     Sind 

(4.)     U  =i  uq  ■\-  u^  -\-  U2  -\-   ••■     u?id     V  =  Vo  -\-  Vi  -\-  V2  -i-  " • 
zwei    {bedingt    oder   unheditigt)   convergente  Reihen,    so    loerden 
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diese    Reihen    addirt,     indem    man    die    gleichstelligen     Glieder 

addirt;  es  wird  also 

(5.)       Cr+  F=  (Wo  +  vo)  +  (wi  +  V,)  +  (W2  +  f,)  -^  ••■ . 

Ebenso   findet   man   für   die  Subtraction   der  beiden    con- 
vergenten  Reihen 
(6.)         J7—  F  =  (wo  —  fo)  H-  (wi  --  V,)  +  («2  —  tJ2)  H . 

In  derselben  Weise  kann  man  auch  die  algebraische  Summe 
von  drei  oder  mehr  convergenten  Eeihen  mit  complexen  Gliedern 
bilden. 

Satz  3.     Sind 

(7.)     Z7=  Mo  -f  Ml  +  u-2  +  •  •  •     und     V  =  Vo  -{■  Vi  +  ^"2  +  •  •  • 
zicei   unbedingt  convergente  Reihen    (deren   Glieder  jetzt    auch 
complex  sein  dürfen),  und  ist 

Wq  =  UoVo, 

Wi  =  Mofi   +   Mi^O, 

tCo  ■=  U0V2  -j-  Ulli  +   W2^"0j 


SO  ist  auch  die  Reihe 

Wo  +  Wl   +  «^••2  +   •  •  • 

imhedingt  convergent^    und  ihre  Summe   W  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte   UV  der  Summen  der  leiden  ersten  Reiheti. 
Beweis.    Nach  Voraussetzung  sind  die  Reihen 

I  «<o  !  -r  I  «1  !  +  I  W2 1  +  •  •  •     und     \vo\-\-\vi\+\v2'  +  •" 

convergent.  Bezeichnet  man  ihre  Summen  bezw.  mit  U'  und  V, 
und  mit  W  die  Reihe,  welche  dm-ch  Multiplication  der  beiden 
Reihen  V  und  V  entsteht,  so  kann  man  in  diesen  drei  Reihen 
die  Summen  V'n ,  V\, ,  JV'„  der  n  ersten  Glieder  absondern  und 
findet  ebenso  wie  in  §  55,  dass 

U'„  V'n W'n  =  [Un-i\  •'[  On-l]  +  (|  «^«-2!  •  [t^n-l\  +  |m„_i,  .  0„_2  )H 

+  (|Ml'.'ü,i_ll-f-|M2'.'f„_2H hIWn-2!.!«'2'4-lw„_i'.'i;ii) 

=    I  Un-i  l\-:\  +  (I  Un-2  0,i-i  ,  +    M„_i  f„_2  )-\ 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein  wird:  folg- 
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lieh  wird  nach  den  Sätzen  des  vorhergehenden  Paragraphen  der 
absolute  Betrag  von 

+  {uiVn-l  +  UoVn-2  H h  Wn-2«>2    +  «^;.-l«l) 

erst  recht  beliebig  klein,  denn  der  absolute  Betrag  einer  Summe 
ist  kleiner  als  die  Summe  der  absoluten  Beträge.  Es  wird  daher 
<8.)  Um  TFn  =  lim  Un  F„  =  UV. 

«:=00  «=CX3 

Dabei  ist  auch  ico  +  tvi  -\-  ivo  -\-  •  ■  •  wibedingt  cotivergent; 
denn  ersetzt  man  die  G-rössen  wo,  i-h,  u.i,  . . . ,  t^o,  «^i,  «'"2,  •  •  •  durch 
ihre  absoluten  Beträge,  so  verwandehi  sich  die  Grössen  wa,  wi, 
W'2. ...  in  tc'o,  w'i,  zv'2, . . . ,  und  es  wii-d 

I  «^0  I  =  io'o,      i  iVi  1  ^  lo'i ,      i  ^2  I  ^  «^'2, 

Jetzt  ist  die  Reihe  w'o-\-tv'i  +  iü'.y-i —  convergent,  folglich 
ist  die  Reihe 

i  ««0 '  +  I  ««1  i  +  !  «^2 1  +  •  •  • 
erst  recht  convergent. 

Daraus  ergiebt  sich  dann  auch  ohne  Weiteres,  wie  man 
das  Product  von  drei  oder  mehr  unbedingt  convergenten  Reihen 
bilden  kann. 

Macht  man  die  Factoren  eines  solchen  Productes  sämmtlich 
einander  gleich,  so  erhält  man  die  Fotenz  einer  Reihe.  Ist 
z.  B.  wäeder 

(9. )  ?7  =  Wo  +  «^1  +  Wo  +  •  •  • 

eine  unbedingt  convergente  Reihe,  so  wird  auch 

(10.)  U'"  =  A  +  ^1  +  .42  +  ^3  -i 

eine  unbedingt  convergente  Reihe.  Für  die  Bildung  der  ein- 
zelnen Glieder  A^,  Ai-,  A2,  A^, . . .  gilt  auch  hier  die  in  §  55 
be\^iesene  Recursionsformel 

(11.)     nuoAn  -{■  [n- —  (m  -f  l)]uiAn-i  -^  [n  —  2(m  +  l)]u2An~2 
+  [n  —  S{m  +  l)]usAn-s  +  •  •  •  +[w— («  — 1)  {m  +  l)]un-iAi 

-\-  [n  —  ?i(m  +  l)]unAo  =  0. 

Aus  der  Multiplication  ergiebt  sich  durch  Umkehrung  auch 

die  Division,  und  aus  der  Potenzirimg  ergiebt  sich  durch  Um- 


486  §  107.     Functionen  einer  complexen  Veränderliclien. 

kelirung  die  Wurzelausziehung.  Dabei  gelten  auch  hier  die- 
selben Beziehungen  und  Gleichungen  wie  die  in  §  55  für  Reihen 
mit  reellen  Gliedern  aufgeführten.  Bei  der  Uebertragung  der 
Wurzelausziehung  auf  Reihen  mit  complexen  Gliedern  ist  nui' 
noch  zu  beachten,  dass  die  Grösse 

(12.)  Uü  =  '-^/Aü 

nach  Formel  Nr.  169  der  Tabelle  m  verschiedene  Werthe  besitzt. 


§  107. 

Functionen  einer  complexen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Xr.  170.) 

Da  man  die  Operationen  der  Addition,  Subtraction,  Multi- 
plication  und  Division  bei  complexen  Grössen  in  derselben  Weise 
ausführen  kann  wie  bei  reellen,  so  kann  man  auch  ganze  und 
gebrochene  rationale  Functionen  von  einer  complexen  Veränder- 
lichen 

(1.)  z  =  X  -\-  yi 

bilden.    Eine  solche  Function  kann  immer  auf  die  Form 
(2.)  f{z)  =f{x  +  yi)  =  (f{x,  y)  +  iip{x,  y)  =  m  +  ci 

gebracht  werden,  wenn  man  die  Operationen,  welche  dui'ch  die 
Bildung  der  Function  gefordert  werden,  T\iiklich  ausführt.  Da- 
bei sind  (f{x,y)  und  ^>{^,y)  wieder  rationale  Functionen  der 
beiden  Veränderlichen  x  und  y,  die  nui'  reelle  Grössen  enthalten. 

Auch  irrationale  Functionen  von  x  -\-  yi  kann  man  bilden, 
da  es  möglich  ist,  bei  jeder  complexen  Grösse  n  Werthe  der 
Wurzel  w*®°  Grades  anzugeben.  Ausserdem  kann  man  noch 
transcendente  Functionen  von  x  +  yi  dui'ch  convergente  Reihen 
erklären.    Beispiele  hierzu  bieten  die  Reihen 

1  a-  ^  +  y*  _L  (^  +  y^'^  .  (^'  +  y^^^  4. 

"^      1!  2!  3!  ' 

X  -i-  yi      {x  -f  ye7       {x  +  ytf  _   , 

1!  3!        "^        5!  "^■■■' 

{x  -f  yij-       (x  +  yif 

^ — h  •  •  • 


2!         '         4! 
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u.  s.  w.,  welche  bezw.  in  e^,  sin.r,  cos:r  übergehen,  wenn  y  gleich 
0  wii'd.  Diese  Reihen  sind  auch  convergent,  weü  die  Summe 
der  absoluten  Beträge  convergirt.  Auf  die  so  gebildeten  Func- 
tionen lassen  sich  ohne  Weiteres  alle  Erklärungen  und  Sätze 
ausdehnen,  welche  in  der  Differential-Eechnung  für  Functionen 
von  einer  reellen  Veränderlichen  gegeben  worden  sind.  Handelt 
es  sich  z.  B.  um  die  Bildung  der  Ableitung  von  z'%  so  findet 
man  in  derselben  Weise  wie  bei  reellen  Veränderlichen 

-^  =  lim =  lim  (zi*'-^  +  zz^^-''  -\ 1-2»  2.,  +  ^"-i) 

wobei  zi  =  xt  -j-  y^i  sich  dem  Werthe  z  :=  x  +  yi  beliebig  nähert, 

indem  sich  xi  dem  Werthe  x  und  y-,  dem  Werthe  y  beliebig 

nähern.     Dabei  ist 

(3.)         dz=:  dx  -\-  idy,    df{z)  =  d{u  -\-  ci)  =  du  -{-  ido, 

so  dass  man  es,  abgesehen  von  dem  Factor  i,  auch  hier  nur 

mit  den  Differentialen  reeller  Grössen  zu  thun  hat. 

Bemerkens werth  sind  hier  aber  noch  die  folgenden  Formeln. 

Man  kann/(2)  als  Function  der  beiden  Veränderlichen  x 
und  y  betrachten  und  erhält  deshalb 

dfi^^dfi^^dz^      df{z)^df{z)dz^ 
dx  dz      dx         dy  dz      dy 

oder 

Dies  giebt 

(5.)         sm+i^A^,^ 

^    ^  dx  dy  ^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2.) 
f„  V  du  ,    .00,    .du      do 

also 

,    .  du dv      du  dv 

dx~dy^dy~      dx' 
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§  108. 

Zusammenhang  der  Exponential-Function  mit  den 
trigonometrischen  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  171—179.) 

Es  sei  eine  Function /(z)  erklärt  duixli  die  Gleichung 

(1.)  •>^(")=^  +  f!  +  ll+3'!  +  ""' 

wobei  z  jetzt  auch  complexe  Werthe  x  +  yi  haben  darf. 
Multiplich^t  man  diese  Reihe  mit 

(2.)  ■>^^^')=l  +  r!  +  2l  +  3l'^""' 

so  erhält  man 

(3.)  f{z)  .f{zx)  —  Wo  +  Wi  +  ?t-2  +  •  •  •  ? 

wobei  nach  Formel  Nr.  114  der  Tabelle 

C  2i  Z  +  Zi 

Wo=l,       W,=   --\-    —=    ~^, 

Z''       ^       Z  2.  Zy^  22  J^   2ZZ,    +  Z^  (z  +  Z^f 

«^•2  =  TTT  +  TT  •  TT  +  ir.  = 


2!       l!     l!        2!  2!  2! 


'''"""  ^n"  "^  (;i  — 1)! '  TT  "^  {n—2)\ '  "2!  "^ 


?e!  L  1 


wf«  —  1) 


2!  '     '        J 

n\ 
whd.     Deshalb  ist 

(4.)  /  ^z)J  [.-0  =  1  +  ^-p  H ^^ 1 ^-| 1 =  /  z+^i)' 

Beschränkt  man  z  und  zi  auf  reelle  Werthe,  so  wii'd 

/(^)  =  ^^    f{^i)  =  e\    Az  +  z,)  =  e'+--^, 
und  Gleichung  (4.)  giebt  die  bekannte  Eelation 
(5.)  e' .  e'i  =:  e-+=». 
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Man  bezeichnet  nun  die  durch  Gleichung  (1.)  erklärte 
Function  /(r)  auch  dann  noch  mit  e~  und  nennt  sie  ,,  Expotieniial- 
Function'\  wenn  z  beliebige  complexe  Werthe  annimmt,  obgleicli 
dann  z  kein  eigentlicher  Exponent  mehr  ist.  Es  ist  also  bei 
dieser  Erweiterung  des  Begriffes  die  Function  e=  nicht  mehr  als 
eine  Pote7iz  aufzufassen,  sondern  als  die  Eeihe 

i  +  r!  +  i  +  ^!  +  -- 

Wie  aber  soeben  gezeigt  wurde,  gilt  auch  dann  noch  die 
Gleichung  (5.\  in  welcher  das  Additionstheorem  der  Expouential- 
Functiou  ausgesprochen  ist. 

Um  zu  untersuchen,  welchen  Sinn  e=  für  complexe  Werthe 
von  z  hat,  setze  man  zunächst  a:  =  0,  also  z  —  yi\  dann  wird 

=  cosy  +  i%mi). 

Ebenso  luidet  man  füi-  a:  =    -  iß 

(7.)  e-y'  =  cosij  —  ismi/. 

Daraus  folgt 

ey*  +  e-v'           .            e'J'  —  e^y* 
(8.)  cosy  = ,     smy  = -^ —  • 

Setzt  man  jetzt  z  =  x  -{-  yi,  so  wii'd  nach  Gleichung  (5.) 
(9.)  e^+J"'  =  e^ey'  =  e^(cosy  +  isiny). 

Aus  diesen  Beziehungen  ergeben  sich  auch  mit  gi^osser 
Leichtigkeit  die  i¥o/e;re'schen  Formeln  (vergl.  die  Formel-Tabelle 
Nr.  165  bis  169). 

Setzt  man  nämlich 

e=^i  =  ri ,  e^-  =  ro ,     also     e^i+-^2  =  riVo ,   e""^-  ^.'  =  -A  , 

so  wii'd 

gj^i+j/i»  =  ri(cosyi  -f  isinyi), 

ßX-A-yx  =  7-2  (cos  2/2  +  «sinyo); 
deshalb  folgt  aus  Gleichung  (5.) 

e^i+2/i''ii .  e^'+y'i  =  e(-^i+^-)+(yi+y2^' 
oder 


ro 
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(10.)  ri(cos?/i  +  isinyi)  •  ^"2(0081/2  +  «sin  1/2)  = 

n^-2[cos(y,  +  2/2)  +  «sin(yi  +  1/2)]. 
Dadurch  mrd  Formel  Nr.  165  der  Tabelle  bestätigt. 
Ferner  folgt  aus  Grleichung  (5.) 

oder 

(11.)  e-=^-y'  =  -^:j-  =—  (cosy  -  tsiny); 

deshalb  wird 

oder 

/■.o\    ?'i(cosyi  +  «sinvi)      ^'i  r      /  x   .    ••   /  m 

(13.)   -4 —  •  •     \  =  -    [cos  (vi  —  2/2)  +  «sm(yi  —  2/2)]. 

^     ^    r2(cosy2  4- «smy2)      ^•2  -^ 

Dadurch  wird  Formel  Nr.  168  der  Tabelle  bestätigt. 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  Additionstheorems  ergiebt 
sich  das  MultipUcationstheorem  der  Exponeutial-Fimction,  das 
in  der  Gleichung 

(14.)  (eV')"  =  «"'/"■ 

ausgesprochen  ist.  Diese  Gleichung  enthält  aber  zugleich  auch 
das  MultipUcationstheorem  der  trigonometrischen  Functionen, 
denn  sie  kann  auch  in  der  Form 

(cosy  +  e'siny)'*  =  cos(wy)  +  esin(«y') 
geschrieben  werden  und   liefert  dann  die  Formeln  Nr.  167  der 
Tabelle,  nämlich 

cos(wy')  =  cos"y  — (    jcos"~^ysm2^ 
(15.)  \  +f  ^  jcos"-Vsin*f/> 1 , 

sin  {n(f)  =  ( .  )  cos"-* 9)  sin  ^  —  (    \  cos"-^^)  sin^^  H . 

Besonders  zu  beachten  ist  es  noch,  dass  aus  Gleichung  (6.) 
für  y  =  2tc,  ^rt,  . . .  2h7i 

(16.)  e2;i.  _  2  ^       ßini  _  1^       _  gUni  _  i 
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folgt,  wenn  h  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ist.    Ferner  wii-d  deshalb 

(17.)  gz^Urti  __  qZ  ^  gihni  _  gö^ 

Die  Exponential- Function  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
sich  ihr  Werth  gar  nicht  ändert,  wenn  man  die  Veränderliche  z 
um  ein  Vielfaches  von  '2ni  vermehrt.  Man  nennt  deshalb  2Tti 
eine  ^^Periode  der  Exponential  -  Function"  und  e^  selbst  eine 
^^periodische  Function".  In  ähnlicher  Weise  sind  auch  die  trigono- 
metrischen Functionen  periodische  Functionen,  und  zwar  ist  ihre 
Periode  27r;  denn  sie  ändern  ihren  Werth  nicht,  wenn  man 
den  Werth  der  Veränderlichen  um  ein  Vielfaches  von  2tc  ver- 
mehrt. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

(18.)      e'/"'  =  COSf/i  +  isrntp  =  s,      e~'P'  =  COS(f  —  ismrp  =  t, 

so  wird 

i    s  -^  t  =  2cosf/',    s  —  t  =  2ismff,    sf,  =  1, 

1 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  erhält  man  dann 

oder,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  je  zwei 
Glieder  mit  einander  vereinigt,  von  denen  das  eine  ebenso  weit 
vom  Anfange  wie  das  andere  vom  Ende  absteht, 

(5  -f  ^)2»  =  (ä2h  _|.  t-n^  ^/^'^\st(^s^n    2  _^  ^2«-2) 
+   C^J^V2^2(^2H-4  _|.  j;2»-4^    ^  ... 


(19.)      -j  s»"  +  ^»^  =  e""P'  +  e-"*'P'  =  2cos(m</)), 

gm  __  fm   _  gmcpi  __  ^-mtpi  _  2  2Sin(m^) 
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Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (19.) 
(20.)     22«(coSf/)2'^  =  2cos(2wy)  +  ("1^)2  cos  {2n  —  2)(f 

+  Q'^2cos(2w  — 4)r/  +  .-• 

+  („^'>cosC2.)H-C^:). 

Ebenso  findet  man 
(21.)  22«+i(cosr/)2"+' = 

2cos(2w  +  Ijr/ +f       7^    j2cos(2/i— 1)9)  H 

Bildet  man  jetzt  in  ähnlicher  Weise 

so  findet  man  mit  Eiicksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (19.) 
(22.)     (—  l)"22«(sinyO^"  =  2cos(2wf/)  —("^j  2  cos  (2/?  —  2)9- 

+  (j^'^  2  cos  (2/e  —  4)y  —  +  .  •  • 

+  ^~  1^""C  ^-  l)2^««(2r/)  +  (-  -  1)"  Q. 
Dagegen  mrd 

(S—  0^""^*  =  (*-""^'  —  ^-"+')  —  P^^  "^  ■^\^(52"-l  —  ^2n-l)  -^ 

+  (—  iy(^^  "^  ^^5»^"(S^    0- 
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Berücksichtigt  man  jetzt  wieder  die  Gleicliungen  (18.)  und 
(19.)  und  dividirt  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  i,  so  erhält 
man 

(23.)  (—  1)"  22"+i  (sin  r/)2"+i  = 

2  sin (2w  -\-l)(p-~C^^'T    )  2  sin {2n      l)(p  -]- 

+  (-  l)«-^(^J_"*:j^)2sin(3r/)  +  (-  ir(^''^  ^)2sin9P. 


Bemerkungen. 

1.  Dem  Anfänger  wird  di-ingend  empfohlen,  diese  Formeln  durch 
Zahlenbeispiele  einzuüben,  also  die  Ausdrücke  für  cos-'p,  sin^^p,  cos^cp, 
sin^ff,  cos4(/),  sin^f/), . . .  wirklich  zu  bilden. 

2.  Die  vorstehenden  Formeln  finden  in  der  Integral- Rechnung 
eine  wichtige  Anwendung. 


§  109. 

Logarithmen  der  complexen  Grössen. 

(Vergl.  die  Formel- TabeUe  Nr.  180  und  181.) 

Nach  Gleichung-  (9.)  des  vorhergehenden  Paragraphen  war 

(1.)  e^'^y'  =  e^  .  eS"'  =  e'^(c0S3/  +  «sin?/)  =  u  +  vi, 

wo 

(2.)  u  =  e^cos?/,     V  =  e^'siny 

reelle  Grössen  sind.  Hierbei  waren  x  und  y  ganz  beliebige 
Grössen.  Man  kann  aber  auch  die  Gleichung  (1.)  befriedigen, 
wenn  die  Grössen  u  und  v  beliebig  gegeben  sind,  denn  aus  den 
Gleichungen  (2.)  folgt  dann 


(3.) 


g2x  =  e^2  _|.   ^.2^       oder       X  =  \  In  («2  -f   ü2), 


tgy  =  ~  '  oder    y  =  arctg(^^) , 

wobei  man  den  Werth  von  y  so  bestimmen  muss,  dass 


2 

< 

y 

< 

n, 

TT 

< 

y 

< 

S7t 
2 

< 

y 

< 

271, 
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0  <  y  <  -X-  5  wenn  m  >  0,  t-  >  0, 
,,  w  <  0.  f  >  0, 
,        w  <  0,  ü  <  0, 

,,        u  >  Q,  V  <  0 

ist,  damit  die  Gleicliungen  (2.)  befriedigt  werden. 

Für   reelle  Grössen  war   nun   der   natürliche  Logarithmus 
einer  Zahl  a  der  Exponent,   zu  welchem  die  Basis  e  erhoben 
werden  muss,  damit  man  a  erhält,  d.  h.  aus  der  Gleichung 
e"  =  a     folgte     u  =  Ina. 

Man  erkennt  aus  dem  Vorstehenden ,  dass  man  diese  Er- 
klärung jetzt  ohne  Weiteres  auf  complexe  Grössen  ausdehnen 
kann,  indem  man  aus  Gleichung  (1.)  die  Gleichung 

(4.)  a:  -\-  yi  =  hl  {u  +  vi) 

ableitet.  Dabei  tritt  aber  der  äusserst  bemerkenswerthe  Umstand 
ein ,  dass  der  Logarithmus  von  u  +  vi  wiendlich  viele  Werthe 
haben  kami,  denn  nach  Formel  Kr.  175  der  Tabelle  wii'd  füi- 
gauzzahlige  Werthe  von  h  auch 

(5.)  ^x^yi^lhni   =xi  J^  ci. 

Dies  giebt 
(6.)  ln(«  -f  ci)  =  X  -]-  t/i  -{-  2hni. 

Liegt  y  z"\nschen  —  n  und  -f  tt  ,  so  nennt  man  z  +  yi 
den  „Huuptwerth  von  ]]i{u -\- viy.  Aus  diesem  gehen  alle 
übrigen  Werthe  von  ln(w  4-  vi)  durch  Addition  emes  ganz- 
zahligen Vielfachen  von  2Tii  hervor. 

Aus  der  Gleichung 
(7.)  e^'  =  cos  TT  +  isinn  =  —  1 

folgt  z.  ß. 

(8.)  In  (—  1)  =  ni  +  2hm  —  {2h  +  l)ni. 
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§   110. 

Zusammenhang  der  Functionen  \nx  und  arctgx. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  182.) 

Nach  Formel  Nr.  98  der  Tabelle  ist  für  —  1  <  a:  <  +  1 

I  111(1+ a:)=^ 

(1.) 

ln(l  — a;)  =  - 

also 

Damals  war  x  eine  reelle  Grösse;  jetzt  gelten  aber  die  zur 
Herleitung  dieser  Eeilienentmckelung  nothwendigen  Voraus- 
setzungen auch  noch ,  wenn  x  eine  compUxe  Grösse  ist ,  deren 
absoluter  Betrag  kleiner  als  1  bleibt.  Setzt  man  z.  B.  a;  =  ^e, 
wo  if  eine  reelle  Grösse  zwischen  —  1  und  + 1  sein  möge ,  so 
erhält  man 


— 

.r2 
2 

+ 

x^ 

— 

x^ 
4 

+ 

X 

x^ 

x^ 

a;* 

1 

2 

3 

4 

Dies  giebt  aber  nach  Formel  Nr.  104  der  1 
(4.)  ln(^-^)=2earctg^. 


XIV.  Abschnitt. 

Wurzeln  einer  algebraisclien  Gleichung 

f{x)^0.  , 

§  111. 

Existenz  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 

f(x)  =  0.     Zerlegung  einer  ganzen   rationalen  Function 

^iten  Grades  in  n  lineare  Factoren. 

Eö  sei 

(1.)       f{x)  =  ax"  +  uix"  1  +  aga;'*"-  H h  On-ix  +  a,i 

eine  ganze  rationale  Function  w'***  Grades  von  x,  wobei  die 
Coefficienten  a,  oi,  «2,  •••«»»  reelle  oder  complexe  Grössen  sind; 
nur  werde  zunächst  vorausgesetzt,  dass  a  von  Null  verschieden 
sei,  dann  nennt  man 

f{z)  =  ax^  +  a,a:"-^  +  a^x'"-'^  -\ \-  Un-iX  +  a„  =  0 

„eine  algebraische  Gleichung  w**"  Grades". 

Ist  nun  f{x)  für  irgend  einen  reellen  oder  complexen  Werth 
von  X  nicht  gleich  Null,  so  kann  man,  wie  sich  streng  nach- 
weisen lässt,*)  die  complexe  Grösse  h  stets  so  bestimmen,  dass 

!/(.:  + Ä)|<|/(rr)| 

wird.  Auf  diese  Weise  kann  man  nach  und  nach  andere  und 
andere  Werthe  von  x  finden ,  für  welche  |  f{x)  \  kleinere  und 
kleinere  Werthe  annimmt,  bis  schliesslich 


*)  Der  strenge  Nachweis  möge  hier  übergangen  werden,  damit  der 
Umfang  dieses  Lehrbuches  nicht  allzu  gross  werde. 
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lim  \f{cc)  1  =  0,     und  deshalb  auch    lim/"(rc)  =  0 
wird.    Ein  solcher  Werth  von  x  wird  „eine  Wurzel  der  alge- 
braischen Gleichung  f(x)  =  0"  genannt.    Es  gilt  also 

Satz  1.     Jede  algebraische  Gleichung  besitzt  JVurzeln, 
Ist  xi  eine  Wui^zel  der  Gleichung  y(a-)  =  0,  so  wird 

(2.)    /(ari)  =  aÄ-i»*  +  a^xi''-^  +  aarri"-^  +  ■  •  •  +  «..-i-ri  +  ««  =  0. 
Subtrahii't  man  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  von  einander, 

so  erhält  man 

(3.)    f{x)  ~f{xy)  =f{x)  =  a(x''  —  a:i")  +  ^^(a:«-  ^  -  Xy^^)  + 

oder  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

(3a.)  f{x)  =  {x  —  a:i)[a(a;«-i  +  tria;«-^  _j_  ^r^x""-^  ^ +  .ri"-i) 

+  c/i(a;"-  -  +  xyx''-^  +  a-i^a:"-"  H 1-  x^'-'^) 

+ 

+  iin^iix  +  a-i)  +  a„_i]. 

Bezeichnet  man   die    ganze   rationale  Function   {n  —  1)*^'^ 
Grades  in  der  eckigen  Klammer  mit/i(2:),  so  wird  daher 

(4.)    f{x)  =  {x-x,)flx)^{x  —  x;){ax''-^^b,x'-''--^  •••  +  ön- l), 

wobei 

^1  ^  ax]^  -\-  «1 ,     b-i  =  ax\-  +  ayX\  +  a^^ .... 

Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Satz  2.  Ist  Xi  eitle  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0,  so  ist 
fix)  durch  den  Factor  x  —  Xi  ohne  Rest  theilbar. 

Nach  Satz  1  hat  jetzt  auch  die  Gleichung  {n  —  1)*^'!  Grades 
/i(:r)  =  0  eine  Wurzel ,  die  x^  heissen  möge ;  dann  ist  nach 
Satz  2 

(5.)  fi{x)  =  {X—  Xi)  f2{x) , 

wobei 

f,{x)  =  ax"-^  +  Cia;«-3  +  ca^;"^^  -\ \-  c„_2 

eine   ganze  rationale  Function  (n  —  2/'^'^  Grades   ist.     Ebenso 
findet  man  die  Gleichungen 

Kiepert,  Differential- Eeclmung. 
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(6.)  /^{z)  =  (x  —  xs)  f\{x)  =  {x—xz)  (aa;"-3  +  d^x'^-'  +  •  •  •  +(/»-3), 
(7.)  fz{^)  =  ix—Xi)fi{x)  =  {x  —  Xi){ax^''^  +  e,x''-'=  +  ■■■  +  e„_4), 

(8.)  fn^iix)  =  {Z--  Xn-l)fn-l{x)  =  {x  —  Xn-i){ax  +  Jc), 

(9.j  fn-\{x)  =  a{x  —  x,i),     wobei    a:„  = 

ist.  Multipliciil  man  die  Gleichungen  (4.)  bis  (9.)  mit  einander 
und  hebt  die  Factoren 

.f\(x\    f.{x),    fz{x),...fn-i{x) 
auf  beiden  Seiten  fort,  so  erhält  man 
(10.)        f{x)  =  a{x  —  Xi)  {x  —  x^  {x  —  xz)---{x--  x»)- 
Daraus  folgen  die  Sätze: 

Satz  3.  Jede  ganze  rationale  Function  ?/*"  Grades  laust 
sich  in  n  lineare  Factoren  (d.  h.  Factoren  ersten  Grades)  zer- 
legen. 

Satz  4.     Jede  Gleichung  n*^"*^  Grades  hat  genau  n  Wurzeln. 
Aus  Gleichung  (10.)   ersieht   man  nämlich,   dass  /(.r)  =  0 
wird  für  die  n  Werthe 

und  dass  /"(a:)  füi'  keinen  anderen  Werth  von  x  verschwinden 
kann.  Denn  wäre/(a;)  =  0  f ür  a;  =a:„-|.i,  wobei  ar„+i  von  a-i,  2:2, 
xz^...  Xu  verschieden  sein  soll,  so  würde  aus  Gleichung  (10.)  folgen 

(^11.)     a{xn^i  —  ^i)(a:»+i  —  a:2)(a;„+i  —  2:3)  . . .  (a;„+i  ^  a;„)  =  0. 

Dies  ist  aber  ein  Widerspruch,  denn  nach  Voraussetzung 
sind  sämmtliche  Factoren  dieses  Productes  von  0  verschieden. 

Lässt  man  die  Voraussetzung,  dass  a  von  Null  verschieden 
sei,  fort,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (11.),  dass  a  =  0  sein 
muss,  und  dass  sich  fix)  auf  die  rationale  ganze  Function 
{n  —  l)^en  Grades 

«l^"~*   +  «2^""^   +   •  •  •  +   (J'n-vX  +   a,, 

leducii^t,  welche  für  mehr  als  n  —  1  Werthe  von  x  versch^mdet. 
Daraus  würde  man  wieder  schliessen ,  dass  auch  ai  =  0  sein 
muss.    Indem  man  diesen  Schluss  wiederholt,  findet  man 
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Satz   5.      Verschioindet    die   ganze    rationale    Function    w**" 
Grades 

f\x)  =  ax''  +  aix"-^  -\ f-  a„_i.r  +  a„ 

für  rriehr   als  n  verschiedene   Werthe   von  x,   so  müssen  sämmt- 
liche  Coefßcienten  a,  ai,  a^,  ...  cin—i,  ^n  gleich  0  sein. 
Daraus  ergiebt  sich  auch  der 
Satz  5a.     Sind  zwei  ganze  rationale  Functionen 

F{x)  =  Ax''  +  A^x''   1  H \-  An-ix  +  Au 

und 

G{x)  =  Bx^  +  J^iä;»-^  + h  Bn-ix  +  Bu 

für  mehr   als   n   Werthe  von  x  eina?ider  gleich ,   so   müssen  die 
gleichstellig 671   Coefßcienten  einander  gleich  sein,   d.  h.  es  muss 

A  =  JD,     Ai  =  ßi ,  ...  A,i—\  =  Bn—i ,     Au  =  Bu 
sein.    Der  Beweis  folgt  aus  Satz  5,  indem  man 

Fix)  ~  G{x)  =f{x), 
also 

A  —  B==a,  Ai  ~-Bi=ai,...Au-i  —  Bn-i=:an-i,  An  —  Bn  =  an 
setzt. 


§  112. 

Gleiche  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung. 

Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  unter  den  n  Wui-zelu  xi, 
xi,  ...Xu  einer  Gleichung  «'*'*  Grades  auch  etliche  einander 
gleich  sind.  Ist  z.  B.  x^  =  xi,  so  wird  nach  dem  Vorstehenden 
(1.)  f{x)  =  {x-x,fj\{xl 

(2.)  fix)  =  2{x  -  x,)f,(x)  +  (^  -  ^iff'-2ix) 

=  {x  —  x,)[2Mx)  +  {x  —  x,)f'2ix)] , 
oder,  wenn  man  den  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  mit  ff(x) 
bezeichnet, 

(2a.)  f'{x)  =  (x-xM^), 

d.  h.  xi  ist  dann  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung 

fXx)  =:  0. 

32* 
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Dieses  Resultat   kann   man   noch  verallgemeinern.    Ist  a-i 
eine  «-fache  Wurzel  von  f{x)  =  0,  ist  also 

^1  =  ^2  =  ^3  =  •  •  •  =  ^«  j 

SO  wird  nach  dem  Vorstehenden 

(3.)        f{x)  =  {x  —  x,yfa{x), 

(4.)        fix)  =  «  (a:  —  x.y- «/«  {x)  +  {x  —  XiYf'a  {x) 

=  (rr  -  ^0— [«/«  (^)  +  (^  -  ^0/'«  (^)] , 
oder,  wenn  man  den  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  wieder 
mit  (f{x)  bezeichnet, 
(4  a.)  ./  '{x)  =  (3-  —  xiY-'(f(x). 

Dies  giebt  den 

Satz.  Ist  xi  eine  a -fache  Wurzel  der  Gleichung  f{x}  ^  Q^ 
so  ist  xi  eine  (a  —  1)  -fache  Wurzel  der  Gleichung  f'{x)  =  0, 
eine  (a  —  2) -fache  Wurzel  der  Gleichung  f"{x)  =  0  ,  ...  imd 
eine  einfache  Wurzel  der   Gleichung  f^"-~^^  (x)  =  0. 

Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist  der,  dass 

a„  =  0 ,     a„_i  =  0 ,     a„_2  =  0,  ...  Un—a+i  =  0 
wird;  dann  reducirt  sich  die  Gleichung  des  w'*"  Grades  auf 

(5.)  f(x)  =  ax''  +  a,x»-'  + f-  ün-aX"  =  0 

und  hat  die  «-fache  Wurzel  x  =  0. 

Setzt  man  a:  =  -  »  so  geht  die  Gleichung  f{x)  =  0  über  in 

«    ,     «1     ,  ,  ««-1  ,  ^ 

^  +  ^i  +  ---  +-y-  +  «n  =  0, 

oder,  wenn  man  die  ganze  Gleichung  mit  P  multiplicirt,  in 
(6.)  ant"  +  a„_i  f'-^  -\ h  öl ^  +  «  =  0. 

Jeder  Wurzel  tu  dieser  Gleichung  entspricht  eine  Wui'zel 
Xa  =  —  der  Gleichimg  f{x)  =  0.    Wenn  nun 

a  =  0,     Ol  =  0,     üo  =  0,  '  •  •  aa-i  =  0 
ist,  so  reducirt  sich  Gleichung  (6.)  auf 
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(6a.)  ünP'  +  an^i  t"-^  + h  Öa  ^"  =  0 

und  hat  die  «-fache  Wurzel  /  =  0,  folglich  werden  in  diesem 
Falle  «  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0  unendlich  gross. 


§  113. 

Auftreten  complexer  Wurzeln  einer  Gleichung. 

Die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  können  reell 
sein,  sie  können  aber  auch  zum  Theil  complex,  ja  sie  können 
auch  sämmtlich  complex  sein.  Ueber  das  Auftreten  complexer 
Wurzeln  gilt  aber  der  folgende 

Satz  1.  Smd  die  Coefßcienten  ei.ier  Gleichung  n*"^  Grades 
ffz)  =  0  sämmtlich  reell,  und  ist  x^  ^  g  -\-  hi  eine  Wurzel  dieser 
Gleichung,  so  muss  auch  g  —  hi  eine  Wurzel  derselben  sein. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 
(1.)  fix)  =  (x  -  x,)f{x)  =  (x-g-  hi)f,{x). 

Diese  Gleichung  gilt  für  alle  Werthe  von  x ,  folglich  bleibt 
sie  auch  richtig,   wenn   man  x  auf  reelle  Werthe  beschränkt. 

Bringt  man  dann   -^^-^^-^  =fi(x)  auf  die  Form  P-{-Qi,  wo  P 

X Xi  ' 

und  Q  reelle  Grössen  sind,  so  wird 

f{x)  =  {x-g~M)(P-{-Qi). 

Nun  ist  * 
(2.)  (x—g  —  hi)iP-\-Q{)  =  [{x  —  g)P+Qh]  +  [(x  —  g)Q  —  Ph]i, 
(3.)  {x  —  g  +  hi)(P—Qi)  =  [(x  —  g)P+QA]-[(x  ~  g)Q-  Ph]i. 

Da  aber 
(4.)  [x-g-  hi)  (P  +  Qi)  =f{x) 

eine  reelle  Grösse  ist,  so  muss 
(5.)  {x  —  g)Q  —  Ph^O 

sein,  d.  h,  (x  —  g)Q  —  Ph  muss  füi'  alle  Werthe  von  x  gleich 
Null  sein.    Daraus  erkennt  man  nach  Gleichung  (3.),  dass  auch 

(6.)  {x-~g  +  h{){P--Qi)=^f{x) 
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wird.  Die  complexen  Wurzeln  einer  Gleichung  ?i''"  Grades  mit 
reellen  Coefficienten  treten  also  paarweise  auf,  so  dass  jeder 
complexen  Wurzel  die  conjugirte  Grösse  als  eine  zweite  Wurzel 
der  Gleichung  zugeordnet  ist. 

Dies  gilt  auch  noch ,  wenn  xi  =  g  -\-  M  eine  mehrfache 
Wurzel  der  Gleichung  ist;  denn  man  kann  in  derselben  Weise 
wie  oben  zeigen ,  dass  f{x)  dui-ch  {x  -^  g  -\-  hi)"  theilbar  sein 
muss,  wenn  f{x)  durch  {x  —  g  —  hiy  theilbar  ist.  Daraus  folgt 
unmittelbar 

Satz  2.  Sind  die  Coefficienten  der  Gleichung  w**"  Grades^ 
sämmtlich  reell,  und  ist  n  eitie  ungerade  ZaJd,  so  muss  7nindesfens 
eine   Wurzel  der  Gleichung  reell  seifi. 


Die  elementaren  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  183.) 

Erklärung.  Eine  Function  der  «  Veränderlichen  .rj,  xo,  ...x» 
heisst  symmetrisch,  wenn  sie  bei  jeder  beliebigen  Vertauschung 
(Permutation)  der  Veränderlichen  unverändert  bleibt. 

Die  algebraischen  Gleichungen  liefern  Beispiele  für  die 
symmetrischen  Functionen.  Sind  z.  B.  xi  und  xo  die  Wurzeln 
einer  quadratischen  Gleichung 

f{x)  =  x'  —  iix  +  f,  =  0, 
so  wird  nach  §  111 

(1.)      f{x)  =  {x  —  xi)  {x  —  X2)  =  x-  —  (xi  +  xijx  +  X1X2 ; 
folglich  erhält  man 

(2.)  il=  Xi   -}-  X2,        I2  =  XiXo. 

Sind  xi,  xoj  X3  die  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung 

f{x)  =X^~  }iX-  +  ]2X  —  fs  =  0, 

so  wu'd  nach  §  111 

(3.)  fix)  =  ix  —  xt)  (.r  —  xo)  (x  —  X,), 

oder,  wenn  man  die  Multiplication  ausführt, 

(4.)    /(.r)  =  x^  —  {xi+x-2  +  ^3)tJ  +  (:ria-2  +  XiX^  +  rroa-.,)^: — 2:i2-2r3, 

folgüch  erhält  man 
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(5.)     fi  = -"^i  +  ^2  +  2-3,     12  = -riar-i  +  .ri-Ts  +  .r2a-3,     h^^i^^.^s- 

So  kann  man  fortfahren  und  findet  das  folgende  allgemeine 
Ergebniss.    Sind  xi,  a-o, . . .  .r„  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(6.)     ./■(;7-)  =  X"  —  ti2;"-l  _J.  ^,^»-2  _  ^^^n-3  _! ±  f„  =  0, 

so  wird  nach  §  111 

("•)  /(^)  =  (^  —  .ri)  (a:  —  2:2)  (.r  —  .rg) . . .  (.r  —  a:,,) , 

oder,  wenn  man  die  Multiplication  ausführt, 

(8.)      f{x)  =  x^—{xi-\-X;-{-  ...  +  .r„>«-«-f(:r,2-2+:rta:3+  ••• 

+  Xn-  iXn)x''-- [-•••  —  ^lX2Xi  .  .  .  .r„ . 

Da  die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (6.) 
imd  Gleichung  (8.)  einander  gleich  sind  für  alle  Werthe  von  x, 
so  müssen  nach  Satz  5a  in  §  111  die  gleichstelligen  Coefficienten 
einander  gleich  sein,  es  wird  also 

•  fi  =  ar,  +  .r.  +  2:3  H +  ar», 

}■>  =  X1X2   +  a-12-3  +  •  •  •  +  Xn-iXn, 

fs  =  X1X2X3  4-  2:13:2^4  +   •  •  ■  +  Xn-23:n-lXn, 


(0.) 


]n  =  TrXoX^  .  .  .  Xn  . 

Die  Grössen  f  1 ,  fo ,  fs ,  . . .  in  sind ,  wie  man  ohne  Weiteres 
erkennt,  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  .ri,  x<i,  X3,...xn 
und  zwar  nennt  man  sie  „die  elementaren  symmetrischen 
Functionen",  erstens  weil  sie  besonders  einfach  gebildet  sind, 
namentlich  aber,  weil  sich  jede  rationale  symmetrische  Function 
V071  .Ti ,  Xi,  ...  Xn  rational  durch  die  Grössen  f  1 ,  f  2 ,  . . .  f «  aus- 
drücken lüsst. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  soll  aber  hier  übergangen  wer- 
den, da  in  dem  Folgenden  keine  Anwendung  davon  gemacht 
wird. 

Jede  algebraische  Gleichung  n^'"  Grades 

ax"  +  aix"-^  +  ttiX"--  +  •  •  •  +  a,,_ix  +  an  =  0 
kann  man,  indem  man  sie  durch  a  dividirt,  auf  die  in  Glei- 
chung (6.)  angegebene  Form  bringen.    Dadurch  wii^d 

/-./^\  -  ai      .  ,   fiTo      -  «3 

(10.)  T.  =  -,.    t-.  =  +  ^'    t.  =  -i'-- 
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Bei  den  folgenden  Untersucliung-en  soll  daher  von  vornherein 
vorausgesetzt  werden,  dass  der  Coefficient  von  a;"  in  f{x)  gleich 
1  sei. 

Die  Auflösung  der  allgemeinen  algebraischen  Gleichungen 
w'^"  Grades  durch  Ausziehen  von  Wurzeln  ist  nur  für  n=\, 
2 ,  3  und  4  möglich.  Ist  w  ^  5 ,  so  ist  eine  solche  Auflösung 
nur  ausnahmsweise  möglich.  Dagegen  giebt  es  Näherungs- 
metlioden,  durch  welche  man  die  Wurzeln  jeder  algebraischen 
Gleichung  mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  kann.  Von  diesen 
Methoden  mögen  die  einfachsten  (unter  Beschränkung  auf  die 
reellen  Wurzeln)  in  dem  folgenden  Abschnitte  erläutert  werden. 


§  115- 

Interpolationsfopmel  von  Lagrange, 

(A'ergl.  die  Formel- Tabelle  Xr.  184.) 

Aufgabe.    Man  soll  die  ganze  rationale  Function  {n  —  If"^^ 
Grades 

(1.)  y  =  A^-\-A,x  +  A-2x'  +  . . .  +  ^„_ia;"-i 

SO  bestimmen,  dass  sie  für  n  gegebene  Werthe  von  x,  nämlich 
für  X  gleich  xi,  x^, ... Xn  bezw.  die  vorgeschi'iebenen  Werthe  yi, 
y-2,  ■■■  yn  annimmt. 

Auflösung.    Die  gesuchte  Function  ist 

(2-)    y  = 

{X 2:2)  {X 3-3)  .  .  .  (x Xn)  ,     (x Xi)  (X X3)  ...  (x X„) 

{Xi—X2){Xi~Xi)  . . .  {Xi^'XnY  {X2~  Xij^Xo—Xs)  . . .  {X2~Xn) 

, ,     (X  —  Xi)  (X  —  X2)...   (X Xn-l) 

{Xn Xi){Xn-  X2)   ...  {Xn Xn-  i) 

Diese  Function  ist  in  der  That  eine  ganze  rationale  Func- 
tion {n  —  ly^^  Grades,  denn  jedes  Glied  ist  vom  Grade  n  —  1. 
Sie  nimmt  auch  für  die  gegebenen  Werthe  von  x  die  vor- 
geschriebenen Werthe  an ,  denn  für  x  =  xi  ist  nur  das  erste 
Glied  von  Null  verschieden  und  nimmt  den  Werth  3/1  an,  für 
X  =  X2  ist   nur   das   zweite    Glied  von   Null   verschieden   und 
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nimmt  den  Wertli  y^  au,  u.  s.  w.    Für  x  =  Xn  ist  nur  das  letzte 
Glied  von  Null  verschieden  und  nimmt  den  Wertli  y»  an. 

Man  kann  Gleichung  (2.)   noch  auf  eine  einfachere  Form 
bringen,  wenn  man 

(3.)  f\x)  =  (a:  —  Xi)  (x  —  X2)  {x-~  X3)...{X-—  Xn) 

setzt;  dann  wü^d 

(4.)  f'i^^^=ix—X2)ix  —  Xz)  .  ..(x  —  Xn)-^(x-^Xi){x—Xs)  .  .  .  {x~Xn) 
+  •  •  •  +  {X  Xi){x X2)  ...{x Xn-l). 

Dies  debt 


(5.) 


•    f'(xi)  =  (Xt  —  Z2)  {Xi  —  X3)  ...{Xt~  Xn), 
f'{X2)   =  {X2  —  Xi)  {X2  ~Xo)  ...  {X2  —  X,^, 

f\Xn)  =  (X„  —  Xi)(x„  —  2:2)  .  .  .  (X,,  —  Xn-i). 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

^    '^         ^  {X  -^  xOfXxO  '^{X^  Xn)f'{X2)  '^  -^ {x~X,)f'{x„') 

Beispiel.     Man  soll  die  Function 

y  =  Aq-\-  AiX  +  A2X'  -\-  A^x^ 

bestimmen,  welche  für  die  Werthe 

rr  =  1,     a;  =  4,     a:  =  6,     a:  =  9 

bezw.  die  Werthe 

y  =  2,     y  =  ö,     y  =  3,     y  =  6 
annimmt. 

Auflösung.    Hier  wii'd 

{x^^){x-%){x-~%)  {x  —  l){x-Q){x  —  oi) 

^  (l_4)(l-6)(l-9)"^      (4--l)(4-6)(4-9j 

(a:  —  l)(:r— 4)(a:-9)  (x— 1)  {x~  4.)(x  ~  Q) 

(6  —  1)  (6  —  4)  (6  —  9)  "^  ""  (9  —  1)  (9  —  4)  (9  —  6) ' 
oder 
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y  =  —  ^(x^—  19.7;2  _|_  114^  _  216)  +  ^-  (x^  —  IQz^  +  69^:—  5i) 

—  -^  (x^  —  14a;2  +  492-  —  36)  +  ^  {x^  —  lla;'^  +  34r  —  24), 

oder 

lOy  =  x^—  15a;2  +  64a;  —  30. 

Man  kann  der  Interpolationsformel  von  Laijrange  eine  geo- 
metrische Deutung  geben,  wenn  man  a-i,  yi;  a-o,  3/2;...rr„,  yn 
als  die  Coordinaten  der  Punkte  Pi,  1\  ...  Pn  betrachtet.  Dann 
stellt  die  Gleichung  (2.)  eine  Curve  dar,  welche  dui'cli  die 
Punkte  Pi,  P2,  •  •  Pn  hindurchgeht. 


XV.  Abschnitt. 

Numerische   Auflösuiic;   der  al£;ebrjxi sehen 
Gleichunsjen  mit  reellen  Coefficienten. 

§  116- 

Theiler  der  ganzen  rationalen  Functionen^ 

Erklärung.  Eine  ganze  rationale  Function  F{x)  heisi^t 
durch  eine  andere  d-{x)  theilbar,  wenn  sich  eine  ganze  rationale 
Function  ff{x)  so  bestimmen  Lässt,  dass  F{oc)  gleich  ■d^{x).<f{x) 
wird.    Dies  giebt 

(1.)  j^(.^)  =  ,.^(.,).^(^)^    oder    ^[1  =  TW- 

Ist  i)-{x)  ein  Theiler  von  l'{x),   so  findet  man  q^{x),  indem 
man  die  Division  nach  den  bekannten  Regeln  ausführt.     Haben 
die  Functionen  F[x),  ^'}{x)  und  ff(x)  bezw.  den  Grad  n,  l  und  m, 
so  ist  daher 
(2.)  n  —  l-\-m. 

Satz  1.     Ist  eine  Function^)  F{x)  durch  eine  andere  desselben 
Grades  theilbar,  so  ist  der  Quotient  eine  Constanfe. 
Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  Gleichung  (2.) 

Satz  2.  Ist  ■d-{x)  ein  Theiler  der  beideJi  Functionen  i^i(.r) 
und  F2{x),  so  ist  ■d{x)  auch  ein  Theiler  von  der  Summe  und  der 
Differenz  dieser  Functionen. 


*)  Da  in  den  folgenden  Untersuchimgen  meist  nur  ganze  rationale 
Functionen  in  Betracht  kommen,  so  möge  der  Leser,  wenn  nicht  etwas 
anderes  ausdrücklich  hervorgehoben  wird,  unter  Function  immer  eine 
gaixze  rationale  Function  verstehen. 
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Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 

(3.)  F,{x)  =  ^{x)  .  (f;{x),     F,{x)  =  ^{x) .  ff^ix), 

folglich  wird 

(4.)  F,{x)  ±  F^{x)  =  d-{x) [fp,{x)  ±  ff'-ix)]. 

Satz  3.     Ist  die  Function  F{x)    durch  ^{x)  theilbar,   so   ist 

auch  f{x) .  F{x)  durch  d-(x)  theilbar,  wobei  f{x)  eine  beliebige 
ganze  rationale  Function  ist. 

Beweis.    Aus 

(5.)  F{x)  =  ^{x).(f{x) 

folgt  unmittelbar 

(6.)  f{x).F{x)=--^x).f{x).<f{x). 

Von  diesem  Satze  gut  aber  nicht  die  Umkehrung. 

Aufgabe.  Man  soll  den  höchsten  gemeinsamen  Theiler  zweier 
Functionen  y  und  yi  finden. 

Dabei  versteht  man  unter  „dem  höchsten  gemeinsamen 
Theiler''''  einen  gemeinsamen  Theiler  von  möglichst  hohem  Grade. 

Auflösung.  Das  Verfahren  ist  demjenigen  analog,  welches 
man  anwendet,  um  den  höchsten  gemeinsamen  Theiler  zweier 
ganzen  Zahlen  a  und  b  zu  finden.  Ist  der  Grad  von  yi  niedriger 
als  der  von  y,  so  dividire  man  y  durch  y^.  Der  Quotient  sei 
q^  und  der  Rest  ,V2,  dann  wird 

(7.)  y^2^-y^  +  yi, 

wobei  der  Grad  von  y-2  niedriger  ist  als  der  von  y\.  Ist  yi 
gleich  Null,  so  ist  y  durch  y^  selbst  theilbar,  ist  aber  y-i  von 
Null  verschieden,  so  ist  nach  Satz  2  und  3 

(7a.)  y^  =  y—q,y^ 

auch  theilbar  durch  den  höchsten  gemeinsamen  Theiler  der 
Functionen  y  und  yi\  und  umgekehrt:  der  höchste  gemeinsame 
Theiler  von  yi  und  y-i  ist  auch  ein  Theiler  von  y. 

Man  hat  jetzt  also  nur  noch  den  höchsten  gemeinsamen 
Theiler  von  yi  und  y-i  zu  suchen.  Zu  diesem  Zwecke  di\idire 
man  yi  durch  y^.     Dadurch  erhält  man 

(8.)  yv  =  q-i-y2  +  yz, 
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wobei  der  Grad  von  yz  niedriger  ist  als  der  von  yi.  Ist  y^ 
gieicli  Null,  so  ist  y-2  ein  Theiler  von  yi  und  deshalb  auch  ein 
Theiler  von  y,  und  zwar  ist  dann  y-2  der  höchste  gememsame 
Theiler  von  y  und  3/1.  Ist  aber  7/3  von  Null  verschieden,  so 
setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  bis  der  Eest  schliesslich  gleich 
Null  wird,  d.  h.  man  bildet  die  Gleichungen 

2/=  ?i.yi  +  y2, 
^2  =  q-i-y-i^yi, 


(9.) 


ym  -z  —  $'»»-2  •  ym  i  +  y«.-i , 

ym     -2  =   <lm-{  .  ym-\    +   ^/m  , 

y,,,  i  =  qm  .  ym  +  0. 


Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  eine  endliche,  denn  der 
Grad  der  Functionen  y,  yi,  yo,  yz, . . .  wird  immer  kleiner.  Ent- 
weder wird  also  die  Division  schon  ohne  Rest  ausführbar  sein, 
wenn  ym  noch  eine  Function  von  x  ist ,  oder  es  wird  y„,  eine 
Constante. 

Der  letzte  Divisor  t/,„  ist  dann  der  höchste  gemeinsame 
Theiler  von  y  und  yi. 

Beweis.  Nach  der  letzten  Gleichung  ist  y„,_i  theilbar  durch 
ym,  deshalb  ist  nach  der  vorletzten  Gleichung  auch  y,n-2  durch 
ym  theilbar.  Aus  der  diittletzten  Gleichung  folgt  dann ,  dass 
auch  y„,-3  durch  ym  theilbar  ist.  Indem  man  so  fortfährt,  findet 
man,  dass  auch  y  und  yi  durch  i/,„  theilbar  sind. 

Es  ist  aber  y„,  auch  der  höchste  gemeinsame  Theiler  von 
y  und  yi ,  denn  hätten  y  und  yi  einen  Theiler  d-{z)  von  höherem 
Grade,  so  wäre  nach  Gleichung  (7a.)  auch  y-2  durch  ■d-{x)  theil- 
bar, und  deshalb  auch  y^  u.  s.  w.  Schliesslich  müsste  auch  y,,, 
durch  ^{x)  theilbar  sein.  Das  ist  aber  nicht  möglich,  wenn  der 
Grad  von  -9{x)  höher  ist  als  der  von  ?/,„.  Der  Grad  von  i9(.-r) 
kann  also  höchstens  ebenso  gross  sein  wie  der  von  y^,  dann  ist 
aber  der  Quotient  von  y,„  und  i5^(a;)  eine  Constante. 

Gleichzeitig  folgt  aus  diesem  Beweise 
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Satz  4.  Jeder  gemeinsame  Theiler  der  beiden  Functionen 
y  und  i/i  ist  auch  ein  Theiler  ihres  höchsten  gemeinsamen 
Theiler s  y,,,. 

Erklärung.  Zwei  Functionen  y  und  y^  heisseu  „relativ  2)ri7n*' , 
■\venu  ihr  höchster  gemeinsamer  Theiler  ehie  Constante  ist. 

Beispiel  1.    Es  sei 

y  =  x'>  ^  \,      yi=x'^—l, 

dann  findet  man  durch  Division 

y  =  ^^  ■yi-\-  V'i,  wo    v/2  =  .r-  -t-  J . 

y^  —  x.y-i  +  ya,  WO     3/3  =  —  rr  —  1, 

Ih  =  (—  ^  +  l)i/3  +  Vi,     WO     Vi  =  2. 

y3  =  ii  —  :c— 1)2/4. 

Der  höchste  gemeinsame  Theiler  ist  die  Constante  2,  folg- 
lich sind  die  beiden  Functionen  relativ  prim. 

Beispiel  2.    Es  sei 

y  =  z^  —  1,     yi  ^=  x^  —  2x^  +  .r  —  2. 
dann  findet  man  durch  Division 

y  ={x-\-2)yi+y.2,     wo     y^  =  Sx'- +  :i, 


^'=(^-f)^'- 


Der  höchste  gemeinsame  Theiler  ist  hier  also  ^2  =  3:c^  -f  3, 
oder,  wenn  man  den  constanten  Factor  3  fortlässt  x^  -{■  1.  Es 
ist  m  der  That  , 

a;*  —  1  =  (a;2  +  l){x^  ^     1),  x^ —  2z^  -\-  x  —  2  =  (x'^  +  l){x—  2). 

Satz  5.  Ist  yi  relativ  prim,  zu  den  beiden  Functioyien  y 
und  / ,  60  ist  sie  auch  relativ  prim  zu  ihrem  Product  f .  y. 

Beweis.  Da  2/1  relativ  prim  zu  y  ist,  so  muss  in  den  Glei- 
chungen (9.)  die  Grösse  y„,  eine  Constante  sein.  Indem  mau 
beide  Seiten  der  Gleichungen  (9.)  mit  dem  Factor  /  multipliciit, 
erhält  man  die  Gleichungen 


(10.) 
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f  'V\  —  ?2./-y2  4-/.y3, 
f-yi^q^-f-yä  -rf-yi, 


../' .  ym-i  =  qm-i ./ .  ym-i  +  f  -  y . 


Hätten  / .  y  und  iji  einen  gemeinsamen  Theiler  ■d-{x) ,  so 
wäre  nacli  der  ersten  Gleichung  ■d{x)  auch  ein  Theiler  von 
f.y-i,  und  deshalb  nach  der  zweiten  Gleichung  auch  ein  Theiler 
von  /.2/3,  u.  s.w.  Aus  der  letzten  Gleichung  würde  folgen, 
dass  ■Oix)  auch  ein  Theiler  von  f.ym  ist.  Da  aber  y„,  eine 
Constante  ist,  so  wäre  d-{x)  ein  gemeinsamer  Theiler  von ./'  und 
</i,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet. 

Satz  6.  Sind  die  Functionen  y  und  y^  relatio  jyrim ,  ist 
aber  f .  y  iheilbur  durch  y^ ,  so  ?}iuss  die  Function  f  theilbar 
sein  durch  y\ . 

Beweis.  Aus  den  Gleichungen  (10.)  folgt  wieder,  dass  /".  //„, 
durch  2/1  theilbar  sein  muss ,  wenn  ./' .  y  durch  yi  theilbar  ist. 
Da  aber  y„,  nach  Voraussetzung  eine  Constante  ist,  so  ist  die 
Function  /'  theilbar  dmxh  yi . 

Satz  7.  Ist  eine  Function  durch  beliebig  viele  andere  Func. 
tionen  theilbar^  die  paarweise  zu  einander  relatio  pritii  sind,  so 
ist  sie  auch  durch  ihr  Product  theilbar. 

Beweis.  Nach  Voraussetzung  sei  die  Function  u  theilbar 
durch  die  Functionen  y  und  z,  die  zu  einander  relativ  prini 
sind,  es  sei  also 

u  =f .  y. 

Nun  isty.y  nach  Voraussetzung  theilbar  dui"ch  z,  folglich 
muss  nach  Satz  6  die  Function  /  theilbar  sein  durch  z\  es 
ist  also 

f  z=:  g  .z    und  deshalb    u  =^  g  .y  .z. 

Ist  u  durch  n  Functionen  yi,  y-i,...yn  theilbar,  die  paar- 
weise zu  einander  relativ  prim  sind,  so  ist  u  nach  dem  eben 
geführten  Beweise  theilbar  durch  yxy-2,  und  da  y^  nach  Satz  5 
zu  y^yt  relativ  prim  ist,   so  ist  u  auch  theilbar  durch  yiyiyz- 
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So  kann  man  fortfahren  und  zeigen,   dass  u  durch  3/12/22/3 ... 2/». 
theilbar  ist.*) 

§  117. 

Gemeinsame  Theiler  der  Functionen  f(x)  und  f'{x). 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  185  bis  187.) 

In  §  112  wui'de  gezeigt,  dass  die  Functionen /(.r)  und /'(.r) 
den  Factor  {x  —  .ri)«-^  gemeinsam  haben,  wenn  xi  eine  «-fache 
Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0  ist,  und  zwar  folgte  aus 
(1.)  fix)=^(x-x,Y.f,{x), 

(2.)  f'{x)  =  {x  —  XrY-'.ffix), 

wobei 

(3.)  (Pix)  =  aflx)  ^{x  —  x,)f,'{x). 

Wäre  (fi{x)  noch  durch  x  —  x-^  theilbar,  so  wäre  nach  Glei- 
chung (3.) /i(3-)  duixh  X  —  xx   tlieilbar,    d.  h. /(a:)  wäre  durch 
{x  —  Ä'i)"+^  theilbar.    Das  soll  aber  in  dem  Folgenden  nicht  der 
Fall  sein,  es  soll  vielmehi- 
(4.)  fix)  =  (a-  —  a:i)"i  (a:  —  .ra)«^ . . .  (:r  -  ^•„)«m  .  i/;(a;) 

sein,  wobei  die  Exponenten  «1 ,  «2 , . . .  «m  alle  gi'össer  als  1  sind, 
während  xp[x)  nur  einfache  lineare  Factoren  enthalten  möge,  die 
von  x  —  x\^  X  —  a-2 , . . .  a:  —  ar,„  verschieden  sind.  Dann  ist  fix) 
durch  die  Factoren 

ix  —  a:i)«i-S     ix  —  x^Y^-  '....ix--  x,n)"m-^ 
theilbar,  und  da  diese  Factoren  paarweise  relativ  prim  sind,  so 
ist/'(a;)  auch  durch  ihr  Product  theilbar;  es  wird  also 
(5.)    fix)  =  ix  —  .ri)«'-»  ix  —  Xi)"^-'  ...ix  —  x^)"m-^ .  xix). 

Dabei   enthält   nach   den   vorstehenden  Ausführungen  yXx) 
keinen  der  Factoren  x  —  xi,  x  —  X2,...x  —  x,„;  und  auch  ipix) 
ist  zu  xix)  relativ  prim,  denn  die  Ableitung /'(a;)  enthält  keinen 
der  einfachen  Factoren  von/(a:).    Folglich  ist 
(6.)  ^(.r)  =  ix  —  a:i)«i-*  ix  —  2-2)"»-^  ...ix  —  a;„,)"m"i 

der  höchste  gemeinsame  Theiler  von  fix)  und  fix),  und  die 
ganze  rationale  Function 


*)  Alle  diese  Sätze  gelten   auch  für  positive  ganze  Zahlen,    wenn 
man  an  die  Stelle  des  constanten  Factors  die  Einlieit  setzt. 
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C^O  ■47^  =  (^  —  ^i)  (a;  —  2:2) ...  (a;  —  z^)  .  ^(a;) 

hat  nm^  noch  einfache  lineare  Factoren. 

Daraus  ergieht  sich  die  Lösung  der  folgenden  Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Man  soll  eine  Gleichung  finden,  welche  die- 
selben Wurzeln  hat  wie  f{oc)  =  0,  aber  jede  nur  einmal. 

Auflösung.  Man  suche  den  höchsten  gemeinsamen  Theiler 
^{x)  von/(.r)  und/'(a;),  dann  ist 

die  gesuchte  Gleichimg. 

Aufgabe  2.  Man  soll  eine  Gleich ang  finden,  welche  nur  die 
mehrfachen  Wiu'zelu  von  f{x)  =  0  enthält,  und  jede  nur 
einmal. 

Auflösung.    Man  bestimme  den  höchsten  gemeinsamen  Theiler 

f(x) 
q(x)  von  f'(x)  und  4i —  ?  dann  ist 
if(x) 

(9.)  q(x)  =  {x Xi)  {x  —  xi)...{x  —  Xm)  =  0 

die  gesuchte  Gleichung. 

Aufgabe  3.  Man  soll  eine  Gleichung  finden,  welche  nur  die 
einfachen  Wurzeln  von  f{x)  =  0  enthält. 

Auflösung.     Die  gesuchte  Gleichung  ist 

(!«•)  ^(^  =  -^w  =  »• 

Will  man  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0 
berechnen,  so  kommt  es  also  nur  darauf  an,  die  Wurzeln 
der  Gleichungen  (9.)  und  (10.)  zu  berechnen.  Wenn  f{x)  =  0 
mehrfache  Wurzeln  hat,  so  sind  diese  Gleichungen  von  niedri- 
gerem Grade  und  haben  nui^  einfache  Wurzeln. 
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§  118. 

Obere  und  untere  Grenze  der  reellen  Wurzeln. 

rVergl.  die  Formel- TabeUe  Kr.  188.) 

Erklärung.  Die  obere  Grenze  der  reellen  Wui'zeln  einer 
Gleichung 

(1.)    f{x)  =  x'^  -{-  a^x""-'  +  aaa;**-^  +  •  •  •  +  «n-i^:  +  «n  =  0. 

in  welcher  die  Coefftcienten  sämmtlich  reell  sind,  ist  eine  Zahl 
L,  die  grösser  ist  als  alle  reellen  Wiu'zeln. 

Eine  solche  Zahl  L  kann  man  leicht  finden,  wie  zunächst 
an  dem  folgenden  Beispiele  gezeigt  werden  möge.  Es  sei  r 
eine  positive  Wurzel  der  Grieichung 

a;6  ^_  52;4  ^  1  x^  -     l%x  +  27  =  0, 

dann  ist 

a;6  <  a;6  +  f)x^  +  27  =  Ix'^  +  16a:  <  16(a;2  +  a-  +  1), 

also 

x^ 1 

x^  <  16  ^ ) 

X —  1 

oder,  wenn  x  >  1  ist, 

x\x—l)  <  16(a;3  —  1)  <  IQz^, 

folglich  ist 

a?{x  —  1)  <  16. 

Nun  ist  a;  —  1  <  a;  und  (a;  —  1)^  <  a;^;  deshalb  wü'd 
{x  —  1)*  <  16,     a;  —  1  <  -^16  =  2,     a:  <  3. 

Hier  ist  also  die  obere  Grenze  L  aller  reellen  Wurzeln 
gleich  3. 

In  dem  allgemeinen  Falle,  welchem  die  Gleichung  (1.)  ent- 
spricht, sei  «m  =  —  hm  äer  erste  und  ap  =  —  bp  (dem  absoluten 
Betrage  nach)  der  grösste  negative  Coefflcient,  es  sei  also 

(la.)      f{x)  =  a;"  +  aia;"-i  H Ä„,a;"-'"  dz bpX^'^P 

Ist  X  wieder  eine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  findet 
man,  indem  man  alle  negativen  Glieder  auf  die  rechte  Seite 
schafift, 


§  118.     Obere  und  untere  Grenze  der  reellen  Wurzeln.  515 

(2.)     a;"  ^  X''  +  «ir"-!  -\ =  b,nx''~"'  -\ f-  bpX''-P  -\ ; 

deshalb  ist  erst  recht 

(3.)     a;»  <  b^{x''~"'  4-  .r"-'«+«  -] \-  X  -^  ^)  =  h =  , 

X  —  1 

oder,  wenn  x  >  1  ist, 

(4.)  x\x  -^  1)  <  A^(a;"-'»+'  —  1)  <  IpT^-^^^ 

oder,  wenn  man  beide  Seiten  dieser  Ungleichung-  durch  a-"-"'+» 
dividirt, 

(5.)  x"'-\x^l)  <  bp. 

Nun  ist  noch  x —  1  <  x  und  deshalb  {x —  l)'"-»  <  a;'"-\ 
deshalb  findet  man  aus  Ungleichung  (5.) 

(6.)  '  {x~iY<bp,  x-^i<ybp, 

also 

(7.)  x<  l  +  j/bp  =  L. 

In  derselben  Weise  kann  man  für  die  reellen  Wurzeln  eine 
untere  Grenze  —  K  angeben.  Indem  man  nämlich  in  der  Glei- 
chung y(;r)  —  0  mit  den  Wurzeln  x^,  x^, ... Xn  die  Veränderliche 
X  mit  — X  vertauscht,  ei'hält  man  eine  Gleichung 

(8.)  fi{x)  =  a:"  —  aix*'^'^  +  aox''-- 1 ±  «n  =  0 

mit  den  Wurzeln  ~xi,  — xo, Xn.    Bestimmt  man  also  für 

diese  Gleichung  die  obere  Grenze  K  der  Wurzeln ,  so  ist  —  K 
die  untere  Grenze  der  reellen  Wurzeln  füi^  die  Gleichung 
fix)  =  0. 

So  findet  man  bei  dem  oben  angeführten  Zahlenbeispiel  die 
Gleichung 

fi{x)  =  x<^  +  bx^  —  Ix-  +  16a;  +  27  =  0, 
für  welche 

m  =  4 ,     bp  =  l 
ist,  folglich  w^rid 

K=  1  +-^7  =  2,63. 

Die  reellen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  liegen  daher 
zwischen 

—  2,63     und     +  3. 

33* 
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Vertauscht  man  in  der  gegebenen  Gleichung  x  mit  -  und 

X 

sucht  fto  die  sich  daraus  ergebende  Gleichung  die  obere  Grenze 
L'  und  die  untere  Grenze  — K'  der  reellen  Wurzeln,  so  kann 

zwischen  — -^,  und       ,  keine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung 

JX.  J-d 

liegen. 

Für   das    vorgelegte  Zahlenbeispiel  wü'd   die  transformirte 
Gleichung 

""        27 ""        ^Jl      ^  •27'^   ^  27~*^' 
also 

27 '  27       27  ' 

ebenso  findet  man 


m  =  \,     Z»^  =  — ,    Z'  =  l  +  — = 


i...,.te<,  +  ;='f 


% 


9  27 

Die  gegebene  Gleichung  hat  also  zwischen  —  —  und  + 


14  "43 


keine  Wurzel. 


§  119. 
CartesV%^\i^  Zeichenregel. 

(Vergl.    die   Formel -Tabelle  Nr.  J89.) 

Satz  1.     Hat   die   Gleichung  f{x)  =  0   lauter  negatite  reelle 
Wurzeln^    so    sind    die    Coefßcientert    der    Gleichung    s'dmmtlich 
positiv. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 

.-Ti  =  —  a,       5-2=  h,      X3  =  —C,     ...Xn  =  —  l, 

wobei  die  Grössen  a,  b,  c,  ...l  sämmtHch  positiv  sind,  folglich 

wird 

(1.)  f{x)  =  {x  +  a){x  +  b)(x  +  c)...{x  +  l). 

Führt  man  die  Multiplication  aus,  so  kann  in  dem  Product 
kein  Minuszeichen  auftreten,  da  die  einzelnen  Factoren  keines 
enthalten.    Es  kann  auch  keiner  der  Coefficienteu  verschwinden. 
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Erklärung.  Wenn  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  das- 
selbe Vorzeiclien  haben,  so  nennt  man  dies  „eine  Zeichenfolge'-'- ^ 
haben  sie  aber  das  entgegengesetzte  Zeichen,  so  nennt  man 
dies  „einen  Zeichenwechsel'-'- . 

Satz  2.  Die  Anzahl  der  positicen  Wurzeln  einer  Gleichung 
kann  nie  grösser  sein  als  die  Anzahl  der  Zeichenicechsel. 

Beweis.    Multiplicirt  man  die  Function 

(2.)  '^{x)  =  ä'»  +  5i:r'"-i  +  h^x"'-"-  H Vh,n, 

welche  nur  positive  Glieder  enthalten  möge  und  deshalb  keinen 
Zeichenwechsel  besitzt,  mit  x  —  a,  so  ergiebt  sich 

(3.)     {x—a)if{x)  —  a;'»+i  +  (6i— «)a;"'  +  (i2— a^i>'"-'H ah„,. 

Li  diesem  Producte  ist  das  er<^te  Glied  positiv  und  das 
letzte  negativ,  es  muss  also  mindestens  ein  Zeichenwechsel  ein- 
treten.    Es   ist    aber   auch   möglich,    dass    zwischen  a;"'+^  und 

—  ahm  negative  und  darauf  folgende  positive  Glieder  liegen, 
dann  würden  sogar  3 ,  oder  5 ,  oder  noch  mehr  ZeichenW' echsel 
emtreten. 

Das  bleibt  auch  noch  richtig,  wenn  von  den  Coefficienten 
^1,  b2,...b,n  einzelne  gleich  Null  sind. 

Hat 

(4.)     (f{x)  =  X'"  +  bix'"-^  -J h  bp-iX"'-^+^  —  CpZ'»-P —  Cr, 

einen  Zeichenwechsel,  so  wird 

(5.)     (x  —  a)(f'{x)  =  a;'»+i  +  {bi  —  a)x"'  H (<?p  +  abp-i)x"^^+^ 

[-  ac„,. 

In  diesem  Ausdrucke  ist  das  erste  Glied  positiv,  das  Glied 

—  (cp  +  abp_i)x'"-^+^  ist  negativ  und  das  letzte  Glied  ac,,,  ist 
wieder  positiv,  folglich  treten  mindestens  ztcei  Zeichenwechsel  ein. 

Hat 

(6.)     (f){x)  =  X'"  +  bix'"-^  -{ 1-  bp-iX"'-P+^  —  CpX"'-^ 

C3_,a;"'-2+i  +  dgx'"-'i  -{ h  c?m 

zwei  Zeichenwechsel,  so  wird 

(7.)     {x  —  a)(f{x)  =  x^'+^  +  (Äi  —  «>'"  H {cp+  abp.i)x"'-P+^ 

h  (^2  +  «Cj-i^^-e+i  + ad„,. 
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Li  diesem  Ausdrucke  ist  das  erste  Glied  positiv,  das  Glied 
—  (cp  +  abp-.i)x'"-p+^  ist  negativ,  das  Glied  +  (d^  +  ac,_i)2;'"-«+* 
ist  positiv  und  das  letzte  Glied  —  ad^  ist  negativ,  folglich 
treten  mindestens  drei  Zeichenwechsel  ein. 

Li  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  zeigen,  dass 
{x  —  a)(f{x)  mindestens  emew  Zeichenwechsel  mehr  hat  als  (f{x). 

Sind  nun  oi,  ai,...ay.  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 
fix)  =  0,  ist  also 

(8.)  f{x)  =  (a:  —  ai)  {x  —  a2)...{x  —  a.,)  .  (f{x) , 

wobei  g)(x)  =  0  nur  noch  negative  und  complexe*)  Wurzeln  hat,  so 
besitzt  nach  den  vorstehenden  Ausführungen  {x—~  ai) .  (p{x)  mindestens 
ei?ze?i  Zeichen  Wechsel ;  deshalb  besitzt  dann  (a: — a,)(2; — a.2).(f{x) 
mindestens  zicei  Zeichenwechsel  u.  s.  w.  Schliesslich  findet 
man,  dass 

(X öl)  {X tti)  ...(x  Qy)  .  (fix) 

mindestens  y.  Zeichenwechsel  besitzt,  imd  dass  deshalb  die 
Anzahl  der  positiven  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  reellen  Coeffi- 
cienten  nie  grösser  sein  kami  als  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel. 

Vertauscht  man  wieder  x  mit  —  x,  so  geht  f{x)  =  0  in 
eine  Gleichung  f\{x)  =  0  über,  bei  der  die  Coefficienten  von 
x'^-^j  a;"-3,  x^-'^, . . .  und  die  sämmtlichen  Wurzeln  das  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben  wie  in  der  gegebenen  Gleichung.  Ist 
nun  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  dieser  Gleichung  /,  so 
kann  sie  höchstens  /  positive  Wurzeln  haben;  deshalb  hat  die 
gegebene  Gleichung  höchstens  /,  negative  Wurzeln. 

Ist  das  Poljmom 

(9.)       fix)  =  X''  +  flio;"-'  +  aoX"-^+ \-  cin-ix  +  a„ 

vollständig,  sind  also  die  Coefficienten  «i,  a,,...««  sämmtlich 
reell  und  von  Null  verschieden,  so  wii'd  jede  Zeichenfolge  in 
fix)  zum  Zeichenwechsel  in  fi(x),  und  jeder  Zeichenwechsel  in 
f{x)  wird  zur  Zeichenfolge  in/i(a;).     Daraus  ergielit  sich 


*)  Wenn  hier  von  complexe^i  Wurzeln  von  der  Form  a  +  hi  im 
Gegensatz  zu  den  reellen  Wurzeln  die  Rede  ist,  so  versteht  man  darunter 
Grössen,  bei  denen  der  Factor  h  des  imaginären  Theiles  von  Null  ver- 
schieden ist. 
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Satz  3.     Ist  das  Polytiotn  f  (x)  vollständig,  so  ist  die  Anzahl 
der  negativen    Wurzehi  nie  grösser   als  die  Anzahl  der  Zeichen- 
folgen. 

Satz  4.  Ist  das  Polynom  f{x)  vollständig,  und  sind  sämmt- 
liche  TVurzeln  der  Gleichung  f  {x)  =  0  reell,  so  ist  die  Anzahl 
7.  der  positiven  Wurzeln  ebenso  gross  wie  die  Anzahl  der  Zeichen- 
wechsel, und  die  Anzahl  /-  der  negativen  Wurzeln  ist  ebenso 
gross  wie  die  Anzahl  der  Zeichenfolgen. 

Beweis.  Die  Anzahl  aller  reellen  Wurzeln  ist  nach  Vor- 
aussetzung 

7.  -\-  l  =^  n. 

Ist  nun  die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  y'  und  die  Anzahl 
der  Zeichenfolgen  /',  so  ist  nach  Sa^z  3 

y.'  ^  ■/.,      l'  ^  A. 

Da  aber  z'  +  )J  ebenfalls  gleich  n  sein  muss,  so  ist 
;«'  +  /'  =  ^  +  /t, 
und  das  ist  nur  möghch,  wenn 

yj  —  ;/,       /'  =  /. 

Satz  5.  Verschwindet  ein  Glied  von  f{x)  zwischen  zicei 
positiven  oder  zwei  negativen  Gliedern ,  so  folgt  daraus  die 
Existenz  zweier  complexen   Wurzehi. 

Beweis.  Wenn  man  für  das  versch"v\dndende  Glied  ein 
positives  oder  negatives  Glied  einsetzt,  so  werden  die  Zeichen- 
combinationen 

+  0  +     und    --  0  — 

entweder  in 

+  +  +     und 

oder  in 

-\ \-    und    — •  H — - 

übergeführt,    d.  h.  dui^ch  das  Verschwinden  des  einen  Gliedes 

gehen  entweder  zwei  Zeichenfolgen   oder  zwei  Zeichenwechsel 

verloren.    Die  Anzahl  der  Zeichenfolgen  und  Zeichenwechsel  ist 

daher  im  Ganzen  sicher  um  2  kleiner  als  n,  folglich  ist  auch 

die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  ^  w  —  2. 
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Satz  6.  Verschwinden  in  f{x)  zwei  neben  einander  stehende 
Glieder^  so  folgt  daraus  ebenfalls  die  Existenz  zweier  complexen 
Wurzeln. 

Beweis.  Nach  Voraussetzung  bat  f{x)  höchstens  n  —  1 
Glieder,  so  dass  die  Summe  der  Zeichenfolgen  und  Zeichen- 
wechsel höchstens  n  —  2  betragen  kann. 

Beispiel.     Es  sei 

f{x)  =  a:i2  -  -  a;ii  +  ^x^  +  12a;2  —  19a:  —  24  =  0, 
also 

f\{x)  =  x^-  +  x^^  +  3.7;«  +  12^:2  -f  192:  -  24  =  0 ; 

hier  hat  f{x)  nur  drei  und  fi(x)  nur  einen  Zeichenwechsel,  folg- 
lich hat  die  Gleichung  f{x)  ■=  0  höchstens  drei  positive  und 
höchstens  eine  negative  Wurzel;  mindestens  8  Wurzeln  sind 
complex. 
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Der  Sttirm'scUe  Satz, 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  19U.) 

Ueber  die  Intervalle,  in  denen  die  reellen  Wurzeln  liegen, 
giebt  bereits  Satz  13  in  §  8  (Seite  54  bis  56)  Auskunft.  Da- 
nach giebt  es  zwischen  xi  und  xo  mindestens  einen  Werth  von 
X,  für  welchen  die  stetige  Function  fix)  gleich  Null  wird,  wenn 
f{x)  in  diesem  Intervalle  das  Zeichen  wechselt,  wenn  also  ent- 
weder 

f(xi)  <  0    und   fix.j)  >  0, 

oder 

f(xi)  >  0     und   fixo)  <  0 

ist.    In  dem  vorliegenden  Falle  ist  die  Function  f(x)  eine  ganze 

rationale  Function,  nämlich 

(1.)      f{x)  =  ax^  -f  «la;"^^  +  «22^''   "  +  •••  +  an^ix  -\-  a„. 

Bei  dieser  und  den  folgenden  Untersuchungen  kommt  es 
häufig  vor,  dass  der  Werth  der  ganzen  rationalen  Function  f{x) 
für  irgend  emen  Werth  von  x,  z.  B.  füi"  x  =  x^  berechnet  wer- 
den soll.    Dies   geschieht  in   der  Eegel  am  einfachsten  durch 
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dasselbe  Verfahren,  welches  bei  der  Division  durch  .^■  —  xi  aus- 

gefülii't  wird.    Setzt  man  nämlich 

(2.)        bi  =  üi  -h  axi,     h  =  a.i  +  b^xi,     h^  =  «3  +  b^x^, 

.  .  .  hn  =  ein  +  hn-\X^i 

so  findet  man  durch  Ausführung  der  Division 

(3.)    f{x)  =  ax"  +  üix^-^  +  a-.x''--  -] +  an-ix  +  a„ 

=  {x  —  a;i)(aa:"-i  +  h^x^^-'-  +  M"-^  _|.  . . .  _j_  hn-i)-\-hn. 
Dabei  erfolgt  die  Berechnung  der  Zahlen  b^,  ^2,  ...^«-i,  h^ 
am  einfachsten  durch  Addition   der   in  dem  folgenden  Schema 
unter  einander  stehenden  Zahlen: 

a       cix     a-i        ciz        ...     a„_i         a„ 

aXi        b\X\       b^Xi       .       .       .       bn—2^1       bn~iXi 

bi         bi        bz  bn-i        bn. 

Aus  Gleichung  (3.)  ergiebt  sich  dann  ohne  Weiteres 

(4.)  /(^i)  =  b,. 

Beispiel.    Es  sei 

f{x)  =  ^Qx^~  639  a:2  +  3029  rr  —  4032, 

dann  findet  man    die  Werthe  /(2), /(4), /(7), /(9)  bezw.   in 
folgender  Weise 

40     —  639     +  3029     —  4032 
+    80     —  1118     +  3822 


—  559 

+  1911 

—  210  : 

=/(2), 

40  —  639 

+  3029 

—  4032 

+  160 

—  1916 

+  4452 

—  479 

+  1113 

+  420  -- 

=  /(4), 

40  —  639 

+  3029 

—  4032 

+  280 

—  2513 

+  3612 

—  359 

+  516 

—  420^ 

-/C7), 

40  —  639 

+  3029 

—  4032 

+  360 

—  2511 

+  4662 

—  279     +    518     +    630  =/(9) . 
Da 

/(2)  =  —  210  <  0,    /(4)  =  +  420  >  0,    /(7)  =  —  420  <  0, 

/(9)  =  +  630  >  0 
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ist,   SO  folgt  gleichzeitig  hieraus,   dass  in  jedem  der  Intervalle 
2  bis  4,   4  bis  7,    7  bis  9  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung 
f(x)  =  0  liegt. 

Um  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  =  0, 
welche  in  dem  Intervalle  von  cci  bis  X2  liegen,  genau  zu  be- 
stimmen, hat  Charles  Sturm  das  folgende  Verfahren  angegeben. 

Sucht  man  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  zwischen  f{x) 
und  f'{x),  so  erhält  man  nach  den  Angaben  in  §  116,  wenn 
man  die  bei  der  Division  sich  ergebenden  Reste  bezw.  mit 
— f'ii^))  — /■ii^)i  ■*■  ~fn(^)  bezeichnet,  das  folgende  Schema: 

fix)=Q,{x),fXx)-Mx), 
f{x)  =  Q,{x).Mx)-f,{x), 
Mx)  =  Qz{x)  .Mx)  ~f,{x), 


(5.) 


fu-2{^)  =    Qu-x{x)  .fa-Ax)  —fu{x), 


Hierbei  ist  fa{x)  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  f{x) 
und  f'{x).  Die  vorstehende  Rechnung  kann  deshalb,  wie  bereits 
in  §  117  gezeigt  wurde,  dazu  benutzt  werden,  um  die  Auf- 
lösung der  Gleichung  f{x)  =  o  ziu'ückzufiihren  auf  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen 

(6.)  (>(.r)  =  0     und      ,-/P—  =  0, 

welche  nur  einfache  Wurzeln  besitzen.    (Vergl.  §  117,    Gl.  (9.) 
und  (10.)) 

Setzt  man  in  dem  Folgenden  voraus,  dass/(a;)  nur  einfache 
Wurzeln  hat,  so  ist  fu{x)  eine  Constante,  die  mit/^  bezeichnet 
werden  möge. 

Verschwindet  von  den  Functionen 

/^,  ft.-i(x),  . .  Jiix) ,  f.{x) ,  f\x) 
irgend  eine,  z.  B.  fy.{x)  für  a;  =  a,  so  muss 

/,_i(a)^0     und   /^+i(«)  >  0 
sein.    Wäre  nämlich /;,+i(a)  =  0,  so  wüide  aus  der  Gleichimg 
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folgen,  dass  aiicli/z-i(«)  =  0  wäre.    Dann  wäre  aber 

fy.-2{a)  =  Qy^i(a)  ./^-i(«)  —/<(«) 
ebenfalls  gleich  Null.    Auf  diese  Weise  würde  man  finden 
/.+i(a)  =  0,  Ma)  =  0,  f.,._,{d)  =  0,    .../'(a)  =  0,  f{a)  =  0, 
d.  li.  X  =  a  wäre  eine  mehrfaclie  Wurzel  der  Gleichung  f(z)  =  0. 
Das  widerstreitet  aber  der  Voraussetzung. 

Aus  der  Gleichung 
(7.)  fy.^,ix)  =  Qy{x)  .f. Ix)  -Ulx) 

folgt  daher,  wenn  f-Xd)  =  0  ist, 
(8.)  ./._,(a)  =  -  -/.+,(«). 

Man  kann  jetzt  h  so  klein  nehmen,  dass  fy.-\{a  ±  h)  dasselbe 
Vorzeichen  hat  wie  fy,-i{a),  und  dass  fy.+\{a  ±  h)  dasselbe  Vor- 
zeichen hat  wie  fy,j^i{a).  Jetzt  haben ,  wenn  man  mit  z  das 
Vorzeichen  von  fy\a  —  h)  und  mit  z'  das  Vorzeichen  von 
f.y,{a  +  h)  bezeichnet,  nach  Gleichung  (8.)  die  Functionen 

fy.-i{x),     fy{x),   fy.+i(x) 

für  X  =  a  —  h  das  Vorzeichen        ±  z  ^ 

„      X  =  a  „  „  rb  zb  0  H= 

„      X  =  a  -\-  h     ,,  ,,  ±  z'  ^ 

Welche  Vorzeichen  z  und  c'  auch  sein  mögen,  es  findet  bei 
den  drei  auf  einander  folgenden  Functionen  fy-i{x),  fy\x),  fy-riix) 
für  die  betrachteten  Werthe  von  x  stets  nur  ein  Zeichenwechsel 
statt,  d.  h.  es  kann  in  der  Eeilie  der  Functionen 

./>,   J\.-i{x),    ..-fzix),  ßiix),  f'{x),  f{x) 
kein   Zeichenwechsel   verloren    gehen ,    wenn   x   den  Werth  a 
passirt,  für  Avelchen  fy{x)  =  0  wird. 

Werden  für  rr  =  «  mehrere  Fmictionen  der  vorstehenden 
Eeihe,  welche  „die  Sturm^&oh^  Reihe''  genannt  wird,  gleich 
Null,  so  kommt  jede  verschwindende  Function  zwischen  zwei 
nicht  verschwindende,  so  dass  in  der  ganzen  Reihe  kein  Zeichen - 
Wechsel  verloren  gehen  kann. 

Nm-  wenn /■(.^•)  selbst  f ür  rr  =  a  verschwindet,  verhält  sich 
die  Sache  anders.    Dann  wird  nach  Voraussetzung  f'{a)  <  0. 
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und  mau  kann  h  so  klein  machen,  dass/'(a:)  das  Zeichen  nicht 
wechselt,  wenn  x  das  Intervall  von  a  —  h  bis  a  +  h  durchläuft. 
Dagegen  wird  nach  dem  Taylor' sdien  Lehrsatze  (vergl.  Formel 
Nr.  87  der  Tabelle) 

/  /(«  -  /^)  =/(«)  -  ^  [/'(«)  +  «i]  =  -  h  [f\a)  +  «,] , 
'  9-)       I  y  (^  ^  ;,)  ^  ^-(«^  ^_  /,  y'(a)  +  a.]  =  +  Ä  [/'(«)  +  «2] » 
wobei /'(a)  +  fti- und   /'(«)  + «2    dasselbe  Zeichen   haben  wie 
/■'(a).    Deshalb  haben  die  Functionen 

f{x)     und    ./'(rr) 
füi'  T  =  a  ^h  das  Zeichen         ±  ^ 

und       „    a;  =  a  -f  Ä     „         „  =F  ^ 

Hier  geht  also  wirklich  ein  Zeichenwechsel  verloren.  Das 
Ergebniss  der  vorstehenden  Untersuchung  ist  daher  folgendes: 

Alle  Werthe  von  a-,  für  welche  eine  der  Functionen 

f„  ./:„_i(^),  ..-Mx),  Mx),  fix),  fix) 

zwischen  x^  und  x-2  verschwindet,  seien  in  steigender  Ordnung 
«,  Z»,  c,  ...>?•,  l,  dann  wechselt  in  den  Intervallen  von 

xx  bis  «,    a  bis  5,    Ä  bis  c,    . . .  ^  bis  /,    l  bis  a-2 
keine  dieser  Functionen  das  Zeichen,  es  kann  also  kein  Zeichen- 
wechsel verloren  gehen,   wenn  x  eines  dieser  Intervalle  durch- 
läuft. 

Durchläuft  aber  x  die  Intervalle  von  a  —  h  bis  a  -\-  h. 
b  —  h  bis  b -\- h,  .../  —  h  bis  l  +  h,  so  wird  nur  dann  ein 
Zeichenwechsel  verloren  gehen,  wenn  a,  oder  b^ ...  eine  Wurzel 
der  Gleichung  f{x)  =  0  selbst  ist.    Daraus  folgt  der 

Satz.  Die  Gleichung  f{x)  =  0  hat  in  dem  Inte^'vaUe  von 
Xi  bis  xi  genau  so  viele   Wurzeln,  wie  die  Reihe 

/„,    fa-i{Xx),    ...Mxi),    MXi),     f'{Xi),    f{x,) 

Zeichenwechsel  mehr  hat  als  die  Reihe 

/„,    fa-ix.{),      ...fsiXo),     f2(X2),     /'(^2),     /(xo). 

Beispiel.     Wieviel  reelle  Wm-zeln  hat  die  Gleichung 
f{x)  =  x^~  14a;3  +  llx'^  —  154a;  +  120  =  0 
in  dem  Intervalle  von  1  bis  6? 
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Auflösung.    Hier  ist 

f'{x)  =  4:X^  —  42a;2  +  1422;  ~  154, 

X       7 
Qi{x)  =  y  —  o  '     ^/K^)  =  5a;2  —  35;r  +  59, 
4        o 

^  ,  ,       16a;       56       ^  ..  /  x 

Q-2{x)  =  — ^_- ,     5/3(3;)  =  16a;  —  56, 

„  ,  ,        25a;       175 

Deshalb  wird 
16/4  =  9,  5/3(l)=-40,  4/2(l)=  +  29,/'(l)=-50,/(l)  =  +24, 
16/4  =  9,  5/3(6)=  +  40,  4/2(6)=  +  29,/'(6)=  +  50,/(6)=  +  24. 

Die  erste  Eeihe  hat  4  Zeichenwechsel ,  während  in  der 
zweiten  Reihe  kein  Zeichenwechsel  auftritt;  es  gehen  also  4 
Zeichenwechsel  verloren,  wenn  x  das  Intervall  von  1  bis  6 
dui'chläuft,  d.  h.  die  Gleichung  4*^'^  Grades  hat  4  reelle  Wurzeln, 
die  zwischen  1  und  6  liegen. 
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(Yergl.  die  Formel-  Tabelle  Nr.  191.) 

Durch  die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen 
Methoden  kann  man  nicht  nur  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln 
genau  bestimmen,  sondern  man  kann  auch  durch  Einsetzen  von 
Zahlwerthen  Werthe  von  x  finden,  die  den  reellen  Wurzel- 
werthen  ziemlich  nahe  liegen.  Unterscheidet  sich  z.  B.  die  Zahl 
a  von  einer  Wurzel  der  Gleichung /(a;)  =  0  nur  um  eine  kleine 
Grösse  h,  so  ist  nach  der  Ta^/Zor'schen  Eeihe 

(1.)  f{a  +  h)  =f{a)  +-^  Ä  +  -^r  /^^  4-  •  •  •  =  0. 

Da  '^—^-'  ^^    und    die    folgenden   Glieder   für   him^eichend 

kleine  Werthe  von  h  sehr  klein  werden,  so  kann  man  sie,  ohne 
einen  grossen  Fehler  zu  begehen ,  vernachlässigen.  Deshalb 
findet  man  aus  Gleichung  (1.)  näherimgs  weise 
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(2.)               /(«)+-~-^A  =  0,     Oder    h  = 

/(«) 
/'(«) 

folglich  ist 

(3.)                                        «—1^ 

ein  zweiter  Näherungswerth ,  der  unter  gewissen  Bedingungen 
dem  wahren  Werthe  von  x  näher  liegt  als  a.  Einen  dritten 
Näherungswerth  findet  man  dann  durch  die  Gleichung 

(4.)  a"  =  a'-f^- 

Indem  man  dieses  Verfahren ,  welches  „die  iS^e^-^ow'sche 
Näherungsmethode"  genannt  wird,  fortsetzt,  kann  man  sich  dem 
wahren  Werthe  von  x  beliebig  nähern. 

Dieses  Verfahren  führt   aber   nur  dann  zum  Ziele,  wenn 

f"(a) 

—^  ^i'^  und  die  folgenden  Glieder  in  Gleichung  (1 .)  wirklich 

sehi'  klein  sind.  Deshalb  hat  Fourier  die  Newton'?>Qh.Q  Methode 
noch  in  der  folgenden  Weise  verbessert. 

Man  bestimme  zwei  Zahlen  a  und  b  so,  dass  zwischen  u 
und  b  nur  eme  Wurzel  der  Gleichung /(rr)  =  0  liegt,  und  dass 
die  Gleichungen  f\x)  =  0  und  f"{x)  =  0  in  diesem  Intervalle 
keine  Wm-zel  haben.  Dann  müssen  /{d)  und  f{b)  entgegen- 
gesetztes Zeichen  haben,  weil  f(x)  für  einen  Werth  von  x 
zwischen  a  und  b  verschwindet.  Dagegen  hat  /'{ci)  mit  f'{b), 
und  ebenso  f"{a)  mit  /  "{b)  gleiches  Zeichen.  Deshalb  sind  in 
Bezug  auf  die  Vorzeichen  \onf(x),f'{x)  und/"(a;l  4  Fälle  zu 
unterscheiden.  Diesen  4  Fällen  entsprechen  die  Figm-en  130 
bis  133,  in  denen 

OAi  =  a,   OBi  =  b,    OQ  =  x 

sein  möge.  In  den  Figuren  130  und  131  schneidet  die  Tan- 
gente des  CiUTenpunktes  B  die  X-Axe  im  Punkte  2\  und  durch 
den  Cuiwenpunkt  A  ist  eine  Parallele  AS  zu  TB  gelegt;  in  den 
Figm-en  132  und  133  schneidet  die  Tangente  des  Cmn'enpunktes 
A  die  X-Axe  im  Punkte  T,  und  durch  den  Curvenpmikt  B 
ist  eine  Parallele  BS  zu  TA  gelegt. 
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Fig.  130.  Fig.  131. 
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Im  Falle  I  (Fig.  130)  ist 

./•(«)  <  0,    /'(a)  >  0,    f"{a)  >  0, 
f{b)>0,    f'{b)>0,    f'\b)>0, 
d.  li.   die  Curve  tritt  aus  dem  Negativen  in's  Positive  und  ist 
nach  oben  conca^'. 

Im  Falle  II  (Fig.  131)  ist 

/(a)  >  0,    f'(a)  <  0,    f'\a)  <  0, 
/(6)<0,    f'ib)<0,    .r{b)<0, 

d.  li.  die  Curve  tritt  aus  dem  Positiven   in's  Negative  und  ist 
nach  oben  convex. 

Fig.  132.  Fig.  133. 
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Im  Falle  III  (Fig.  132)  ist 

/(a)>0,    /VXO,    /»>0, 

/(5)<0,     /'(*)<0,    f"{b)>Q, 
d.  h.  die  Curve  tritt  aus  dem  Positiven  in's  Negative  und  ist 
nach  oben  concav. 
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Im  Falle  IV  (Fig.  133)  ist 

/(a)<0,    f'ia)>(),    /»<0, 
/(ö)>0,    f'ib)>0,    /"(*)<o, 
d.  h.  die  Cnrve  tritt  aus  dem  Negativen  in's  Positive  und  ist 
nach  oben  convex. 

Der  convexe  Theil  der  Curve  ist  demnach  in  den  Fällen  I 
und  n  der  Ordinate  BiB  und  in  den  Fällen  III  und  IV  der 
Ordinate  AiA  zugewendet.  Deshalb  heisst  nach  Fourier  in  den 
Fällen  I  und  II  der  Werth  b  und  in  den  Fällen  III  und  IV 
der  Werth  a  „die  äussere  Grenze".  Man  beachte,  dass  in  den 
Fällen  I  und  II ./"'(«)  und/"(a)  cßeiches,  und  in  den  Fällen  III 
und  IV  entgegengesetztes  Zeichen  haben. 

Im  Falle  I  setze  man 
(5.)  x^b  —  {b^x)  =  OQ, 

dann  wird  nach  Formel  Nr.  85  der  Tabelle,  wenn  man  a  mit  6 

vertauscht, 

(6.)  /(:r)=/(Ä)  -(3   -4/'(|)  =  0, 

wo  §  =  ö  —  0{b  —  x)  zwischen  x  und  b  liegt.     Daraus  folgt 

(7.)  b~x=-^y    oder    ^  =  ^-j§-y 

Da  in  dem  betrachteten  Intervalle /"(a:)  >  0  ist,  so  wird 

(8.)  f\b)>f'(^)>Q,     also     0<'7^<7^- 

Dies  giebt 

Die  Zahl  b'  =  b  — ~t^  liegt  also  zwischen  x  und  b,  d.  h. 
fVn 
sie  liegt  dem  wahren  Werthe  der  Wurzel  näher  als  b. 

Setzt  man 
(10.)  X  =  a  -\-  (x  —  d), 

so   findet   man   in   ähnlicher  Weise   nach   Formel   Nr.  85   der 
Tabelle 
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(11.)  fix)  =f(a)  +  (rc  -  a)f'{fi)  =  0, 

wo  iy  =  a  +  &{z  —  a)  zwisclien  a  und  x  liegt.    Dies  giebt 

12.)  x-~a=~  -^y- ,    oder    a:  =  a  —  •■^:^  • 

Da  in  dem  betrachteten  Intervalle  f"{x)  >  0  ist,  und  da 
f{a)  <  0  ist,  SO  wird 

(13.)  0</'(^)</m    also    =/|l>=^M, 

folglich  ist 

Man  findet  also 
(15.)  a  <:  a'  <  X  <.  b'  <.  b. 

Diese  Untersuchung-  lässt  sich  in  folgender  Weise  geometrisch: 
deuten.  Die  Tangente  im  Punkte  B  (Fig.  130)  hat  die  Glei- 
chmig 

für  den  Schnittpunkt  2'  dieser  Tangente  mit  der  X-Axe  findet 
man 

x'=OI,    y'  =  0,     also    -   f{b)  =  f'{b) (OT—b), 
oder 
(17.)  OT=b       j^^^b'. 

Ferner   hat   die   Gerade   ^»S',   welche   zur   Tangente   TB 
parallel  gezogen  ist,  die  Gleichung 
(18.)  y'^f{a)=f{b){x'-a). 

Für  den  Schnittpimkt  *S'  dieser  Geraden  mit  der  X-Axe 
findet  man 

x'  =  OS,  y'  =  0,  also  -  /(«)  =f'{b){OS—a\ 
oder 

(19.)  OS=a^^-p^^=a'. 

Gleichzeitig  erkennt  man,  dass  das  Intervall  zwischen  a' 
und  b'  wesentlich  kleiner  ist  als  das  Intervall  zwischen  a 
und  b. 

Kiepert,  Ditferential-Eeclmung.  34 
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Indem  man  dieses  Verfahren  weiter  fortsetzt,  findet  man 


(20.) 


f\f>') 

.f{a") 
f\b") 


f\(>') 


b-"  =  b" 


Die  einzelnen  Intervalle 
(21.)  /.•  =  ^*      a,k'  =  b'      a',    k"=b"  -a",    ... /cd'^  =  biP)--a<J>) 
werden  immer  kleiner  nnd  nähern  sich  schliesslich  dem  Werthe 
0  beliehig-.    Nach  den  Gleichungen  (17.)  mid  (10.)  ist  nämlich 

(22.)  A  -b        a  -b  -  -  -^  -  a  +  y^^  -k~-  —j^^ 


Nach  der  yV/y/or'schen  Eeihe  wird  aber 


J\^)  ^  f{b)  =  {x-     b)f'{b)  + 

also  füi"  X  =  a 

(23.) 


f"[b-^.Q{x~b)\, 


k^ 


WO  'C.  =  b  -\-  G(a  -    b)  =  b  -   0k  zwischen  a  und  b  liegt.    Des- 
halb geht  Gleichimg  (22.)  über  in 


(2i.) 


Bezeichnet  man  mit  G  den  gi^ossten  Werth,  den  f"{x)  in 
dem  Intervalle  von  a  bis  b  annimmt,  und  setzt 

G 


(25.) 
SO  wii'd 


=  C, 


oder 
(26.) 


f"{]:)^G,f'{a)<f'{b),     also     k' 
k'  <  C.k\ 


k'^G         k^G 


2/'(6;       2/'(a) 


Ebenso  findet  man 
k" 


V'W)         2/'(a) 
/(;'"  <  C .  {k"f  <  C^ .  k\    k^^)  <  6'.  {k"'y  <  6'^= .  ^^6, . 
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Man  erkennt,  dass  die  Annäherung-  eine  sehr  starke  wird, 
wenn  C .k  <  1  ist. 

Dieselben  Formehi,  welche  für  den  Fall  I  hergeleitet  sind, 
gelten  auch  für  den  Fall  II,  wie  man  leicht  zeigen  kann. 

Füi'  die  Fälle  III  und  IV,  bei  denen  a  die  äussere  Grenze 
ist,  erhält  man  brauchbare  Resultate,  wenn  man  in  den  Glei- 
chungen (17.),  (19.)  und  (20.)  f/,  a',  a", ...  bezw.  mit  b,  b',  b", ... 
vertauscht;  man  hat  also  zu  setzen: 


(27.) 


n'    -  a         -^("^         b'    -  b         -f^^^ 


Hier  haben /'(«)  und/"(a)  entgegeng-esetztes  Zeichen. 
Macht  man  noch  die  Voraussetzung,  dass  f"'{x)   zwischen 
a  und  b  nicht  verschwindet,   so   ist   G   entweder  f"{a)   oder 
f"{b)\  dann  kann  man  die  Zahl  C  für  alle  4  Fälle  dui'ch  die 
Gleichung 

(28.)  C=-^ 

erklären,  wo  K  die  kleinere  von  den  beiden  Grössen ./"'(«)  und 
f'{b)  und  G  die  grössere   von   den   beiden  Grössen  f"{a)  und 
f"{b)  ist.    Es  gelten  dann  für  alle  4  Fälle  die  Ungleichungen 
(29.)  b~  a  =  h,  k'  <  C.k^,  k"  <  C3 .  k\  /■'"  <  C" .  Ä«, ...  . 

Ist  6' .  i^  <  1 ,  so  braucht  man  nur  die  Näherungswerthe  an 
der  äusseren  Grenze  zu  berechnen,  denn  aus  den  Ungleichungen 
(29.)  ergiebt  sich,  wie  gross  der  Fehler  höchstens  sein  kann. 

Beispiel.     Es  sei 
(30.)  f{x)  =  x^-~x^  —  \^x  —5  =  0, 

und  es  sei  bekannt,  dass  die  3  Wurzeln  dieser  Gleichung  bezw. 
in  den  Intervallen  -2,4  bis  —2,3;  -0,6  bis  -  0,5  und  3,8 
bis  4,0  liegen;  man  soll  die  3  Wurzeln  auf  4  Decimalstellen 
genau  berechnen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (30.)  folgt 
(31.)    f\x)  =  Sx'-  —  2a:  —  10, ./  "(x)  =  6x  —  2,  f"\x)  =  6. 
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Indem  man  beim  Einsetzen  der  Zahlwerthe  das  in  §  120 
angegebene  Schema  benutzt,  findet  man  zunächst  für  a  =  —  2,4 
und  b  =  "  2,3 

|/(«)  =  -0,584,/'(a)-  +  12,08,/"(a)=-16,4,/'»=6, 
^     ^^   l/(*)  =  +  0,543,/Y*)=  +  10,47,/"(6)  =  -15,8,/-(5)  =  6. 
Hier  tritt  also  Fall  IV  ein;  deshalb  wird 

^'=ö-j!^)  =  -2,3^^^^|  =  - 2,3- 0,044^ 

Um  die  fernere  Kechnung  zu  vereinfachen,  setze  man 
(33.)  a'  =       2,352,     b'  =  ^  2,344. 

Dies  ist  erlaubt,   Aveil  man  a'  etwas  Meiner  und  l'  etwas 
(jrösser  annimmt   als  die  bereits   gefundenen  Näherungswerthe. 
Jetzt  wii^d 
(34.)  /(a')=  —  0,022  942,  f{b')=  +  0,066  940, ./"'(«')  =  11,299  712, 

folglich  ist 

fia')  0.022942 

""  =  '''     /W  ="'■'''+ Ti;i99n2  =  ^  2,3i9 970 , 

,..      X.       /'(*0  ^o..         0,066940  ^„.^„^. 

*    ='  ~i=b)  =  "2-3«^^-j^^j^  =  -2,349924. 

Da  a-i  zmschen  a"  und  b",  aber  näher  an  a"  liegt,  so 
setze  man 

(35.)  a:i  =  —  2,349970. 

Der  Fehler  wird  dann  kleiner  als  \{b"  —  a")  =  0,000023. 

Für  das  zweite  Intervall  wird  «  =  —  0,6  und  6  =  ^ — 0,5; 
dies  giebt 

{/(«)=+  0,424,  f'{a)  =-  7,72,  f"{a)  =  -5,6,  /'"{a}  =  6, 
^     ^^  W)="0,375,/'(J)=-8,25,/"(*)  =  -5,     f"Xb)=6, 

Hier  tritt  also  Fall  II  ein;  deshalb  wird 

a'=a—-J^=— 0,6  +  ^^^=    -0,6+0,051394  =  — 0,548606. 
/  [o)  8,25 

5'=5  — 474=— 0.5  — —^-^=—0.5  — 0,045  455=— 0,545455. 
J'(b)  '         8,25 
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Um  die  fernere  Rechnung-  zu  vereinfachen,  setze  man 

(37.J  a'  =  -    0,549,     b'  =  —  0,545, 

dann  wird 

(38.)  f{a')  =  0,023 130,  f{b')  =  —  0,008  904 ,  f'{b')  =  —  8,018  925, 

folglich  ist 

.       /■(«')  ^  _,^    ,  0,023130 

i"  =  ä.->:(|;)=-0,545-M0i«»A  = -0,5461.0. 
J  \o  )  6,018  92d 

Da   a-2  zwischen  a"  und  5",  aber  näher  an  b"  liegt,    so 
setze  man 
(39.)  X2  =  —  0,546  110. 

Der  Fehler  wii'd  dann  kleiner  al^  ^{b"  —  a")  =  0,000003. 

Für   das  dritte  Intervall  wird  a  =  3,8   und   5  =  4;    dies 

giebt 

//(«)=- 2,568,/X«)  = +  25,72,/"(«j= +  20,8, /'"(a)=6, 

^^^'^   \f{b)=  +  S,         /'(i)  =  +  30,      f"ib)=  +  22,     f"'{h)  =  Q. 

Hier  tritt  also  Fall  I  ein;  deshalb  wird 

f(a)  2,568 

a'  =  a  — -f^  =  3,8  +  -',,--  =  3,8  +  0,0856  =  3,8856. 
f  \o)  30  ' 

*'  =  *~m  =  *'"~3'5  =  ^'»- »■1  =  3.8- 

Um  die  fernere  Rechnung  zu  vereinfachen,  setze  man 
(41.)  a'  =  3,885,     b'  =  3,9, 

dann  wird 
(42.)  f{a')  =  -  0,306  046, /(ö'j  =  +  0,109, /'(^'j  =  +  27,83, 

folglich  ist 

Da   xz   zwischen  a"  und  b",  aber  näher  an  b"  liegt,   so 
setze  man 
(43.)  a-3  =  3,896  083. 

Der  Fehler  wii^d  dann  kleiner  als  ^{b"  —  a")  =  0,000043. 
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Näherungsmethode  von  Graeffe, 

Sind  in  der  Gleichung  fix)  =  0  die  absoluten  Beträge  der 
Wurzeln  von  einander  verschieden ,  und  sind  die  absoluten 
Beträge  der  reellen  Wurzeln  grösser  als  die  der  coniplexen 
Wurzeln,  so  kann  man  zur  Ermittelung  der  reellen  Wurzeln  das 
folgende  Verfahren  anwenden. 

Durch  Vertauschung  von  x  mit  —  x  geht  die  Gleichung 
( 1. )      f[x)  =  x'^  +  Uiz" - 1  +  a.2a;"-2  ^ }.  ^^^^_^,  ^  a„ 

=  {x  —  Xi)  {x  -    Xi)  ix  —  .Ta)  •  •  •  ix  —  rr„)  =  0 
in 

(2.j      f\ix)  =  a:"  —  ai.r"  ^  +  a^x''-^ \ zp  ün-^x  ±  a„ 

=  {x  +  Xi)  (x  +  X2)  {X  +  x3)---{x  -\-  rr")  =  0 
Über.    Indem  man  die  beiden  Gleichungen  il.)  und  (2.j  mit  ein- 
ander miütiplicirt,  erhält  man  eine  Gleichung 

=  (a:2  —  rri^j  ^^2 _ 3.^2^  (^2  _  ^^2^  ...ix"^     ^  xj)  =  0, 
wobei 

(  il  =  2a.2       ai-, 

b-2  =  2^4  —  2«!  «3  +  Oo-. 

bä  =  2a6  —  2ai  «5  +  20,  «4  —  </3-, 


(4.) 


Am  einfachsten  findet  man  die  Coefficienten  der  Gleichung 
(3.),  W'enn  man  f{x)  auf  die  Form 

(la.)  fix)  =  (.r"  +  a.z"  -  2  +  üiX"-^  +•••)  +  («1  ^"~ '  +  a.z'-'  +  •  •  •) 

=  ^+  i^ 
bringt,  wobei 

A  =  X"  +  a.2z"   2  -f  «4,^"   4-1 ,     B  =  itix"   ^  +  cizx"-^  -f  •  ■  • 

ist,  dann  wü^d 

(2a.)  f\{x)  =  A^B  =  0 

und 

(3a.)  fix.)f,ix)=A'^~-B^-  =  0. 
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Indem  man  x^  =  y  setzt,  geht  Gleichung  (3.)  über  in 
(5-j     [/{y)  =  r  +  ^i2/"~'  +  ^2^-'  +  •  •  •  +  ^i,.  ly  +  f^n 

=  {y  —  a-i2)  (ij  --  .rs^)  (y  —  x^^)  ...{y  —  r,,2)  ^  q. 
Miütiplicii  t  man  diese  Gleichung  mit 
(6.)     (— iyV("y)  =  /*--^,y"-»  +  %"-2— +---  +  5„_iy±^. 

=  (2/  +  ^i')  (y  +  ^-2')  (y  +  ^3-^) . . .  (y  +  ^u-)  =  0 

und  setzt  y^  =  r,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(7.)  2"  +  Ci2''^  1  +  C22"-'  +  •  •  •  +  C„_i2  +  Cn 

=  (2  —  iTi'*)  (2  —  rra*)  (2  —  2-3*)  ...{z  —  xj)  =  0. 
Dieses  Verfahren  kann  man  beliebig  fortsetzen  und  findet, 
wenn  man  die  Zahl  2^"  mit  /*  bezeichnet,  schliesslich  eine  Glei- 
chung 

( 8.)  w"  +  2HIV''-'  +  p^ic'^-''  H \-  p^^iic  +  jt?,,  =  0 

mit  den  Wui'zeln  a:r",  ra",  2:3", . . .  xj'. 


=  ^r"(l  +  «0, 


Sind  alle  Wurzehi  reell,  und  ist 
(9.)  .ri2  >xi'>  xz->-   •  >  xj, 

SO  wird  nach  den  Ausführungen  in  §  114 

(10.)  —  jöi  =  :ri"  +  .ra"  +  T3."  H f-  .r,," 

(11. )    +  /)•>  =  a-i.":r2"  +  :rif':r3."  +  •  •  •  +  a-.,"a-3."  + h  x^f^Xi''  -f  •  •  • 

=  a:v"a:2''(l  +  £2), 
(12.)  ~j}3  =  i!-i.":r2"aV'  +  Ä-r".r2''Ä-4."  +  •  •  • 

1  +  C')  +  •  •  •]  =  ^rr"a-2.":r3''(l  +  £3), 


Xy'- X2^^  X^^' 


(13.)   ±  p„  =  Ä-i."a:-2'"a;3"  . . .  xj'. 

Nun  sind  aber  nacli  Voraussetzung  die  Grössen 
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lauter  äclite  Brüche,  deren  Potenzen  man  beliebig  klein  maclieu 
kann,  wenn  man  nur  den  Exponenten  hinreichend  gross  macht. 
Deshalb  kann  man  auch  die  Grössen  £i,  £2,  fs,  •••  beliebig  klein 
machen  und  findet  mit  beliebiger  Annäherung 

(14.)         —^pi^^Xif",        -\-  Pi  =  Xy}'Xi^,        —pi  —  Xx^X-ii'Xzi', 
...±pn  =  X^^'X>/'  ...Xn>^. 

Daraus  folgt  näherungsweise 


(15.)  .rif*  =  — jo,,  x^i"  = 

oder 

log(d=:ri)  = 


.^2 


xz^'  = 


P2 


Xn^  = 


Pn-l 


(16.) 


iog(— M 


l0g(dr  X.,)  =  —  [l0gp2        log  (—7^1)], 
l0g(=b  2:3)  =    -  [l0g(—  /?3)  --  logpz]  , 


log(±  a'„)=   -[log(±;?„)  —  log(=Fj»„_,)]. 

Beispiel.    Man  soll  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(17.)  fix)  =  x^  —  x^~l0x—5  =  0 

berechnen. 

Auflösung.  Mt  Hülfe  des  Sturm''schen  Satzes  kann  man 
leicht  nachweisen,  dass  die  Gleichung  zwei  negative  und  eine 
positive  reelle  Wurzel  hat,  dass  also  das  vorher  angegebene 
Verfahren  anwendbar  ist.    Aus 

(x^  —  10.r)2  —  (a:2  +  5j2  =  0 
folgt  dann  die  Gleichung 


(18. 


y6 


212/2  -|_  90^^  _  25  =  0,     wo     y  =  x"-. 


Ferner  folgt  aus 

{y^  +  902/)2  —  (21 1/2  +  25)2  =  0 
(19.)     z^  —  26122  _f.  7050  2—  625  =  0,     WO     z  =  y"- =  x^. 
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Aus 

if  +  70502)2  --(26122  +  625)2  ^  q 

folgt  die  Gleichung 

(20.)    w^  —  54 021 MJ2  +  49  376  250 ^ü  —  390  625  =  0, 


wo      ZV  =  Z^  =:  y*"  =  x^. 


Deshalb  wird 


log(dr  Xi)  =  ^  log 54  021  =  4,732  562  6  :  8  =  0,591 570  3, 

o 

log(±  3:2)  = -[log  49  376  250  — log  54  021] 

=  (7,693518 1  —  4,73?  562  8) :  8 
=  2,9609555:8  =  0,3701194, 

log(zh  :r3)  =  -  [log  390 625  —  log49376250] 

o 

=  (5,5917601     -7,693  5181):  8 

=  (5,898  242  0  — 8):8  =  0,737  280  3  —  1. 

Daraus  folgt 

(  xi  =  ±3,904544, 

(21.)  I  X2  =  ±2,344874, 

l  0^3  =  ±0,546110. 

Da  xi  -{-  Xi  -}-  xs  =  1  ist,  so  muss  ri  >  0,  a-o  <  0,  x^  <:  0 
sein.  Aus  der  Vergleichung  dieser  Näherungswerthe  niit  den 
in  §  121  für  die  Wuizeln  derselben  Gleichung  gefundenen 
AVerthen  erkennt  man,  dass  die  Annäherung  eine  ziemhch 
starke  ist. 

Der  gTOsse  Mangel  dieser  Methode  liegt  darin,  dass  man 
zwar  die  Wui^zeln  mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  kann, 
dass  man  aber  für  den  Fehler  keine  zuverlässige  Grenze  an- 
geben kann.  Man  wh^d  daher  im  Allgemeinen  zmiächst  die 
Graefe'sche  Methode  benutzen,  um  füi'  die  Wurzeln  Näherungs- 
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■\verthe  zu  finden,  und  dann  die  Methode  von  Neicton  und  Fourier 
anwenden,  Avenn  es  darauf  ankommt,  bei  der  Berechnung  eine 
bestimmte  Genauiglceit  zu  erzielen. 

Sind  auch  complexe  Wurzeln  vorhanden,  so  kann  man  die 
Methode  von  Graeffe  noch  zur  Berechnung  der  reellen  Wurzeln 
anwenden,  deren  absoluter  Betrag  grösser  ist  als  der  absolute 
Betrag  der  complexen  Wui'zehi. 

Nach  den  Ausführungen  in  §  113  treteu  die  complexen 
Wurzeln  paarweise  auf.    Ist  z.  B. 

(22.)  Xy,  —.  r{coS(f  +  isiiKf) 

eine  Wurzel  der  Gleichung  /(a,-)  =  0,  so  hat  die  Gleichung  noch 

eine  zweite  Wurzel  von  der  Form 

(23.)  X/.  =  y(cos  ff  -  -  «sin  ff). 

Dies  giebt 
(24.)  x-/  +  X}!'  =  r^' [cos([j  ff)  -\-  ism{fi ff )]  +  r"  [cos{;ayO  —  isiii(f.iff)] 
=  2r>' cos  {/.(ff). 

Hat  jetzt  die  reelle  Wurzel  .r,  unter  allen  Wurzeln  den 
grössten  absoluten  Betrag,  so  kann  man  in  der  Gleichung 


-2h  =  Xi' 


die  Grösse   «i    füi'    hinreichend   grosse  Wertlie   von   /j    wieder 
beliebig  klein  machen ,  so  dass  man  mit  beliebiger  Annäherung 

(25.)  xi  =  ypi 

erhält. 

Ebenso  kann  man  die  Methode  von  Graeffe  zur  angenäherten 
Berechnung  derjenigen  reellen  Wurzeln  benutzen,  deren  abso- 
luter Betrag  kleiner  ist  als  der  absolute  Betrag  der  complexen 
Wui'zeln,    denn  man  kann   diesen  Fall    auf  den    vorstehenden 

zurückführen ,  indem  man  -^  =  t  setzt.    Dann  entsprechen  den 

gesuchten  Wurzeln    diejenigen    reellen   Wurzeln    in    der   Glei- 
chung 

(26.)      ^"/(y)  =  «a^"  +  «n-i !!"-•  +  •••  +  a.f'  +  Chi  -f  1  =  0, 
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deren  absoluter  Betrag  grösser  ist  als  der  absolute  Betrag  der 
complexen  Wurzeln. 

Man  kann  die  Methode  von  Graeffe  sogar  so  verallge- 
meinern ,  dass  sie  für  die  angenäherte  Berechnung  der  com- 
plexen "Wurzeln  geeignet  wird.  Die  Auseinandersetzung  des 
dazu  erforderlichen  Verfahrens  würde  aber  hier  zu  weit 
führen. 


XVI.  Abschnitt. 
Asymptoten  einer  Curve. 

§  123. 

Richtung  der  Asymptoten. 

(Yergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  192.) 

Erklärung.    Eine  Tangente,  deren  Berührungspunkt  unend- 
licli  fern  liegt,  lieisst  eine  ..Asymptote'-''  der  Curve. 

In   diesem  Falle  ist  Formel  Nr.  131  der  Tabelle,    welche 
die  Gleichung  der  Tangente  angiebt,  nämlich 

du ,  i         X 

nicht  mehr  anwendbar,  weil  in  dieser  Gleichimg  z  und  y  (oder 
wenigstens  die  eine  von  diesen  beiden  Grössen)  unendlich  gi^oss 
werden.  Auch  kann  die  Differentiation  von  y  nach  x  in  diesem 
Falle  nicht  mehr  ausgefülui  werden.  Dagegen  führen  die  in 
Abschnitt  XIV  ausgeführten  algebraischen  Untersuchungen  zum 
Ziele. 

Dabei  möge  die  Bestimmung  der  Asymptoten  einer  Curve 
mit  der  Gleichung 
(1.)  F{x,  y)  =  0 

auf  den  Fall  beschränkt  werden,  wo  F{x,  y)  eine  ganze  ratiotiale 
Function  ti^^"^  Grades  ist,  obgleich  die  meisten  Schlüsse  und 
Ergebnisse  der  hier  folgenden  Untersuchung  auch  dann  noch 
richtig  bleiben,  wenn  diese  Beschränkung  aufgehoben  wird. 

Zunächst  beachte  man,    dass  die  AsjTnptote   eine   gerade 
Linie  ist,  deren  Gleichung  die  Form 


§  123.    Richtung  der  Asymptoten.  5il 

(2.)  Ax'  -\-  By'  +  C=0 

haben  muss.    Ist  B^O,  so  erhält  man  lüeraus 
(2a.)  ij'  =  mx'  +  [i, 

und  ist  ^  <  0,  so  erhält  man 
(2b.)  x'  =  ly'  +  /, 

wobei 

fx^  ABl 

x>  A        m 

ist.    Wii'd  ^  =  0 ,  so  ist  die  Gerade  parallel  zur  Y-  Axe  und 
hat  die  Gleichung 

x'  =  /., 
wälirend  die  Gleichung-  (2a.)  nicht  benutzt  werden  kann.    Wird 
A  =  0,   so   ist  die  Gerade  parallel    zur  X-Axe   und  hat  die 
Gleichung 

y'  "=  f^, 
während  die  Gleichung  (2b.)  nicht  benutzt  werden  kann. 

Damit  die  Gerade  (2a.)  oder  (2b.)  durch  den  Curvenpunkt 
P  mit  den  Coordinaten  x  und  y  hindurchgeht,  muss 

y  =  J?ix  +  ,u     und     X  =  ly  -\-  /, 
oder 

(■1.)  m  =  — '      und    1= 

XX  y     y 

sein,   wobei   zunächst   angenommen  ist,    dass  der  Punkt  P  im 
Endlichen  liegt.    Eückt  aber  P  in's  Unendliche,  so  wird 

(4a.)  ™  =  lim(|~-'^)=lini(|), 

(4b.)  l  =  lim  C  -^A=  lim  (-\  - 

y=oo\y  y/         i/=cc\<// 

Um  nun  die  Grössen  limT- j  bezw.  lim(-j   zu   berechnen, 

beachte  man,  dass  x  und  y  die  Coordinaten  eines  CWd;ewpunktes 

sind,  dass  man  also  die  Werthe  von  -  und  -  aus  der  Gleichung 

^.        y 
der  Curve,  nämlich  aus 

F{x,  y)  =  0 
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bereclmeii  muss.    Zu  diesem  Zwecke  ordne  man  F{x,  y)  so,  dass 
(5.)  F{x,  y)  =  Un  +  £/;,_,  +  ...  +  C7.  +  ?7o  =  0 

wird,  Avobei 

Ut,  =  ay"  +  ayxy"—^  +  a<ix^ y'^-""-  +  •  ■  •  +  «-<    ix"~hj  +  «„.z" 
alle  Glieder  der  w^^»  Dimension, 

U„    1  =  by"-^  +  bixy"-^  + \-  b.^ix"    * 

alle  Glieder  der  {n  —  1)*^"  Dimension, 

L\  =  Ay  +  /cix 
die  Glieder  der  ersten  Dimension  entliält,  und  Uo  eine  Constante  ist. 
Dividirt  man  jetzt  beide  Seiten  der  Gleichung  (5.)  durch 
x",  so  wird 

x"  X*"  X"  X"  X" 

Dabei  ist 

nur  noch  von  -  abhängig.     Dagegen  wird 

Lässt  man  jetzt  x  unendlich  gross  werden,  so  ist 
(8.)  lim(^|)  =  m, 

und  wenn  m  eine  endliche  Grösse  ist, 

hm =  0. 

x" 

Ebenso  w^erden  die  Grössen  lim  -^^  >   •  •  •  lim  — -  >   hm  -^ 

x"  x^  .r" 

gleich  0,    so  dass  sich   die  Gleichung  (5.)  bei  der  Ausfilhrung 

der  angegebenen  Operationen  auf 

(9.)     lim—"  =  am"  +  a^m""-^  +  a^wi«"-  +  •  •  •  +  «a-i^  +  «n  =  0 
a;" 

reducii't. 
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Die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung  entsprechen  n  Richtungen, 
in  denen  unendlich  ferne  Punkte  der  Curve  liegen.' 

l^ine  Curve  n*'^^  Grades  hat  daher  7i  unendlich  ferne  Punkte 
und  deshalb  auch  n  Asymptoten^  von  denen  aber  einige  imaghi'dr 
sein  können,  dem  Umstände  entsprechend,  dass  die  Gleichung  (9.) 
imaginäre   Wurzeln  haben  kann/') 

Wenn  in  Gleichung  (9.)  der  Coefficient  von  m",  nämlich  a, 
gleich  0  wird,  so  reducirt  sich  der  Grad  der  Gleichung  (9.)  und 
somit  auch  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln,  nicht  aber  die  Anzahl 
der  Asymptoten.  Es  wurde  ja  schon  vorher  darauf  hingewiesen, 
dass  die  Gleichungsform 

y'  =  7nx'  -\-  i^i, 

für  die  Asymptoten  nicht  immer  verwendbar  sei.  Dieser  Fall 
tritt  ein,  wenn  a  gleich  0  ist. 

Dividü't   man   nämlich  die  Gleichung  (5.)  durch  y'\   lässt 

dann  y  unendlich  gross  werden  und  beachtet,  dass  lim(-j  =  / 
ist,  so  erhält  man 

(10.)  lim  — "  =  aj"  +  fl-,,-,/"-!  +  f/„_2/"  -2  H h  «1^  +  «  =  0. 

ti=co  y" 

Wii'd  jetzt  a  gleich  0 ,   so  hat  diese  Gleichung  die  Wurzel 
.  =  i--  =  o, 

m 

und  die  entsprechende  Asymptote  steht  auf  der  X-Axe  senk- 
recht. Ist  auch  «1  gleich  0,  so  lässt  sich  in  Gleichung  (10.) 
auf  der  linken  Seite  der  Factor  /'^  abtrennen,  d.  h.  die  Gleichung 
hat  die  Wurzel 

/=0 
zwei  Mal,  so  dass  zwei  Asymptoten  auf  der  X-Axe  senkrecht 
stehen.    U.  s.  w. 


*)  Untei'  einer  imafiiniiren  Wurzel  soll  hier  im  Gegensatz  zu  den 
reellen  Wurzeln  eine  complexe  Grösse  von  der  Forna  a  +  hi  verstanden 
werden ,  bei  der  6^0  ist. 


544  §  124.    Lage  der  Asymptoten. 


Lage  der  Asymptoten. 

CVergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  192  ) 

Nachdem  man  im  vorhergehenden  Paragraphen  aus  der 
G-leichimg  (9.)  einen  Werth  von  m  (oder  aus  der  Gleichung  (10.) 
einen  Werth  von  l)  bestimmt  hat,  kennt  man  erst  die  Richtung 
der  Asymptote 

y'  =:  i7io:'  -f  /./,     oder    x'  =  hj'  -\-  /; 

um  ihre  Lage  vollständig  zu  erhalten,  muss  man  noch  den  zu- 
gehörigen Werth  von  /*  (bezw.  /j  aufsuchen. 

Zu  diesem  Zwecke  bestimme  man  die  Punkte,  in  denen  die 
Curve  von  der  G-eraden  geschnitten  wird.     Für  die  Coordinateu 
eines  solchen  Punktes  gelten  die  Gleichmigen 
(1.)  F{x^  y)  =  0     und    y  =  mx  -f  ,u 

gemeinschaftlich,  also  auch  die  Gleichung 
(2.)  F{x,  mx  +  n)  =  0. 

Diese  Gleichung  enthält  nur  noch  die  eine  Unbekannte  x 
und  lässt  sich,  da  sie  höchstens  vom  w^^°  Grade  ist,  auf  die 
Form 

(2a.)     F{x,  mx-{-  ^)=  Fa:"  +  Vix"-^  +  r..r*'-2  _, 

+  v„  ,x  +  r,  =  0 

bringen.    Wie   die   Coefficienten   V,  Vi,  F2,...   gebildet   sind, 
ergiebt  sich  aus  der  Betrachtmig  der  Ausdrücke 

TJn{x ,  mx-\-{x).      U,i^i{x,  771X -\-  i.i) ,      Uti-^i^,  mx -\-  (ju)  .. . . , 

in  welche  die  Grössen  U^,,  Un-i,  Un-i,...  übergehen,  wenn  man 
y  gleich  mx  -f  ,«.  einsetzt.    Es  ist  nämlich 

Uaix,  mx  -j-  ^)  = 

a{mx  -j-  /*)"  -f  a\x{rnx  -f.u)"  "'  -f  •  •  •  -f  a a-~xx'"~\mx  +  /"■)  +  «>!-'^" 

=  {am'"-  +  üim"'-^  +  •  •  •  +  a«— im  +  an)x" 

4-  [ji[fiam"-^  -\-  (/^  —  l)aim"--  + 1-  2a,i_2»i  +  a,i_i]a;"-^ 

+ 
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C^M-i(^,  'mx  ■\-  fjb)  = 
b{mx  +  ^)»'-'  +  bxximx  +  ^)"'  ^  -\- \-  h-^x^-^mx  +  p,) 

=  {bnf'  +  6iw"-2  _| ^  j^^_2„i  ^  5„_i>"-i  +  •  •  • . 

Daraus  folgt 

(3.)        F=  am»  +  öim"   ^  H }-  Un-im  +  a„ , 

(4.)       Vi  =  fi  [narrt"- 1  +  (w  —  l)«!  m"-^  .^ [_  ^^^^  ^j 

+  (5m"-'  +  Z»,m"-2  +  •..  +  ö,;_2m  +  ö,_,), 

Da  nun  der  Werth  von  m  bereits  so  bestimmt  ist,  dass 
Gleichung-  (9.)  in  §  123  befriedigt  wird,  so  ist  schon  deshalb 

F=0, 
d.  h.  die  Gleichung-  (2  a.),  nämlich  die  Gleichung 

Vx''  +  F,a;"-i  +  l^x''-"-  +  •.•  +  Vn-,x  +  Vn  =  0, 
hat  bereits  eine  Wurzel 

oder  mit  anderen  Worten,  die  Gerade 

y'  r=  mx'   +  jM- 

geht   bereits   durch   einen  unendlich   fernen  Punkt   der  CurTe, 
-welchen  Werth  auch  ^i  haben  mag. 

Damit  sie  aber  die  Curve  in  diesem  Punkte  berührt,  muss 
man  ^  so  bestimmen,  dass  auch  noch  eine  z-vveite  Wurzel  der 
Gleichung  (2  a.)  unendlich  gross  -wird.  Dies  geschieht,  wenn  man 
(5.)  Fl  =  0 

macht,  indem  man 

(a\  —  _   5m"-'  +  b^m'"--  +  ...  -|-  hn^jm  +  h„^i 

nani"'"^  +  {n — Ijaim**^"-^  +  •••  +  «w-i 
setzt. 

Die  Eegel,  welche  sich  aus  dieser  Untersuchung  für  die 
Behandlung  von  Beispielen  ergiebt,  ist  daher  folgende: 

Man  dividirt  Un  durch  x"-  und  erhält  dadurch,  dass  man 

lim(  ^)  gleich  m  setzt,  die  Gleichung 

TJ 

lim  -^  =  om"  +  ai77i"^^  +  aini''-'^  H +  On-im  +  ciu  —  0. 

a:=oo  ^ 
Kiepert,  Differential- Eeclinung.  35 
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Ist  m  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  setzt  mau  t/  =  7nx-\-  /^ 
in  die  Gleichung 

F{x,  y)  =  0 

ein.,  von  der  man  aber  nur  die  Glieder  Un  +  Un-x  braucht, 
dividirt  durch  x"^^  und  lässt  dann  x  unendlich  gross  werden. 
Dies  giebt  eine  Gleichung  ersten  Grades  für  die  Bestimmung 
von  //. 

Man  hätte  auch  x  mit  y  und  in  Folge  dessen  m  mit  l  und 
„u-  mit  /  vertauschen  können,  um  die  Gleichung  der  Asymptoten 
in  der  Form 

x'  =  hf  +  >. 

zu  erhalten.    Diese  Vertauschung  ist  sogar  noth wendig,  wenn 

eine  oder  mehrere  Asymptoten  der  Y-Axe  parallel  sind,  d.  h.  wenn 

a  =  0,     ai  =  0 , 

Eine  Modiflcation  der  gegebenen  Eegel  tritt  nur  ein,  wenn 
die  Gleichung 

fim)  ■=  am"  +  ciim"-^  -\-  a^Jn"--  +  •  ■  •  +  a„-i?n  -\-  a„  =  0 
gleiche  Wiu'zeln  hat,  d.  h.  wenn  unter  den  Asymptoten  etliche 
zu  einander  parallel  sind;    dann   wird    nach  dem  in  §  112  be- 
wiesenen Satze  auch 
f\m)  =  nam"-^  +  («  —  l)ai»i"-2  -f  (w—  2)a2W"-3  -\ 1-  a,,_i  =  0. 

Der  Werth  von  ,u  ist  deshalb  entweder  nach  Gleichung  (6.) 
unendlich,  d.  h.  die  zugehörigen  Asymptoten  rücken  in's  Unend- 
liche, oder  es  wird  auch 

öm»*-i  +  bym,"--  +  Äom"-^  H \-  b„^om  +  hn-i  =  0. 

In  diesem  Falle  wird  Fi  gleich  0  für  jeden  beliebigen  Werth 
von  /*,  so  dass  man  den  Werth  (oder  vielmehr  die  beiden 
Werthe)  von  ,u  erhält,  indem  man 

Fo  =  0 
setzt.    Ist  auch  F2  für  jeden  Werth  von  ,«  gleich  0,  und  gilt 
dasselbe  für  Vz,  ...  Fc_i  (nicht  aber  für  Va),  beginnt  also  die 
Entwickelung  von  F{x,  mx  +  (i)  nach  fallenden  Potenzen  von  x 
mit  VaX"-",  so  bestimme  man  fi  so,  dass  auch 

F«  =  0 
wird.    Dies  ist  dann  eine  Gleichung  «ten  Grades  von  fi,  dem 
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Umstände  entsprechend,  dass  a  Werthe  von  m  einander  gleich 
sind,  die  aber  zu  «  verschiedenen  (zu  einander  parallelen) 
Asj'mptoten  g-ehören. 

Am  besten  mrd    der  Anfänger   diese  Allgaben    durch    die 
Ausführung  an  einigen  hier  folgenden  Beispielen  verstehen. 


§  125. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
(1.)  Ä  V -- ay  -  «2^2  =  0 

bestimmen.     (Vergl.  Fig.  134.) 

Auflösung.     Hier  ist  n  gleich  2  und 


(2.) 
(2  a.) 
also 

(a.) 


-^  =  4«-a^(|)' 


lim     2  =  i"^  -   ci'-m^  =  0, 


Die  Gleichung   der   einen 
Asymptote  ist  daher 


(4.)  y'  =  '^^'  +  {^- 


Um  auch  noch  den  Wertli 
von    fi    zu    bestimmen ,    setze 

man  y  gleich  -  x  +  ^  in  die  Gleichung  (1.)  ein.    Dadurch  erhält 


man 


und  wenn  man  durch  x  dividirt, 

a>2  _j_  «2^2 


(5.) 


2abi 


=  0. 


35* 
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Lässt  man  jetzt  x  unendlich  gross  werden,  so  folgt  hieraus 
(6.)  —  2a6/^  =  0,     oder    ,u  —  0. 

Die  Gleichung  der  ersten  Asymptote  ist  daher 

(7.)  y=a''' 

ebenso  findet  man  für  die  zweite  Asymptote  die  Gleichung 

(8.)  y=-'a^'- 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Asymptoten  der  Parahel 
(9.)  2/^  —  2px  =  0 

bestimmen. 

Auflösung.  Hier  ist  wieder  w  =  2  und 

(lO.j  J  =  |'     lmi^  =  m^  =  0, 

also 

(11.)  Wl  =  0,       1712  =  0. 

Für  beide  Asymptoten  findet  man  eine  Gleichung  von  der 
Form 
(12.)  y'  = .«. 

Um  die  zugehörigen  Werthe  von  ,u  zu  bestimmen,  setzt  man 
y  =  ^  in  die  Gleichung  (9.)  ein  und  erhält 

(13.)  ii''=2px,     (X,  =^  +  Y'Ipx,     p.2  =  -y2px. 

Lässt  man  jetzt  x  in"s  Unbegreuzte  wachsen,  so  wachsen 
auch  (t*i  und  /u-o  in 's  UnbegTenzte,  d.  h.  die  beiden  Asymptoten 
rücken  in's  Unendliche. 

Aufgabe  3.     Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 
(14.)  x^  +  y^  —  Saxi/  =  0 

bestimmen.     (Vergl.  Fig.  135.) 

Auflösung.  Bei  dieser  Curve,  welche  man  „Folium  Cartesn" 
nennt,  ist  n  gleich  3  und 


(15a.) 
also 
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lim  ~  =  1  -\-  7n 

2:=oo  "^ 


i  +  «y3        1 

mi  =  —  1 ,     m-i  =■■ j     niz  = 


2  2 

Die  beiden  imaginären  Wertlie  von  m  brauchen  nicht  be- 
rücksichtigt zu  werden;  die  einzige  reelle  Asj^mptote  erhält  man, 
wenn  man  771  gleich  — 1  setzt.    Dadurch  wird 

und  Gleichung  (14.)  geht  für  diesen  Werth  von  y  über  in 

(16.)  3fix^  —  Sfi-x  +  /.i^  +  Sax^-~3aßx=0. 

Indem  man  diese  GMeichung  durch  x^  dividirt,  findet  man 
3^2      'i^.,       „3 


Sfj  +  Sa 


X  X 

Wenn  jetzt  x  unendlich  gross 
wird,  so  erhält  man 

(17.)  3^  +  3a  =  0, 

oder 

^i  =  —  a. 

Die    Grleichung    der    reellen 
Asymptote  ist  dalier 

(18.)         i/'  =  —x'~a, 

oder 

(18a.)      x'  +  y'  -\-  a  =  0. 


x^ 


Aufgabe  4.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Ciu-ve 


(19.) 


Sxif 


a3=0 


bestimmen.    (Vergl.  Fig.  136.) 

Auflösung.    Hier  ist  n  gleich  3  und 


=  1    -3p^    , 


also 
(20.) 


(I) 


hm  — ,  =  1 


3w2 


0,      m  =  dr 


n 
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Da  m  die  Tangente  des  Winkels  «  ist,  den  die  Gerade 
ij  =  mx  -\-  fi, 
mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet,  und  da 


tgSO"  = 


1/3 


ist,    so  bilden  die  beiden  Asymptoten,    welche  den  gefundenen 
Werthen  von  m  entsprechen,  bezw.  die  Winkel  +30^  und  — 30" 
mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe. 
Setzt  man  nun 

in  die  Gleichung  (19.)  ein,  so  findet  man 
(21.)  a;3  —  a;3  -  2x^fi  Ys    -  Sar.u^ 

oder 


,3  — 


0, 


—  2/*y3 


Sfj,^ 


=  0. 


X         X'- 

Wenn  jetzt  x  unendlich  gross  "wü-d,  so  folgt  hieraus 
(22.)  —2|it  1/3  =  0,     oder    ^  =  0. 

Die  erste  Asymptote  hat  daher  die  Gleichung 
(23.)  y'  y  3  =  x'. 

Ebenso  findet  man  für  die  zweite  Asymptote  die  Gleichung 


(24.)       y'Y^  =  ^x'. 


Um  noch  die  diitte  Asymp- 
tote zu  erhalten,  bilde  man 


x^  —  3rrV 


'-\yr^\y) 


Dies  giebt 


^^  =  ^-3^=0. 


(25.)    lim    „ 

^3 


Die    drei  Wurzeln    dieser 
Gleichung  sind 

(26.)^=-f]/3,  ^=-  ]/3,  /=0. 
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Wie  man  ohne  Weiteres  erkennt,  führen  die  beiden  ersten 
Werthe  auf  die  schon  bekannten  Asymptoten;  dagegen  liefert 
1=^0  eine  dritte  Asymptote.    Man  miiss  daher 

X  =  Ä 
in  die  Gleichung  (19.)  einsetzen  und  erhält  dadurch 


oder 


/3~3///2 


-2  —  3/ 5 


0, 


0. 


Lässt  man  jetzt  t/  unendlich  gross  werden,  so  folgt  hieraus, 
dass 

(27.)  /  =  0 

wird,  und  dass  die  dritte  Asymptote  die  Gleichung 
(28.)  x'  =  0 

hat.    Dies  ist  aber  die  Gleichung  der  5'-xlxe. 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 


(29.) 


x{x^  —  a2)  —  2y(y'-^  —  a^)  —  Szf  — 


0 


besthnmen.     (Vergl.  Fig.  137.) 

Auflösung.    Hier  ist  wieder 
?i  gleich  3  und 


ü. 


2y' 


öxy 


=  --<f)-<lJ 


also 


U: 


(30.)  lim-„'  =  1  — 3»i2 


2m3 


=  (1  +  m)  (1  4-  m){l  —  2m)  =  0. 

Die  3  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung sind  daher 

(31.)  miz=  —  ij     Wo  =  —  1 

Bei  dieser  Curve  findet  man  zwei  parallele  Asymptoten, 
weil  zwei  Werthe  von  m  einander  gleich  sind.  Um  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  7*  zu  finden,  setze  man 
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y  =  —  x  +  II 

in  die  Gleichung  (29.)  ein.     Dadurch  erhält  man 

x{x^~a^)-\-2{x—iJi){x'^~2ixx-\-ii^~-a'^)^2>x{3^  -2^z+ii^)  — «^  ^  0, 

oder 

(32.)  (^-3o2  +  3.a2).r  — 2|u3  +  2aV^«^  =  0- 

Indem  man  diese  Gleichung  durch  x  dividirt  und  x  dann 
unendlich  gross  werden  lässt,  findet  man 
(33.)  —  3  a-  +  3/^2  ^  0,     oder     /./  =  dz  o. 

Die   beiden   entsprechenden   Asymptoten  haben   daher    die 
Gleichungen 
(34.)  y'  =  —  x'  -\-  a     und     ?/'  =  — x'  —  a. 

Für  die  dritte  As3^mptote  hat  man 


y  =  2  ^  +  «'^ 


in  die  Gleichung  (29.)  einzusetzen.    Dadurch  erhält  man 
__9 


(35.) 


fix'- 


6  ii^x  —  2  jti^  +  2  a-ix 


0. 


Indem  man  diese  Gleichung  durch  .r^  dividirt  und  dann  x 
unendlich  gross  werden  lässt.  findet  man 


(36.) 


ti  =  0, 


Fig.  1.38. 

; 

^ 

/ 

/ 

— — 

■"^ 

A 

^^^^-^           0 

B 

/-"^ 

so  dass  die  dritte  Asymp- 
tote die  Gleichung 
(37.)      2y'  =  x' 
besitzt. 

Aufgabe  6.    Man  soll 

X  die  Asymptoten  der  Curye 

(38.)  xy^~x  +  2y~l  =  () 

bestimmen.    (Vergl.  Fig. 

138.) 

Auflösung.     Hier   ist 
wieder  n  =  3  und 


U, 


=(0 


?/-, 


?  lim-^  =  wi^  =  0,    7^1  =  0,     7«9  =  0,     W3  =  oo. 

x"^ 
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Die  Gleichungen  der  drei  Asymptoten  haben  daher  die  Form 
(39.)  y'  =  |W) ,     y'  =  lUo,     x'  =  1. 

Dabei   findet   man  i.>x    und  [x^,    indem   man  y  =  ix>   in  die 
Gleichung  (38.)  einsetzt.    Dies  giebt 


oder 


x^n^  —  X  -\-  2(x  —  1  =  0, 


X 


und  für  lima:  =  oo 

(40.)  ^^2  =  1, 

(41.)  f^i  =  +  1,      fJ'2  =  —  1. 

Ebenso  findet  man  /,  indem  man  a;  =  /  in  die  Gleichung 
der  Curve  einsetzt.    Dadurch  erhält  man 

(42.)     ;y--   /  +  2y— 1  =  0,     oder     /  +  ^— i±i=o, 

und  für  limy  ==  oo 

(43.)  /  =  0. 

Die  Gleichungen  der  drei  Asymptoten  sind  daher 
(44.)  y'  =  +  i,    y'  =  —  i,    x'  =  0. 

Aufgabe  7.     Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 
(45.)     xy"'  +  xhj^~a^  =  0 
bestimmen.     (Vergl.  Fig.  139.) 

Auflösung.  In  ähnlicher 
Weise  wie  bei  den  vorher- 
gehenden Aufgaben  findet  man 
hier  drei  Asymptoten  mit  den 
Gleichungen 


(46.) 


fy'  =  o,    y' 

\ 


x'  =  0. 


Aufgabe  8.     Man   soll  die 
Asymptoten  der  Curve 

(47.)  x^  +  xy'^  —  ax^  +  ay-  =  U 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  140.) 
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Auflösung.    Hier  werden  zwei  Asymptoten  imaginär,   weil 
aus  der  Gleichung- 


lim 


\'+% 


> 


1  +    W2   =   0 


Fig.  140. 


folgt,  dass 

TWi  =  +  «,     W2  =  —  i,    mz  =  oo 

wii'd.  Die  diitte  Asymptote  ist  reell 
und  stellt  auf  der  X-Axe  senkrecht. 
Dabei  findet  man  aus  Gleichung-  (47.), 
indem  man  x  =  '/.  setzt, 

/■■*  +  Alf  —  a):-  +  a?/2  =  0. 
oder 

Dies  giebt  für  lim  y  =  co 
(48.)  /  =  — a; 

die  einzige  reelle  Asymptote  hat  daher  die  Gleichung- 
(49.)  z'  +  a=Q. 

Die  Gleichung-  (47.)  kann  man  auf  die  Form 

bringen,  woraus  man  erkennt,  dass  die  X-Axe  eine  Symmetrie- 
Axe  der  CuiTe  ist,  und  dass  die  CmTe  zwischen  der  Asymptote 
a;'  =  —  a  und  der  Geraden  a;'  =  +  «  liegt.    Aus 

dx 


(51.) 


tg« 


{a-Yx)y  a^  —X- 

folgt ,  indem  man  a:  =  0  setzt ,  dass  die  beiden  Tangenten  iin 
Nullpunkte  die  Winkel  +  45  ^  und  — ■  45  °  mit  der  positiven 
Eichtung  der  X-Axe  bilden.    (Vergl.  Fig.  140.) 

Aufgabe  9.    Man  soll  die  Gleichung  der  Cissoide  des  DioUes 
bestimmen.    (Vergl.  Fig.  141.) 

Auflösung.    Die  Cissoide  des  Diokles  entsteht,  indem  man 
an  einen  Ki'eis  mit  dem  Halbmesser  a  zwei  parallele  Tangenten 
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mit  den  Berührungspunkten  0  und  A  legt,  von  0  aus  eine  be- 
liebige Secante  zieht,  welche  den  Kreis  zum  zweiten  Male  im 
Punkte  C  und  die  andere  Tangente  im  Punkte  B  schneiden  möge, 
und  von  B  aus  die  Sehne  OG  rückwärts  auf  der  Secante  ab- 
trägt, so  dass 

PB  =  OC 


wird,  dann  ist  P  ein  Punkt  der  Cissoide 

Bezeichnet  man  den  Winkel  AOP 
mit  (f>  und  die  Strecke  OP  mit  r,  so 
findet  man  aus  den  rechtwinkligen 
Dreiecken  OAB  und  OCA 

(52.)  Oi?  = -^^  ,    O6'=2acosa), 
cos^  ^ 

also 

(53.)         OP=r=  OB—  00 
2a 


oder 

(53  a.) 


cosy 
2asiu-</» 


(1  -    COS-r/)), 


cosy 
Daraus  folgt,  da 
OQ  =  rcos(fi,     QP=  rsiiKf' 


ist, 


(54.)      X  =  2asiur(p,     y  = 


2asinV 


cos  9) 

Indem  mau  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen (p  eliminh't,  erhält  man 


(55.) 


z^  +  xy 


—  9 


'^uy^ 


0. 


Fig    1-11. 


Aufgabe  10.     Man   soll   die   Asjmptoten   der   Cissoide   be- 
stimmen. 

Auflösung.     Schon  aus  der  Entstehung  der  Cissoide  ergiebt 

sich,    dass    die    Kreis  -  Tangente   AB    (vergl.  Fig.  141)   eine 

Asymptote   der   Cissoide  sein   muss.    Dasselbe  Resultat  findet 
man  auch  aus  der  RechnmiR-,    Es  ist  nämlich 
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(56.)  iim|  =  (l  +  g)^l  +  ;„^  =  0, 

also 

(57.)  mi  =  -}-  2,     w?2  =  —  z,     W3  =  CO, 

d.  h.  zwei  Asjmiptoten  sind  imaginär,   nur   die  di'itte  ist  reell 

und  steht  auf  der  X-Axe  senkrecht.    Dabei  findet  man,  indem 

man  a;  =  /  in  die  Gleichung  (55.)  einsetzt, 

53 
/3  ^  Xyi  ^,  2 ay"^  =  0,     oder     /.  —  2a  +    ^  =  0- 

Dies  giebt  für  lim  y  =  00 
(58.)  Ä  =  2a; 

folglich  hat  die  reelle  Asymptote  die  Gleichung 
(59.)  z'  =  2a. 


XVII.  Abschnitt. 
Theorie  der  Determinanten. 

§  126. 

Einleitung  in  die  Determinanten -Theorie. 

Für  viele  Cntersucluiiigen  in  der  höheren  Mathematik  ge- 
währt die  Anwendung  der  Determinanten  eine  wesentliche  Er- 
leichterung, einerseits  dadurch,  dass  die  Eechnungen  kürzer 
werden,  andererseits  dadurch,  dass  die  Eesultate  eine  übersicht- 
lichere und  leichter  zu  merkende  Form  erhalten. 

Deshalb  soll  hier  ein  kurzer  Abriss  der  Determinanten- 
Theorie  eingeschaltet  werden. 

Auf  die  Ausdi'ücke,  welche  man  Determinanten  nennt,  ist 
man  duich  die  Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen  mit  n 
Unbekaimten  geführt  worden.    Sind  z.  B.  die  beiden  Gleichungen 

f    «11^1   +   «12^2  =  <^1, 

i  a^iXi  -f  aiiX-2  =  0-2 
mit  den  beiden  Unbekannten  x^  und  xi  gegeben,  so  findet  man 
bekanntlich  durch  Elimination 

Cia22  C2aio  ^1021   +  ^2  011 

(2.)  X^  =  ,  X2  = 

All  022 0^12021  ^11022  ^12^21 

Den  gemeinschaftlichen  Nenner  dieser  beiden  Ausdrücke, 
nämlich  die  Grösse 

j    011012   j 

(3.)  J  =  an  «22  —  Uli  «21  =  ' 

I    021  Ö22  1 

nennt   man    „die    Betermmante'^    der    Coefficienten   der   beiden 
Gleichungen  (!.)•     Die  Determmante  wird  daher  auch   so  ge- 


(5a.)  ^  — 
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schrieben,  dass  man  die  Coefficienten  in  derselben  Reihenfolge 
wie   in   den  gegebenen  Gleichungen   aufschreibt   und  zwischen 
zwei  senki'Bchte  Striche  einschliesst. 
Sind  drei  lineare  Gleichungen 

^  «312-1  +  azix-i  +  a.sgS's  ==  c^ 
gegeben,  so  findet  man  bei  der  Auflösung  für  die  drei  Unbe- 
kannten .Ti,  a-2,  a-3  Werthe,  welche  den  gemeinschaftlichen  Nenner 

(5.)  J  =z  an  (a22  «33  —  «23  ö'32)  +  Ö12  («23  «31  —  «21  «33) 

+  «13  («21  «32  —  «22  «31) 

haben.  Diesen  Nenner,  welcher  eine  ^^Determinante  dritter  Ord- 
nuwf'  genannt  Avird,  schreibt  man  wieder  in  der  Form 

I    «11«12«13 
«31  «32  «33 

wobei  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  zwischen  zwei 
senkrechte  Striche  eingeschlossen  sind.  Aus  Gleichung  (5.j  er- 
kennt man,  dass 

J  —  ^(—  iy-aia«2,3«3y 

ist,  wobei  sich  die  Summation  über  alle  Permutationsformen 
a  ß  Y  der  Zahlen  12  3  erstreckt ,  und  wobei  das  Vorzeichen 
( — 1)^  gleich  -f  1  oder  —1  ist,  jenachdem  die  Permutations- 
form u  ß  Y  aus  12  3  durch  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
von  Vertauschungen  von  je  2  Zahlen  hervorgeht.  Demnach  sind 
die  Glieder 

«11«22«33j       «12«23«31j       «13«2l«32 

mit  dem  Vorzeichen  -f  zu  nehmen,  weil  die  Reihenfolge  der 
zweiten  Indices 

12  3,     2  3  1,     3  12 
bezw.  durch  0,  2,  2 

solche  Vertauschungen  von  je  2  Zahlen  aus  der  Permutationsform 
12  3  hervorgehen.  Vertauscht  man  nämlich  in  1  2  3  die  Zahlen 
1  und  2  mit  einander,  so  erhält  man  2  1  3,  und  vertauscht  man 
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dann  die  Zahlen  1  und  3  mit  einander,  so  erhält  man  2  3  1. 
Vertauscht  man  in  1  2  3  die  Zahlen  1  und  3,  so  erhält  man  3  2  1, 
und  vertauscht  man  dann  die  Zahlen  1  und  2,  so  erhält  man 
3  12. 

Die  Glieder 

«11023  032)        Ö!i2fl!21ö'33;       6fl3Ö!22ß31 

dagegen  sind  mit  dem  Vorzeichen  —  zu  nehmen,  weil  die  Per- 
mutationsformen 

132,     213,     3  21 

aus  1  2  3  dui^ch  eine  einzige  solche  Vertauschung  hervorgehen; 
vertauscht  man  nämlich  in  12  3  die  Zahlen  2  und  3,  so  erhält 
man  1  3  2,  vertauscht  man  in  12  3  die  Zahlen  1  und  2,  so  er- 
hält man  2  13,  und  vertauscht  man  in  1  2  3  die  Zalilen  1  und  3, 
so  erhält  man  3  2  1. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  ^Determina7iien  höherer  Orcl- 
nunrf  erklären.  Der  Erklärung  mögen  aber  einige  Sätze  aus 
der  Permutationslehi-e  vorangeschickt  werden. 


§  127. 

Einige  Sätze  aus  der  Permutationslehre. 

Erklärung.  Das  Permutiren  besteht  in  dem  Aufsuchen  aller 
Stellungen,  welche  n  Elemente  a,  b,  c,...k,  l  einnehmen  können. 
Jede  solche  Stellung  nennt  man  „eine  Ferm.utationsform'-'-. 

Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  2  Elementen  a  und  h 
ist  1.2  =  2!,  nämlich  a  h  und  h  a.  Tritt  ein  drittes  Element 
c  hinzu,  so  kann  man  aus  jeder  dieser  beiden  Permutationsformen 
drei  bilden,  z.  B.  aus  h  a  die  drei  Formen 
c  b  a,  b  c  a.  b  a  c. 
indem  man  c  an  die  erste,  die  zweite  und  die  dritte  Stelle  setzt. 
Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  3  Elementen  «,  3,  c  ist 
daher  gleich  1.2.3  =  3!. 

Tritt  ein  viertes  Element  d  hinzu,  so  kann  man  aus  jeder 
dieser  3 !  Permutationsformen  vier  bilden ,  z.  B.  aus  b  ac  die 
vier  Formen 

dbac,     bdac,     bade,     bacd, 
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indem  mau  d  an  die  erste,  zweite,  dritte  und  vierte  Stelle  setzt. 
Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  4  Elementen  ist  daher 
gleich  1.2.3.4  =  4!. 

Indem  man  so  fortfährt,  findet  man 

Satz  1.  Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  n  Ele- 
mente ist  n\  =^  1  .  2  .  "6  . , .  n. 

Vertauscht  man  nur  zwei  Elemente  mit  einander,  so  nennt 
man  diese  Vertauschung  eine  ^^Transposition'-'- . 

Satz  2.  Von  zxcei  heliehigen  Permutationsformen  Pi  und  P-i 
kann  die  eine  aus  dei'  andereii  durch  fortgesetzte  Transposition 
hergeleitet  werden. 

Beispiele.  Die  Permutationsform  eahdc  kann  durch  3 
Transpositionen  in  die  Form  abcde  übergeführt  werden,  und 
zwar  erhält  man  der  Eeihe  nach  die  Formen 

e  a  b  d  c,     a  e  b  d  c,     ab  e  d  c ,     abcde. 

Die  Permutationsform /^acc?e  6  kann  durch  5  Transposi- 
tionen in  die  Form  abcdefg  übergeführt  werden,  und  zwar 
erhält  man  der  Eeihe  nach  die  Formen 

fgacdeb,     a  gf  c  d  eb,    abfcdeg, 
ab  cf  d  e  g  ^     ab  c  df  e  g ,     abcdefg. 

Aus  diesen  Beispielen  erkennt  man  das  Verfalu^en,  das  ganz 
allgemein  zum  Ziele  führt.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  man 
eine  Permutationsform  Pi  in  eine  andere  P^  in  mannigfacher 
Weise  dui'ch  Transpositionen  überführen  kann,  und  dass  die 
Anzahl  der  verwendeten  Transpositionen  noch  unendlich  viele 
Werthe  besitzt.    Dabei  gilt  aber  der  folgende 

Satz  3.  Kann  man  Pi  in  P-^  überführen,  das  eine  Mal 
durch  /,  das  andere  Mal  durch  fj  Transpositionen,  so  ist  /  —  fi 
stets  eine  gerade  Zahl. 

Beweis.    Es  sei 
(l.j  F=  {b  —  a){c—a){d-'a)...{k—a){l~a) 

mal  (c ~b){d^-b)... {k  —  b)  (l—b) 
mal  (d  —  c)  ...(k  —  c)  (l  —  c) 

mal  {l  —  k). 
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Bei  der  Bildung-  dieses  Productes  hat  man  jedes  Element 
von  allen  folgenden  subtrahirt  und  die  so  entstandenen  Diffe- 
renzen mit  einander  multiplicirt.  Es  soll  nun  untersucht  werden, 
wie  sich  die  Grösse  F  ändert,  wenn  man  zwei  Elemente,  z.  B. 
q  und  6"  mit  einander  vertauscht.  Alle  Diiferenzen,  in  denen  q 
und  s  g-ar  nicht  vorkommen,  bleiben  unverändert.  Ist  ferner  2^ 
irgend  ein  Element,  das  den  beiden  Elementen  q  und  s  voran- 
geht^ so  g'eht  bei  der  Vertausch ung-  von  q  mit  s  das  Product 

(5'  —  'P){^ — P)  iii  (* — vM^i — P)  i^bßi'  ^^^^  behält  denselben 
Werth.  Steht  das  Element  r  zwischen  q  und  5,  so  geht  das 
Product  (r  —  q)  {s  —  r)  in  {r  —  s)  (q  —  r)  über  und  behält 
gleichfalls  denselben  Werth.  Folgt  endlich  das  Element  t  den 
beiden  Elementen  q  und  s ,  so  geht  das  Product  {t  —  q)  (t  —  s) 
in  {t  —  s)  {t  —  q)  über  und  behält  auch  denselben  Werth.  Nur 
durch  den  Factor  s — q,  welcher  bei  der  Vertauschung-  von  q 
mit  s  in  q  —  s  übergeht,  wird  das  Vorzeichen  von  -F  geändert, 
während  der  absolute  Betrag  von  F  derselbe  bleibt. 

Wemi  ma7i  also  zicei  Elemente  mit  einander  vertauscht,  so 
ändert  die  Grösse  F  fiur  das   Vorzeichen. 

Ebenso  kann  man  zeigen,  dass  F  bei  jeder  weiteren  Trans- 
position zweier  Elemente  nur  das  Vorzeichen  ändert.    Entsteht 
F).  aus  F  durch  /  Transpositionen,  so  ist  daher 
(2.)  F,  =  (-  lyF. 

Bezeichnet  man  also  die  Werthe  von  F,  welche  den  Per- 
mutationsformen Fl   und  P2  entsprechen,  mit  Fi  und  F2,  und 
geht  Fi  in  Po  über,  das  eine  Mal  durch  2,  das  andere  Mal  durch 
fi  Transpositionen,  so  gelten  die  beiden  Gleichimgen 
(3.)  F,  =  {~iy-Fi    und    i=;  =  (— l>«i^i ; 

daraus  folgt 

(4.)  ("  1)^-  =  (—  1)",    oder    /  =  ,a  ±  2v:, 

wobei  2iv  eine  beliebige  gerade  Zahl  ist. 

Um  zu  bezeichnen,  dass  die  Permutationsform  P  (z.  B. 
1  2  3  ...  w)  in  Pi  (oder  a  ß  y  ...p)  durch  A  Transpositionen 
übergeführt  wird,  schreibt  man 

Kiepert,  Differential -Eechmmg.  3ß 
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Satz  4.  Geht  P  in  Pi  über  durch  '/.,  und  (jeht  Py  in  P^ 
über  durch  fi  Transpositionen  ^  so  ff  cht  P  in  Pi  durch  /.-^/i±2w 
Transpositionen  über.     Ist  also 

(6.)  ;.  =  Q.  .  =  Q). 

so  xoird 

/  P\  /  P\  /PA 

2tc  =  /  -(-  II  :±:  2ic. 


('■)    Q=(;>(p:) 


Der  Beweis  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  P  in  P2  über- 
geht,  wenn  man  zuerst  P  in  Pi  und  dann  P,  in  Po  überführt. 
Der   Satz   lässt    sich   ohne   Weiteres   verallgemeinern;   es 

Satz  5.  Die  n\  Permutationsformen  con  n  Elementen  lassen 
sich  durch  die  Transpositionen  zweier  Elemente  paarxceise  yrup- 
piren. 

Beweis.  Durch  die  Transposition  zweier  Elemente,  z.  B. 
der  beiden  Elemente  a  und  5,  geht  die  beliebige  Permutations- 
form Pi  in  P-i  über,  wobei  P\  und  Po  von  einander  verschieden 
sind.  Ist  nun  die  Permutationsform  Qi  von  Pi  und  Po  ver- 
schieden, so  geht  Qi  durch  die  Vertauschimg  von  a  mit  b  in 
Qo  über,  wobei  Qi  von  Qi  und  auch  von  Pi  und  Po  ver- 
scliieden  ist.  Wäre  nämlich  Qi  identisch  mit  Pi  (bezw.  mit 
Po),  so  müsste  Qi  identisch  sein  mit  Po  (bezw.  mit  Pi).  Ist 
ferner  die  Permutationsform  Pi  vonPi,  Po,  Qi,  Q-2  verschieden, 
so  geht  Pi  durch  die  Vertauschung  von  a  mit  b  in  Po  über, 
wobei  Po  von  Pi  und  auch  vonPi,  Po,  Qi,  Qo  verschieden  ist. 

So  kann  man  fortfahi'en,  bis  die  sämmtüchen  Permutations- 
formen erschöpft  sind. 
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§  128. 

Bildung  einer  Determinante  nl*'»'  Ordnung  aus 
n'  Elementen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  193.) 
Eine   ^.Determmaiite  n**^^  Ordnung''''    mög'e   durch   die   Glei- 
■chung- 

öll   «12  .  .  .  Clxn    I 

l-i   \  4  '^'21   «22    .  ■  .  «2n  ^r         ^y. 

(1.)  ^=       I   =  -(—  iy-öla«2i?Ö3)'--.Ö,„, 

•erklärt  Averdeii.  Die  n-  Grössen  a^ ,  otio,  . . .  a,ui  heissen  „die  Ele- 
mente  der  Determinante";  die  Determinante  J  selbst  ist  eine 
Summe,  bei  der  jedes  Glied  das  Product  von  n  Elementen  ist. 
Dabei  enthält  ein  solches  Product  aus  jeder  Zeile  (Horizontah^eihe) 
lind  aus  jeder  Colonne  (Vertikah^eihe)  ein  und  nur  ein  Element. 
Der  Exponent  /  ist  die  Anzahl  der  Transpositionen,  durch 
welche  die  Permutationsform  u ß y  ...v  in  die  Permutationsform 
1  2  3  ...  ?^  übergeführt  werden  kann,  also 

<2-)  '  =  (123. ..J- 

So  ist  z.  B.  für  die  Permutationsform  3  14  2  diese  Zahl  / 
gleich  3,  und  zwar  erliält  man  nach  einander  die  Permutations- 
formen 

3  142,     13  42,     12  43,     12  3  4. 

Für  die  Permutationsform  3  2  5  14  ist  i  wieder  gleich  3, 
und  zwar  erhält  man  nach  einander  die  Permutationsformen 
32514,     12  53  4,     12354,     12  3  4  5. 

Die  Summation  erstreckt  sich  über  alle  Permutationsformen 
a  ß  Y  ...V  der  Zahlen  1  2  3  ...  w ,  folglich  ist  die  Anzahl  der 
Glieder  gleich  w !  =  1 .  2  .  3  . .  .n. 

Dies  kann  man  auch  so  zeigen.  Nimmt  man  ein  beliebiges 
Element  der  ersten  Zeile  a,„,  so  giebt  es  n  mögliche  Fälle,  weil  a 
dabei  n  Werthe  haben  darf.  Da  ß  von  a  verschieden  sein  muss,  so 
giebt  es  bei  der  Auswahl  von  «a.^  aus  den  Elementen  der  zweiten 
Zeile  nur  noch  n  —  1  mögliche  Fälle.    Deshalb  giebt  es  bei  der 

3G* 
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Auswahl  von  aiaO^  im  Ganzen  n(fi  —  1)  mögliclie  Fälle. 
Ebenso  erkennt  man,  dass  für  die  Auswahl  von  a^y  aus  den 
Elementen  der  dritten  Zeile  nur  n  —  2  mög-liche  Fälle  und  des- 
halb für  die  Auswahl  von  UiaaoßOsy  im  Ganzen  nin —  1)  (w  —  2i 
mögliche  Fälle  vorhanden  sind. 

Indem  man  so  weiter  fortfährt,    findet  man  das  oben  an- 
gegebene Eesultat. 


§  129. 

Eigenschaften  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  19i  bis  197.) 
Satz  1.     Zwei  Glieder  (oder  Terme) 
(1.)  Ti  =  (      ly^aia^azii^a^.^  .  .  .  a„,j 

und 

(2.)  ^2  =   (-     iy-ßla2«V2^3/'2-  •  •'^"•2 

hahen   gleiches    oder    entgegengesetztes    Zeichen,   jenachdem    die 
Tran$positio7iszah  l 

(3.)  _/«.,*.;,.  ..A 

gerade  oder  ungerade  ist. 
Beweis.     Es  ist 

\  1  2  3  ...w/ 
-    _  /«2/^2r2 .  •  .  i'2\  _  /  1  2  3  .  .  .n\ 
'■  ~  V  1  2  3  ...  ;^/  ~  \cc2ßzY2  •  ■  •  '^^ 

folglich  ist 

(3  a.)  ^  =  /i  +  /.,  d=  2ic. 

Sind  /.i  und  /o  beide  gerade  oder  beide  ungerade,  haben 
also  Ti  mid  y.  gleiches  Zeichen,  so  ist  o  gerade.  Wenn  da- 
gegen von  den  beiden  Zahlen  /i  und  '/.-i  die  eine  gerade  und 
die  andere  ungerade  ist,  wenn  also  Ti  und  T2  entgegengesetztes 
Zeichen  haben,  so  ist  q  ungerade. 
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Satz  2.  Die  Determinante  J  hat  ehenso  viele  positive  wie 
negative  Glieder. 

Beweis.  Wenn  die  beiden  Perraiitationsformen  «i/^i/i ...  ^i 
und  «2/^2^2... ^2  durch  eine  einzige  Transposition  in  einander 
übergehen,  wenn  also  (>  =  1  ist,  so  haben  nach  Satz  1  die 
Glieder  T^  und  To  entgegengesetztes  Vorzeichen.  Da  man  nun 
durch  eine  Transposition  alle  Permutationsformen  paarweise 
gruppü'en  kann,  so  kanu  man  auch  die  sämmtlichen  Glieder  der 
Determinante  paarweise  griippiren,  so  dass  bei  jedem  solchen 
Paare  das  eine  Glied  positiv  und  das  andere  negativ  ist. 

Ordnet  man  in 
(4.)  ^  =  ( —  ^Ya\aa2-iazy . . .  a„v 

die  Factoren  anders,  so  geht  T  über  in 

Dabei  folgt  aus 


/aia  aoß  a^y   . . .  a^v  \ 

,..  __/l2  2>...n\_/  aß  Y  ...v\ 

"•^'^  '"-\fffh...l)-Ußr/....J 

ist.    Ausserdem  ist 

^    ^  \12S,..nJ       ^      \12  3  ...nj 


dass  auch 


Deshalb  erhält  man 

^(f  9  h...  l\n  2  3...  n\       /aß  r  ..    p\ 
\123...n)~^\ußY...r)'^\u,ßrY,...vJ 


oder 

(7  a.) 

Q  = 

11  +  l 

+  .« 

±  2w  = 

/=b 

2o, 

(8.) 

(- 

1)C^  : 

=  (-iy-- 

Dies 

giebt 
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Satz  3.  Sind  in  dem  Gliede  T  die  Factor en  beliebig  ge- 
ordnet^ so  ist  das  Vorzeichen  von  T  gleich  ( —  1)^',  xcobei  o  die- 
Transpositionszahl  zwischen  den  ersten  und  den  zxceite/i  In- 
dices  ist. 

Jetzt  möge  die  Determinante  Ji  aus 

«11  «12  (l\i   .  .  .  Uin 


(9.) 


J  = 


021  ^'22  ^TA    ■  •  •  ^2*1 

05.31  «32  fl^ay  •  •  •  (izii 


a,ii  ttirlClnZ 


«,, 


hervorgehen,  indem  man  die  Zeilen  beliebig  mit  einander  und 
ebenso  die  Colonnen  beliebig  mit  einander  vertauscht,  d.  h.  es  sei 


(10.) 


^1  = 


ajU   <if(.   Ojy      .   .   .    ÜJ, 
üya  ilg^  Ogy     .   .   .   a gy 

^hu((h^ah;    ■  ■  •  tthv 


aia  ai^iUiy  ...au 

wohei  fg h...l  und  ußy...p  irgend  zwei  Permutationsformen 
der  Zahlen  1  2  3  ...  w  sind. 

Die  beiden  Determinanten  J  und  z/,  enthalten  dann,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  genau  dieselben  Glieder;  denn  ein  be- 
liebiges Glied  von  Ji  ist 

(11.)  Ti_   —  (~  l)"«/«!«,/.,'!^''-/!  •  ■  -^''1  ' 

wobei  % 


(12.) 


'"^KaHr  ...,) 


ist.    Das  entsprechende  Glied  in  J  heisst 
(13.)  T  =  {~  1)P  fl>„j  üg^^  «A-j . . .  ai,^ 

wobei  nach  Satz  3 


\ceißiu--^'i/ 


die  Transpositionszahl  zwischen  den  ersten  und  zweiten  Indicet- 
ist.    Bezeichnet  man  jetzt 
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^US  Y  ...  j/ 


(15.)      .„=f"^'^tr>...rA      //^A.../X 
\,/-^  //   ...1/      \aßy  ..../ 


niit  /,  so  wird 

8i  y,  .  .  .  r.\       /  f  n  h  .  .  .  l\ 
\  j  (j  n  .  .  .  i  /       \  u  p  y  .  .  .  r/ 
folglich  ist 

(16.)  T,  =  (—  1)^-  T, 

und   da  diese  Gleichiiug-  für  alle  Glieder  der  Determinanten  Ji 
und  J  gilt,  so  erhält  man 
(17.)  j,  =  (^iyj. 

In  dieser  Gleichung  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 

Satz  4.  Vertauscht  man  in  einer  Determinante  J  die  Zeilen 
beliebig  mit  einander  und  die  Colonnen  beliebig  mit  einander^  so 
geht  die  I)efei'mi?iante  in  sich  selber  über,  multipicirt  mit  I  —  l)''-, 
tcobei  /  die  Transpositionszahl  zicischen  der  neuen  Aufeinander- 
folge f  g  h  .  .  .1  der  Zeilen  und  der  neuen  Auf  einandei folge 
u  ß  y  .  .  .  V  der  Colonnen  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  als  besonderer  Fall 

Satz  5.  Eine  Determinante  ändert  nur  ihr  Vorzeichen, 
wenn  man  zwei  Zeilen  oder  zwei  Colonnen  mit  einander  ver- 
tatischt. 

Hat  eine  Determinante  ^  zwei  identische  Zeilen  oder  zwei 
identische  Colonnen,  so  ändert  sich  J  nicht,  wenn  man  diese 
beiden  identischen  Reilien  mit  einander  vertauscht.  Anderer- 
seits erhält  aber  nach  Satz  5  die  Determinante  bei  dieser  Ver- 
tauschung das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  folglich  wird 
(18.)  J  =  —  J,     oder    2J  =  0. 

Dies  giebt 

Satz  6.  Eine  Determinante  mit  zivei  identischen  Zeilen  oder 
mit  zwei  identischen  Colonnen  ist  gleich  Null. 

Satz  7,  Ei?ie  Determinante  ändert  ihren  Werth  gar  nicht, 
wenn  man  die  Zeilen  zu  Colonnen  und  die  Colo?itien  zu  Zeilen 
macht. 
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Beweis.  Die  Vertauscliung  der  Zeilen  mit  den  Colonnen 
entspriclit  einer  Vei-tauschung  der  ersten  Indices  mit  den  zweiten, 
so  dass  die  Determinante 

(19.)  ^  =  -( l)'a!a«2j*ß3)'  •  •  ■  «Hv 

bei  dieser  Vertauschnng  übergeht  in 

(20.)  ^1  =  ^(-^  ly-Clai  aßiOyS  .  .  .  övn. 

Die  beiden  Determinanten  J  und  Ji  enthalten  aber  genau 
dieselben  Glieder,  nur  sind  die  Factoren  der  einzelnen  Glieder 
in  J  nach  den  ersten  und  in  Ji  nach  den  zweiten  Indices 
geordnet. 

Aus  diesem  letzten  Satze  erkennt  man,  dass  jeder  Satz, 
welcher  sich  auf  die  Zeile?i  einer  Determinante  bezieht,  in 
gleicher  Weise  auch  von  den  Colonnen  einer  Determinante  gilt. 
Um  beide  Fälle  zusammenzufassen,  möge  in  den  folgenden  Para- 
graphen der  Ausdruck  ..^Reihen''''  ebenso  für  die  Zeilen  wie  für 
die  Colonnen  gebraucht  werden. 


§  130. 

Zerlegung  der  Determinanten. 

(Yergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  198  bis  202.) 

Zieht  man  aus  der  Determinante 

«n  f/l-2  «13    •  ■  •  ^l\a 
(X-i\  Ö22  ^23   •  •  •  0.in 
(1.)         J  —       azx  «32  033   ...  «3»        =  -(^  l)'ö'ia  ßo^  «S;    •  •  •  «nv 


,    ö»lö«2<^i(3   •  •  •  ««w    i 

alle  Glieder  heraus,  die  mit  ou  multiplicü"t  smd,  so  erhält  man 

(2.)         ^{r~  1)^-  au  a^  a^y  . . .  a„v  =  ein  -  ( —  l)'-«2,?  «3-/  •  •  •  am , 

wo  sich  die  Summation  auf  alle  Permutationsformen  ß  y  ...r 
der  Zahlen  2  3  ...n  erstreckt,  während  /.  die  zugehörige  Trans- 
positionszahl  ist.  Der  Factor  von  a^  in  Gleichung  (2.)  —  er 
heisse  «u  —  ist  daher 
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(3.) 


t^ii  = 


<^22  ^23   •  •  •  ^2n 
<732  «'33    -  ■  •  «'s« 

^«2  ^n3  •  •  •  ^nn 


er  ist  also  eine  Determinante  {n  —  1)^^"^  Ordnung,  die  aus  J 
entsteht,  indem  man  die  erste  Zeile  und  die  erste  Colonne 
fortlässt. 

Vertauscht   man   in   J  die   erste   Zeile  mit   der   zweiten, 
so  Avird 

U2\  Cl'12  Ö23    •  •  •  (^in 
On  «12  «13    -  •  •  (l\a 


<4.) 


«31  «32  «33    •  •     «3« 


««1  «»'>  «h3   •  •  •  «)i 


Bei  dieser  Determinante  wird  in  gleicher  Weise  wie  vorhin 
der  Factor  von  a.21  eine  Determinante  {n  —  1)*^^  Ordnung-,  welche 
durch  Fortlassen  der  ersten  Zeile  und  ersten  Colonne  aus  der 
vorstehenden  Determinante  hervorgeht;  folglich  ist  der  Factor 
«21  von  a^i  in  der  ursprünglichen  Determinante  ^ 


<5.) 


«21 


«12  «13  •  •  •  «lii 
«32  «33  •  •  •  «3)1 


«/i2  «»i3  -  ■  •  «»m 


und  geht  aus  ^  hervor,    indem    man  die   zweite  Zeile  und  die 
erste  Colonne  fortlässt  und  das  Zeichen 

(6.)  -  1  =  (-  1)-^+^ 

davorsetzt. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  den  Factor  von  031 ,  «41 ,  - .  • , 
allgemein  den  Factor  «/i  von  a/i.  Vertauscht  man  nämlich  die 
p'  Zeile  mit  der  {f^lY"^,  dann  mit  der  (/— 2)*«'^  und  so 
weiter,  bis  die  Keihenfolge  der  Zeilen  (bezw.  der  ersten  Indices) 

/,  1,  2,  .../-!,/+ 1,  ...n 
geworden  ist,   so  geht  bei  diesen/ — 1  Vertauschungen  J  in 
( —  \)^-~'^J  über,    und   das  Element  a/y   steht  an  erster  Stelle 
Daraus  folgt,  dass  der  Factor  von  o/i  in  ^,  nämlich 
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etil        «13 


du 


(7.) 


uj,  =  (—  1)/-' 


'^/—l,  2  %- 1,  3   ...  0,/—l,  n 
<^/+I,  2  <^f+l,  3   -  •  •  <^/+l,  »* 


aus  J  hervorgeht,  indem  man  die  /'^  Zeile  und  die  erste  Colonne 

fortlässt  und  das  Vorzeichen 

(8.)  (^l)/-i  =  (-l)/+i 

hinzufügt. 

Vertauscht  man  jetzt  in  J  die  r^'  Colonne  mit  der  (r  —  l)'*^", 
dann  mit  der  (r  —  2)*'-''^  und  so  weiter ,  bis  die  Eeihenfolge  der 
Colonnen  (bezw.  der  zweiten  Indices) 

r,  1,  2,  ...r  —  1,  r  -}-  1,  ...n 

geworden  ist,  so  geht  J  in  {-  iy~  ^J  über;  jetzt  kann  man 
den  Factor  cc/r  von  u/r  in  gleicher  Weise  finden ,  wie  vorhin 
den  Factor  «/i  von  ciji.    Daraus  folgt  dann,  dass 

I  «11       ...       öi,r-l      «1.  ,+1       ...      «1/1 


(9.)         uj,.  =  (-  1)/+ 


I    ^/— 1.  1    •  •  •  «/— 1,  »•— 1  «/-  1,  r+[   .  .  .  «/— 1,  n 
C/+1.  l    ■  ■  •  d/+l.  r     1   (ff+l,  H-1   .  .  .  <^/+I,  » 


«)(1      •  ■  •    «>i,  r  -1       «;/,  r+1       •  •  •    (^^nn 


aus  J  entsteht,  indem  man  die  f^"  Zeile  und  r'«  Colonne  fort- 
lässt  und  den  Factor  ( — ■  1)-^+'"  hinzufügt. 

Diese  Factoren  «/,•  heissen  „Unterdeierminanteu  (/^  —  l)''"" 
Ordnung  von  J''  und  können  auch  noch  auf  die  folgende  Form 
gebracht  werden.  Diu-ch  f — 1  Vertauschungen  können  die 
Zeilen  (bezw.  die  ersten  Indices) 

1,  2,  3,  .../-l,    /+!,    /+2,  ...n 
in  die  Reihenfolge 

/+!,  1,  2,  3,  .../-l,    /+2,  ...n 
gebracht  werden.    Durch  weitere  /    - 1  Vertauschungen  erhält 
man  die  Reihenfolge 

/+1,    /+2,  1,  2,  ...f--l,    /+3,  ...n. 
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So  kann  man  fortfahren,  bis  man  durch  (n — ,f)(f — 1} 
Vertauschimgen  die  „ci/^lische'^  Reihenfolge 

/+  1,  f-[-2,...n,   1,  2,.../— 1 
erhält.    Ebenso  gelangt  man  durch  {?i  —  r)  (r--l)  Vertauschungen 
der  Colonnen   (bezw.    der   zweiten    Indices)    zu    der   cykUachen 
Eeihenfolge 

r  +  1,  r  +  2,  ...w,   1,   2,  ...r  — 1. 
Wegen  dieser  Vertauschimgen  ist  a^r  mit 

( lj(»-/){/-l)  +  ("-'-)('-l)  =  ( !)"{/+ 0-2n-/(/-l)-r(;--l) 

ZU  multipliciren.  Da  noch  2/«,  /(/ — 1)  und  r{r  —  1)  gerade 
Zahlen  sind,  so  geht  dieser  Factor  in 

( !)«(/+'•) 

über.     Deshalb  wird  das  Vorzeichen  von  «/,. 
Dies  giebt 

(10.)      ajr  =  (—  1)("+')  (-'+'•)  i  ''^'+'' '■+'  '■'+'' '■+'  •  ■  ■  "^+'' '-' 

!    %■-!,  r+l  <V— l,  z+a  •  •  •  ^'/-  1,  '•-1 

Ist  w  imgerade,  also  w  +  1  gerade,  SO  sind  daher  alle  diese 
Unterdeterminanten  mit  dem  positiven  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Beachtet  man,  dass  jedes  Glied  der  Determinante  J  ein 
und  nur  ein  Element  der  ersten  Colonne  enthält,  so  findet  man, 
dass 

(11.)  J  =  ant^n  +  «21  «21  +  «31  «31  +  •  •  •  +  ««i«,a 

sein  muss;  denn  es  sind  erstens  alle  Glieder  von  J  dmxh  die 
Summe  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (11.)  erschöpft, 
weil  jedes  Glied  ein  Element  der  ersten  Colonne  als  Factor 
enthalten  muss,  und  zweitens  kommt  in  dieser  Summe  jedes 
Glied  nur  einmal  vor,  weil  kein  Glied  zicei  Elemente  der  ersten 
Colonne  als  Factoren  enthalten  kann. 

Ebenso  kann  man  die  Determinante  J  nach  den  Elementen 
der  1^"'  Colonne  zerlegen  und  erhält 

(12.)  J  =  dir  tlw  +  «•2r  «2c  +   «3/-  «3r  + f"   Clnr^^nr  • 
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§  130.    Zerlegung  der  Determinanten. 

Beispiel. 


Es  sei  n  =  3,  also 


(7o2  «23 

«21 

«12  «13 

+   «31 

«12  «13 

«3-2  «33 

«32  «33 

«22  «23 

«11  «12  «13 

z/  =       «21  «22  «23 

«31  «32  «33 

4ann  ist 

J  =  «11 

oder,  wenn  man  die  cyklische  Anordnung  der  Unterdeterminanten 
benutzt, 

J  =  Ou 
=  «11  («22  «33 «23  «32)  +  «21  («32  «13 «33  «12)  +  «31  («12  «23" — «13  «22). 

Da  sich  J  nicht  ändert,  wenn  man  die  Zeilen  mit  den 
Colonnen  vertauscht,  so  findet  man  in  gleicher  Weise  eine  Zer- 
legung Ton  J  nach  den  Elementen  einer  beliebigen  Zeile  und 
zwar  wird 

(13.)  J  =  C/ji  aji  +  «^2  «72  +  «73  ß/3  +  ■  ■  •  +   «/.,  Cifn  . 

Ordnet  man  z.  B.  für  w  =  3  die  Determinante  nach  den 
Elementen  der  zweiten  Zeile,  so  erhält  man 


«22  «23 

+   «21 

«32  «33 

+   «31 

«12  «13 

«32  «33 

«12  «13 

«22  «23 

J  = 


«12  «13 


«21 


+     «0 


«32  «33 

oder  bei  cyhUscher  Anordnung 

«32  «33 


J  =  «21 


«12  «13 


+  «2 


«11  «13 
«31  «33 

«33  «31 
«13  «11 


«23 


+  «23 


«11  «12 
«31  «32 

«31  «32 
«11  «12 


Ist  s  von  r  verschieden,  und  vertauscht  man  in  Gleichung 
(12.)  die  Elemente  «i,-,  cio,-, ...''' nr  mit  «i^,  aos,...a„s,  so  erhält 
man 

(14.)  Ji  =  Qu  «ir  +  «2.S  «2/-  +  «3*  «3r  +  '  '  "  +   «/*.j  Unr  , 

wo  z/i  gleichfalls  eine  Determinante  ist,  welche  aus  J  hervor- 
geht, indem  man  die  Elemente  der  r^"*  Colonue  dm-ch  die  Ele- 
mente der  s'*"  Colonne  ersetzt.  Dadurch  wird  aber  Ji  eine 
Determinante,    in  welcher   die  Elemente   der  r*«''  und  der  s^*'* 
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Colomie  identisch  sind.  Deshalb  wird  z^i  nach  Satz  6  in  §  129 
gleich  Null,  und  Gleichung  (14.)  geht  über  in 

(1-4  a.)  Clu  Utr  +   a2s  CC-2r  +   «3»  "3r  +  "  "  "   +   «ns  «,<;•  =  0, 

wenn  7-^s  ist. 

Ist  ferner  g  von/  verschieden,  und  vertauscht  man  in 
Gleichung  (13.)  die  Elemente  «/i,  a/2,  . . .  ajn  mit  a^i,  Ug-i,  . . .  a^„, 
so  erhält  man 

(15.)  J.2  =  Ugiaji  +  «^2«/2   +   %3<^/3   +   •  •  •   +   agnUfn, 

WO  ^-2  gleichfalls  eine  Determinante  ist,  welche  aus  J  hervor- 
geht, indem  man  die  Elemente  der  /'*"  Zeile  durch  die  Elemente 
der  <7'^"  Zeile  ersetzt.  Dadurch  wird  aber  J2  eine  Deternünante, 
in  welcher  die  Elemente  der  /'*"  und  der  ^''"  Zeile  identisch 
sind.  Deshalb  wird  J2  nach  Satz  6  in  §  129  gleich  Null,  und 
Gleichung  (15.)  geht  über  in 

( 15  a.)         Ugi  cijt  +  üyi  Uji  +  a,ß  a/3  -f  •  •  •  +  «<,„  Uj.,  =  0, 
wenn  f^y  ist. 


§  131. 

Anwendung  auf  die  Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten. 

CVergl.  die  Tormel-Tabelle  Nr.  203.) 

Sind  ?^  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten: 
^'^  1  

[   CluiXi   +   a,r2a-2  +   •••  +    anaXa=  Ca 

gegeben,  so  findet  man  a-i,  indem  man  die  erste  Gleichung  mit 
«11,  die  zweite  Gleichung  mit  «oj,, . . .  die  w'«  Gleichung  mit  «,<• 
multiplicirt   und  alle  Gleichungen  addirt.    Der  Coefficient  von 
xi  wird  dann  nach  Formel  Nr.  199  der  Tabelle  (für  r  =  l) 
(2.)  «11  «u  +  a2i«2i  +  •  •  •  +  a,au,a  —  J, 

wähi^end  der  Coefficient  von  Zs,  wenn  t>  von  1  verschieden  ist, 
nach  Formel  Nr.  201  der  Tabelle  (füi^  ;•  =  1)  gleich 
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(3.)  au  «11  +  «25  «21  +  •  •  •  4-  «/,5«ya  =  0 

ist.     Man  erhält  daher  bei  der  Addition 

(4.)  J  .a-i  =  ci  «11  +  Co  «21  +  •  •  •  +  fn  «„1  , 

eine  Gleichung,  aus  der  sich  xi  unmittelbar  ergiebt,  wenn  man 
auf  beiden  Seiten  dm-cli  ^  dividirt. 

Ebenso  leicht  findet  man   den  Werth  von  x,-,   indem  man 
die  Gleichungen  (1.)  bezw.  mit 

nmltiplicirt  und  dann  addirt.  Ist  6-  von  r  verschieden,  so  wii'd 
Ijei  der  Addition  der  Coefficient  von  Xs  nach  Formel  Nr.  201 
der  Taljelle 

(5.)  Ou  dir  +   ao,  U-lr  +    •  ■      +  «,i*  «<,r  =  0; 

nur  der  Coefficient  von  Xr  wird  nach  Formel  Nr.  199  der 
Tabelle 

(6.)  Oir  «ir  +   ('.,,-  «>r  +   ■  •  •   4-   ('„r  (^ur  =  ^, 

folglich  erhält  man  bei  der  Addition 

(7.)  J  .Z,-  =  Ci  «1,.  +  Co  «2,-  +   •  •  •  +  C„  U„r  . 

Wenn  man  in  der  Determinante 

die  Elemente  der  r'^"  Colonne  «ir,  «o;;  •••«-»•  durch  die  Grössen 
ci ,  Co , . . .  c„  ersetzt,  so  erhält  man 

Cl  «Ir  +  Co  «2r  +   •  •  •  +   C„  «„r*. 

deshalb  kann  man  Gleichung  (7.)  auch  schreiben,  -«ie  folgt: 

C/n  (^/,o  .  .  ,  Ol;,    I  ffit  . .  -  </l.  ,—  i(\  «1.  r^l    •  • .  öl» 

,         t/oi  «00  .  .  .  a-i,i  <7oi  .  .  .  (7o   r-iCo  ffo   ,.^i   ...  (/o„ 

(7  a.)  '  •2^r  — 

(ini<i„2  ■  ■  ■  O'im  I  i  a,a  ■  ■  ■  ö,,,,-— 1  c„c/„^,--i-i  . . .  a,ui 

Um  a-,.  selbst  zu  finden,  muss  man  noch  die  beiden  Seiten 
der  Gleichung  (7.)  oder  (7a.)  dm'ch  J  dividiren,  was  nur  unter 
der  Voraussetzung  geschehen  darf,  dass  J  von  Null  verschieden 
ist.  Was  geschieht,  wenn  J  =  0  ist,  möge  einer  späteren 
Untersuchung  vorbehalten  bleiben. 
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^^  132. 

Vereinfachungen  bei  Ausrechnung  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  2U4  bis  210.) 

Satz  1.  Wenn  alle  Elemente  einer  Reihe  his  auf  eines  «/,. 
cerschicinde?!,  so  ist  die  Determinante  gleich  diesem  einen  Elemente 
cjri  multipUcirf  mit  der  zugehörigen  Unterdeterminante  (n  —  1)'^'" 
Ordnung  U/r. 

So  ist  z.  B. 

I  Ai   0  C\ 

^  =  \  A.2  Bo  Ci     =  B-2 

!  Az  0   C-i 

Der  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  ergiebt  sich  unmittelbar 
aus  der  Zerlegung  der  Determinante  nach  den  Elementen  der 
betreffenden  Reihe. 

Satz  2.  Eine  Determinante  kann  auf  den  nächst  höheren 
Grad  gebracht  v:erde7i,  indem  man  eine  Zeile  und  eine  Colonne 
einschiebt^  das  den  beiden  eingeschobenen  Reihen  gemeinschaft- 
liche Element  gleich  ±  1  setzt  und  die  übrigen  Elemente  der 
einen  eingeschobenen  Reihe  gleich  0  macht.  Die  übrigen  Elemente 
der  anderen  eingeschobenen  Reihe  sind  ganz  beliebig. 

Es  ist  z.  B. 


A,Cr 
-4  3  C'3 


(1-) 


«11  ^/i2  .  .  .  «1«     ! 
«21  «22  ■  •  •  «2/t  


«»l«,i2..-  duH 


1  ?I  i2 
0  «11  «12 
0  «21  «22 


0  a,attiti 


Clin     I 
«2«    !  ' 


a.m 


wobei  die  Grössen  ^, ,  $2 ,  •  •  •  i*»  noch  ganz  beliebig  sind. 


Der  Beweis  des  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  der  Anwen- 
dung von  Satz  1.  Stehen  die  beiden  eingeschobenen  Reihen  am 
Bande  der  Determinante,  wie  in  dem  angegebenen  Beispiele,  so 
nenut  man  das  Verfahren  „Rändern  der  Determinante'^ . 
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(2.J 


=  A.B.CzDi 


Satz  3.      Verschwinden   alle   Elemente   auf  der   einen    Seite 
einer  Diagonale,   so  reducirt  sich  die  Determinante  avf  das  erste 
bezw.  auf  das  letzte  Glied. 
Es  ist  z.  B. 

A,  B,  C\  D, 
0  Bo  C-,  D.2 
0    0  C'zDz 
;     0    0    0  7>4  I 
Der  Beweis   folgt   aus   der   wiederholten  Anwendung   von 
Satz  1. 

Satz  4.  Haben  sämmtliche  Elemente  einer  Reihe  einen  ge- 
meinsamen Factor,  so  kanti  man  denselben  cor  die  Determinante 
setzen. 

Es  ist  also  z.  B. 


(3.) 


an    -•  -  ?^«lr   -.•  «1» 
«21   ■  •  •  ma'ir  ■  ■  -  ^2« 

ü!„i  . . .  ma„r  . . .  (l-nn 


an 
a-2i 


au-  . . .  Uiu 
a-2r  . . .  a^n 


"■ni  •  •  •  a^i,-  . . .  a^i 


Der  Beweis  folgt  aus  der  Zeilegung  der  Determinante  nach 
den  Elementen  der  betreffenden  Reihe. 

Durch  die  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  in  vielen 
Fällen  eine  Determinante  auf  eine  andere  mit  kleineren  Zahlen 
reduciren.    So  ist  z.  B. 


12    9  15 

1    3  1 

16    7  10 

=  3.4.5     4    72 

8  13  25 

2  13  5 

Satz  5.     Sind  die  Elemente   einer  Reihe  denen  einer  paral- 
lelen Reihe  proportional,  so  ist  die  Determinatite  gleich  Null. 
Es  ist  z.  B. 

Ai  mAi  C'i  Ai  Ai  d  1 

A2  mAo  Co   =  m     Ao  A^  C>  \  =  0. 
Az  mAs  C.i  ,  Az  A^  d  ' 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  Satz  4  und  Formel  Nr.  196 
der  Tabelle. 


(4.) 
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Satz  6.  Sind  die  Elemente  einer  Reihe  Aggregate  von 
gleich  viel  Gliedern^  so  ist  die  Determinante  gleich  der  Summe 
mehrerer  Determinanten^  tcelche  man  aus  der  ursprünglichen 
erhält,  indem  man  die  einzelnen   Theilreihen  einsetzt. 


(5.) 


Es  ist  z.  B. 

j^i +  i?,,  C„  A,...         A,  CiA 
A.  +  B.2,  Co,  D-2, . . .         A.2  Co  Do 


+ 


B,C,D,... 

Bo  6*2  Do . . . 


BnCuD,,.. 


-^n  ~r  -^Hj  t/jj,  J^ii,  ...  A.,1,  ü)i  Dil . . . 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  der  Zerlegung-  der  Deter- 
minante nach  den  Elementen  der  betreffenden  Eeihe. 


Satz  7.  Eine  Determi^iante  ändert  sich  nicht,  wenn  man 
zu  den  Elementen  einer  Reihe  ein  beliebiges  Vielfaches  von  den 
Elementen  einer  parallelen  Reihe  addirt. 


Es  ist  also  z.  B. 


(6.) 


a\\  a\i . 

«21  «22  • 

■  «2w 

= 

ein  +   fnUir  ,  t/i2  . 
«21  +  ma^r  ,  «22  • 

.  «in 
.  «2» 

<^Ml  Ö,j2  . 

•  •  (^11  n 

a„i  +  mUur,  «n2  . 

•  .  «M»J. 

Der  Beweis  folgt  aus  der  Verbindung  der  Sätze  5  und  6. 


In  welcher  Weise  die  vorstehenden  Sätze  benutzt   werden 
können,  mögen  die  folgenden  Beispiele  zeigen. 

1)  Es  ist 


xi  —  X2 ,  yi 


y-2 

2/3 


l^i 

yi 

1 

X^ 

yi 

0  ari  —  X.2,  yi  — 

y-i 

=: 

—  1 

3*2 

—  2/2 

0  0"!  —  X3,  yi  - 

3/3 

—  1 

—  Xz 

—  2/3 

1  a-i  pi 

1    ^2    2/2 

• 

1  X3  yz 

Kiepert,  Differential -Eechnuiit 
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2)  Es  ist 

xi  —  x-2,  yi  —  y2,  zi  —  z-i 
^1  —  ^3?  yi  —  2/3,  2i  —  Zz 
Xi  —  Xi,  yi  —  yi,   2i  —  Zi 

Z\ 
22 
Zz 

—  1  —  Xi  --yi  --Zi 


1 

Xi 

2/1 

1 

—  Xi 

—  2/2 

1 

—  Xz 

-2/3 

1    Xi 

2/1 

Zi 

0  a:i  — 

X2,  y^  —  yi, 

Zi 

0  a:i  — 

xz,  yi  —  2/3, 

Zi 

0  a:i  — 

^4,    2/1  —  2/4» 

1  xx  2/1  ~, 

Zi 

1     Zi    lj2    Zi 
1    2:3    2/3    23 

1  3:4  2/4  Zi 

• 

§  133. 

Multiplication  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  211.) 


«11  Ö12 

021  «22 


5  = 


bn  bii 
b-2i  boi 


C  = 


Ca  C12 
C21  C22 


Es  sei 

(1.)         ^  = 
wobei 

i    Cu  =  Uli  bii  +   «lO  Ji-T  ,        <?io  =  C/ii  bii  -\-   »19  ioo  , 

(2.)  { 

y   Ca  =^  a-il  hii  +   O22  ^12  ,        <"22  =   <^'21  ^21  +   ^^22  ^22  , 

dann  soll  gezeigt  werden,  dass 

(3.)  A.B  =  C 

ist.    Es    wird   nänüicli   nach   den   Sätzen   der   vorhergehenden 
Paragraphen 

«11  ^11  +   «12  ^12  5        <^U  ^21  +   «12  ^22     i 

«21  ^11  +   «22  ^12  ,        «21  ^21  "t"    «22  ^22 

«11^11,  «11^21  j        !  «11^11,  «12^22  I         «12^''12,  «11^21  j«12^12,  «12^22| 

«21^11,  «21^21  I        I  «21^11,  «22^22  |         «22«12,  «21«21  j«220i2j  «22O22I 


c  = 


=  O11O21  I+O11O22 

«21  «21 


«11  «12  «12  «11  «12  «12] 

4-012  O2I    I  I    +O1O  0-70 

«21  «22  «22  «21  !«22«22 


Da  nun  aber  die  Determinanten  mit  zwei  identischen  Colonnen 
gleich  NuE  sind,  so  wird 
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(4.)      C  =^  bn  h-n 
=  A.B. 


«21  0^22! 

«12  «u 

I«ll«12 

«22  «^21 

«21  C?22 

(Z»ii  ^22  ^12^21) 


Es  ist 


Beispiel. 


<5.) 
üder 

(5  a.) 


5,     a 


ac  +  ÄG?,  «ü?  —  hc 
hc  —  ad^  hd  +  ac 


(«2   4-   J2)  (c2  +   c^2 )  3=  (oc  ^    J^-)2   _^   (,,^  _  l^Y. 

Dies  giebt  den  Satz:  MuÜipUcirt  man  die  Summe  zweier 
Quadrate  icieder  mit  der  Summe  ziceier  Quadrate,  so  lässt  sich 
das  Product  gleichfalls  als  die  Summe  zweier  Quadrate  darstellen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  vorhin  Determinanten  2t<^'"  Ordnung 
mit  einander  multiplicii't  worden  sind,  kann  man  auch  Determi- 
nanten n^^  Ordnung  mit  einander  multiplicu^en.    Es  sei  jetzt 


(6.) 


A  = 


021  ^22  -  •  ■  ^2» 
(*«!  dni  .  .  .  ann 


,  B= 


bn  bi2 ...  bin\ 

0-21  622  •  •  •  "2« 
\bnlbn2  .  .  .  b„n\ 


,C=: 


<^21  ^22  • 


Clr. 

Cor. 


\Cni  Ciit 


wobei 

(7.)  Cfr  =  65/1  bn  +  «/2  ^r2  +  •  •  •  +  «/n  ^ry< 

sein  möge.    Der  Kürze  wegen  soll  Gleichung  (7.)  in  der  Form 

(7a.)    Cfr=^  ^ua/abra,    Oder    Cfr=  ^^afßbrß,..,    Oder    Cfr=2vafybrv 

geschrieben  werden ,   wobei  die  Summationsbuchstaben  a,  ß,  ...p 
die  Werthe  1  bis  n  durchlaufen.    Dadurch  erhält  man 

I  2laaiabia,  ^i^aißb2ß,  ...^vaiybi^v 

,      .  ^  ^aaoabxai    .^j^  «2«  ^2^? ,   .  .  •  — ''«2v  ^/iv 

v°v                   ^  —                                              '   .  .  .  .  ' 
.  .  .  • 

!    2"  ö/iß  bia  ,    -^',^  <^nß  boß,  ...  ^v  a,tv  bnv   | 

oder,  wenn  man  die  Determinante  nach  den  Theilcoloimen  zerlegt, 

(^iabia,    dl/ib-iß,  .  .  .  airbnv 


(9.) 


C=.2'a^(?...^. 


(i2a  bla  ,    ö!2,9  boß  ,  .  .  .  U2v  b»  i 
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wobei  a,ß,...v  alle  Wertlie  von  1  bis  ?i  durchlaufen,  so  dass 
die  Summe  im  Ganzen  n^  Glieder  enthält.  Die  Gleichung  (9.) 
kann  jetzt  aber  auch  in  der  Form 


(9a.)     C=:^bxah 


¥ 


bar 


geschrieben  werden,  wobei  das  Summenzeichen  verlangt,  dass 
a,  ß,  . .  .V  einzeln  alle  Werthe  von  1  bis  n  amiehmen.  Man 
darf  sich  aber  darauf  beschränken ,  dass  «,  ß, . .  .r  lauter  ver- 
schiedene Werthe  haben,  weil  in  Gleichung  (9a.)  die  Detenni- 
nante  der  a  verschwindet,  sobald  von  den  Indices  a,  ß, . .  .v  zwei 
einander  gleich  sind.  Man  braucht  daher  in  Gleichung  (9  a.) 
die  Summation  nur  über  die  w!  Permutationsformen  aß . .  .v  der 
Zahlen  l  2  . .  .n  zu  erstrecken.  Nun  ist  aber,  wenn  aß  . .  .v  eine 
Permutiationsform  der   Zalilen  1  2 ...  w  ist, 


=  (-1)^-^, 


Oiaaio. 

.  au 

an  «12 . 

.  .  au, 

(10.) 

(liaflili  ■ 

•     O'iy 

=  (-i)' '""!""■ 

■  ao„ 

^na^n^i  •  • 

■  am 

aniO-ni-  • 

■   Clnu 

wobei 

(11.) 

V  1   o          »,  / 

ist,  folglich  geht  Gleichung  (9a.)  über  in 

(12.)  C  =  A.  ^-    iy-bi,h,^, . .  6,„  =  A.B. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Zicei  Determinanten  w''*"  Ordnung  xcerden  mit  einander  multi- 
plicirt.  indem  man  die  Elemente  der  f^"^  Zeile  der  ersten  De- 
tei'minante  mit  den  gleichstelligen  Elementen  der  r*^^  Zeile  der 
zweiten  Determinante  onultiplicirt ,  diese  n  Producte  addirt  und 
aus  den  so  erhaltenen  ti-  Summen  eine  neue  Determinante  bildet. 

Da  man  in  jeder  der  beiden  Determinanten  A  und  B  die 
Zeilen  mit  den  Colonnen  vertauschen  darf,  so  kann  o»  äuch  die 
folgenden  Werthe  erhalten: 
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(13.) 
oder 

(14.) 
oder 
(15.) 


Cfy  =  Clfi  bir  +  Clf-o  Jo^  +  •  •  •  +  Ufnlnr, 
Cjr  =  «i/^rl  +  a-lfhrl  +  "  *  '  +  Clnfhrn, 
Cjr  =  Ci/5i,-  +  «2/^2r  +  •  •  •   +  anfbur- 


§  131. 

Homogene,  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten. 

Sind  n  lineare  Gleichuno-en  mit  n  Unbekannten 


(1.) 


+   «2/- •■?•/*  =  ^2, 


'    «>/l2:i  +  «;r2^2  +  ■••  +  ann3:n=^  Ca 

gegeben,  so  wird  nach  Formel  Nr.  203  der  Tabelle 

(2.)  J  .Xr=  Ci  Uir  +  Cattor  + h  CnCInr- 

Lässt  man  jetzt  die  Grössen  c^,  Ci,...Cn  immer  kleiner 
werden  und  schliesslich  ganz  verschwinden,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

«11  Xi  +  «12  ar2  + 1-  axnXn  =  0  , 

,    .  a.2i  xi  +  «22  aro  +  •  •  •  +  a^nX,,  —  0 , 


«,a^l  +   an2X-2  + f-  a,,„Xn  =  0. 


Diese   linearen   Gleichungen    heissen    homo(jen.      Aus    den 
Gleichungen  (3.)  findet  man  in  diesem  Falle 
(4.)  J  .Xr  =  ^     für     r  =  1,  2,  3,  ...w. 

Wenn  man  nun  weiss,  dass  die  Gleichungen  (3.)  auch  für 
solche  Werthe  von  .rt.  .r2,  ...x^  gelten,  die  nicht  sämmtlich  gleich 
Null  sind,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (4.),  dass 

z/  =  o 
sein  muss.    Dies  giebt  den  Satz: 
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Wenn  n  lineare^  homogene  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 
für  Werthe  der  Unbekannten,  die  nicht  sämmilich  gleich  0  sind^ 
gleichzeitig  bestehen,  so  muss  die  Determinante  J  der  Coefficienten 
gleich  0  sein. 


§  135. 

Anwendungen  auf  einzelne  Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
drei  Gerade  gy,  g^,  gz  durch  einen  Punkt  gehen. 

Auflösung.    Man  kann  die  Gleichungen 

(1.)     ^irr+i?iy+Ci-=0,  ^2.r+-B2y+C'2  =  0,  ^s^+^sy+C'a^  0 
der  drei  Geraden  f/,,  g%,  g^  homogen  machen,  indem  man 

einsetzt  und  dann  die  Gleichungen  mit  x^  multiplicirt.    Dadurch 
gehen  die  drei  Gleichungen  (1.)  über  in 

[  Ayxx  +  -^12^2  +  C^x^  =  0 , 
(3.)  ]  Aoxr  +  B2X2  +  O0X3  =  0, 

(  AiXi  +  B.iX-,  +  632-3  =  0 . 

Dabei  darf  man  noch  füi^  x^  jeden  beliebigen  Werth  setzen. 
Ist  z.  B.  3:3  =  1;  so  wü'd 

xi  =x,     xi  —  y. 

Da  also  die  drei  linearen,  homogenen  Gleichungen  (3.) 
gleichzeitig  gelten  sollen  für  Werthe  von  xi,  xo,  x^,  die  nicht 
alle  di^ei  gleich  Null  sind,  so  muss  die  Determinante  der  Coeffi- 
cienten verschwinden.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die  drei 
Geraden  durch  einen  Punkt  gehen,  ist  daher 

I  Ai  By  Gl  j 
(4.)  Läa  ^2  C'a  I  =  0. 

!  ^3  ^3  Cz  I 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
vier  Ebenen  £1,  £0,  £3,  «4  dm^ch  einen  Punkt  gehen. 
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Auflösung.    Man  kann  die  Gleichungen 

{  A,x  +  B,y  +  C\z  +  D,  =  0, 
A-iX  +  B.yij  +  dz  +  Z>2  ==  0, 
A^x  +  Bzy  +  Czz  +  Dz  =  0, 
AiX  +  Biij  +  C\z  +  Dl  =  0 
der  vier  Ebenen  £i,  «o,  £3?  ^4  liomogen  machen,  indem  man 


(5.) 


_Xi 

X2 

^3 

y  =     ' 

Xi 

2-4 

Xi 

(6.) 

einsetzt  und  dann  die  Gleichungen  mit  Xi  multiplicii't.    Dadurch 
gehen  die  Gleichungen  (5.)  über  in 

AiXi  +  B^xo  +  C'iXs  +  UiZi  =  0 , 

A2X1  +  2^22^2  +   C2X3  -h  B.iX4  =  0  , 
^30:1  +  ^32  2  +   CzX3  -f-  D3X4  =  0  , 

AiXi  +  BiX2  +  ^42:3  4-  A2-4  =  0. 


(7.) 


Da  diese  linearen,  homogenen  Gleichungen  gleichzeitig  gelten 
sollen  für  Werthe  der  Unbekannten  xi,  X2,  xs,  xt,  die  nicht  alle 
vier  gleich  Null  sind,  so  muss  die  Determinante  der  Coefficienten 
verschwinden.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die  vier  Ebenen  durch 
einen  Punkt  gehen,  ist  daher 

Ai  B,  C,  A 
A2  B2  C2  D2 

Az  Bs  C-3  i>3 

Ai  -D4  C4  x/4 


(8.) 


=  0. 


Aufgabe  3.    Man  soll   die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
drei  Punkte  Pi,  Po,  P3  in  einer  Geraden  ff  liegen. 

Auflösung.    Hat  die  Gerade  ff  die  Gleichung 
(9.)  Ax  +  By  +  C  =  0, 

so  liegen  die  di'ei  Punkte  Pi,  Po,  P3  auf  dieser  Geraden,  wenn 


(10.) 


r  Axi+  By,  -V  C'=  0, 
I  Ax2  +  By2+  0=0, 
[  Axz  +  J5y3  +  6'  =  0 
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ist.  Hierbei  sind  xi,  yi;  x^,  yi\  ^3,  y-j,  die  gegebenen  Coordinaten 
der  Punkte  Pu  Pi,  Pz,  während  die  drei  Grössen  A,  B,  C  noch 
unbekannt  sind.  Man  bat  also  drei  lineare,  homogene  Glei- 
chungen mit  den  drei  Unbekannten  A,  B,  C.  Da  diese  Unbe- 
kannten nicht  alle  di-ei  gleich  Null  sein  dürfen,  so  können  die 
Gleichungen  (10.)  nur  dann  gleichzeitig  gelten,  wenn  die  Deter- 
minante der  Coefficienten  verschwindet.  Die  Bedingung,  unter 
welcher  die  drei  Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  ist  daher 

(11.)  I  3:2 1/2  1  I  =  0. 

«3  2/3  1 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
vier  Punkte  Pi,  Pa,  P3,  P4  des  Kaumes  in  einer  Ebene  a  liegen. 

Auflösung.    Hat  die  Ebene  e  die  Gleichung 
(12.)  Ax  +  By  -^  Cz  -\-  D  =  0, 

so  liegen  die  vier  Punkte  Pi,  P2,  P3,  Pt  in  dieser  Ebene,  wenn 

Axr  +  By,+  Cz,  +  1)  =  ^, 
Ax2  +  By-i  -f  C'Z2  -\-  n  =  Q, 
Axs  +  Byz  +  C^s  +  />  =  0, 
Axi  -f  Byi  -\-  Czi  +  1)  =  0 

ist.  Hierbei  sind  a:i,?/i,ci;  x.2,y.2,z2\  xz,yz,zz]  Xi,yi,Zi  die 
gegebeneu  Coordinaten  der  Punkte  Pi,  P2,  P3,  P4,  wähi-end 
die  vier  Grössen  A,  B,  C,  D  noch  unbekannt  sind.  Man  hat 
also  vier  lineare,  homogene  Gleichungen  mit  den  Unbekannten 
A,  B,  C,  D.  Da  diese  Unbekannten  nicht  alle  Ader  gleich  Null 
sein  dürfen,  so  können  die  Gleichungen  (13.)  nur  dann  gleich- 
zeitig gelten,  wenn  die  Determinante  der  Coefficienten  ver- 
schwindet. Die  Bedingung,  unter  welcher  die  vier  Punkte  in 
einer  Ebene  liegen,  ist  daher 

Xi.  yi  zi  1 

a-2  2/2  Z2  1 

2:3  3/3  2^3  1 
Xi  yi  Zi  1 


(13. 


(14.) 


=  0, 
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Aufgabe  5.    Mau  soll  den  Kreis  bestimmen,  der  durch  drei 
gegebene  Punkte  Pi,  P2,  Pi  liindurchgelit. 

Auflösung.    Hat  der  gesuchte  Kreis  die  Gleichung 
(15).  {x--iy-^{y^nf~Q-  =  ^, 

so  geht  er  durch  die  drei  gegebenen  Punkte,  wenn 
(16.)  x,^  —  2ix,  4-  §2  +  yi''  —  2»/yi  +  f  --  ^2  ^  0, 
(17.)  x.^^  —  2'^x.  +  r-  +  yr  —  2r}y-2  +  f  —  ^^  ^  0 , 
(18.)       x;^  -  2'§zs  +  §2  +  ^3^^  ^  2t]!/s  -\-f  —  Q^  =  0 

ist.  Diese  drei  Gleichungen  mit  den  drei  Unbekannten  '§,  rj  und 
Q  sind  nicht  linear.  Zieht  man  aber  die  Gleichungen  (17.)  und 
(18.)  von  Gleichung  (16.)  ab,  so  erhält  man  zwei  Utieare  Glei- 
chungen 


(19.) 


J  2(a;i  —  x^yi  +  2(yi  —  y2)n  =  Xi^  —  x-i^  +  y^^  —  2/2^ 


\  2(3-1  —  x^y^  +  2(yi  —  ys)'/  =  ^1-  —  a,-32  +  y^~  ^  y^^ 

mit  den  beiden  Unbekannten  §   und  ^.    Indem  man  noch  der 
Kürze  wegen 

(20.)       x.^  +  yi'^r,',     x.y^  +  y-i' =  r,^     x^' +  y^'^  =  r^' 

setzt,  findet  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (19.) 

(21.) 

(22.) 

Die  Determinanten,  welche  hier  auftreten,  kann  man,  wie 
schon  in  §  132,  Seite  577  gezeigt  wiu'de,  umformen  und  erhält 
dadurch 


(21  a.) 


^1  —  ^2,  yi  —  y-i 

r{' 

—  ?v,  yi  —  y2 

X1  —  X3,  yi  —  ^3 

•  ?  = 

rC- 

—  »•32,  ?/i  — ys 

2:1  —  2:2,  yi  —  y-i 

\x,- 

—  3:2,   ^2 r22 

xi  —  X3,  yi  —  ya 

•v  = 

Xi- 

—  2:3,  ri2  — ra^ 

(22  a.) 


1    Xi    ?/i 

1  »-i"^  2/1 

1  Xi  yi 

'   i.    

1    ?-2^    2/2 

1  xz  yz 

1  Tz-  yz 

1    OCi   yi 

1  rci  ri2 

1    a-2    2/2 

•  n  = 

1  rra  rg^ 

1  xz  yz 

1  3-3  rz^ 
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Wkd 

xi  yi    1  I 


1  Xx  yi 

1  x-i  y-2      =     x-2  y 

1  2:3  2/3 


1      =0, 
xz  yz   1  ! 


so  werden  i'  und  rj  unendlich  gross,  d.  h.  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  rückt  in"s  unendliche,  und  die  drei  Punkte  Pi,  K,  Pz 
liegen  in  gerader  Linie,  wie  schon  m  Aufgabe  3  gezeigt  wurde. 
Der  Werth  von  0-  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (16.),  (17.) 
oder  (18.),  indem  man  die  gefundenen  AVerthe  von  $  und  t} 
einsetzt. 

Aufgabe  6.    Man   soll  die  Kugelfläche   bestimmen,   welche 
diu'ch  vier  gegebene  Punkte  Pi,  Po,  Pz,  P4  hindurchgeht. 

Auflösung.     Hat  die  Kugelfläche  die  Gleichung 
(23.)  {x--^y  +  (y-#  +  iz-lf-g'  =  0, 

so  findet  man  die  Werthe  von  ^,  ^,  t  in  ähnlicher  Weise  wie 
bei  der  vorhergehenden  Aufgabe  die  Werthe  von  $  und  tj,  und 
zwar  erhält  man,  wenn  man  der  Kürze  wegen 


(24.) 
setzt, 

(25.) 
(26.) 
(27.) 


I  X,'  +  y^  +  z^  =  r,\     x-^  +  y.^  +  z^-  =  r-^, 
\  xi  +  y^'  +  zz"^  =  r3^     7-,^  +  y^  +  z:-  =  r^- 


1  a-i  yi  2-1 

1  3"2  yi  z-i 

1  o:z  yz  zz 

1  x^  yi  Zi 

1  3-1  1/1  Cl 

1  x-i  y-2  z^ 

1  xz  yz  ~3 

1  Xi  yi  Zi 

1  xi  yi  zi 

1  x-i  y-2  Zz 

1  2-3  yz  Zz 

1  Xi  yi  Zi 


1  ri^  yi  zi 


ry  y-2  z-. 

n^  yz  Zz 

Vi-  yi  Zi 

Xi,  ri-  zi 

Xo    t'-2'    ~2 

xz  ri-  Zz 

Xi    Vi-    Zi 

xi  yi  ri- 

X2  y-i  r^ 

xz  yz  rz^ 

Xi  yi  r^ 
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Wird 


Xi    l/i    Zi 

X2    y-I    Z2 

^3  ya  23 

=  — 

■ri  iji  Zi 

^1  yi  zi 

1 

Xl    yi    22 

1 

3-3    yz   23 

1 

Xi    1/i    04 

1 

=  0, 


so  werden  '§,  i],  l,  unendlich  gross,  d.  b.  der  ^Mittelpunkt  der 
Kugel  rückt  iii's  Unendliche,  und  die  vier  Punkte  Pi,  Po,  Ps,  Pi 
liegen,  wie  schon  in  Aufgabe  4  gezeigt  wurde,  in  einer  Ebene. 
Den  Werth  von  q  findet  man  schliesslich  aus  der  Gleichung 
(28.)  {X,  -  ■^^~  +  {y,  ~  riY-  +  (.,  -  If  =  q\ 


Dritter  Tlieil. 

Functionen  von  mehreren  nnabhängigen  Veränderlichen. 


XVIII.  Abschnitt. 

Differentiation  der  Functionen  von  melireren 
Ton  einander  nnabliängigen  Teränderliclien. 

§  136. 

Differentiation  einer  Function 
von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Xr.  "2 1-2.) 

Eine  Function  von  zwei  (oder  mehr)  Veränderlichen  wurde 
bereits  in  §  3  (Seite  20)  folgendermassen  erklärt: 

Ei7ie  veränderliche  Grösse  z  heisst  eine  Function  der  beide?i 
Veränderlichen  x  und  y  für  ai<i  x  Koo,  ii<y<^2j  u-enfi 
jedem  Werthsysteme  x^  y  in  den  angeyehenen  Inier callen  ein 
oder  mehrere  Werthe  von  z  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zu- 
geordnet sind. 

Hier  möge  nur  der  Fall  in  Betracht  gezogen  werden,  wo 
dieses  Gesetz  duixh  eine  Gleichimg  zwischen  .r,  y,  z  gegeben  ist. 

Besteht  nämlich  zwischen  drei  veränderlichen  Grössen  .r, 
y,  z  eine  Gleichung,  so  wird  man  zweien  von  ihnen,  z.  B.  x  und 
y,  beliebige  Werthe  beilegen  können;  dadurch  wird  dann  z  die 
AVurzel  einer  Gleichung  mit  constanten  Coeflicienten ,  so  dass  z 
nui'  noch  eine  Anzahl  ganz  bestimmter  Werthe  haben  darf. 
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Bei  dieser  Anschauung'sweise  sind  also  x  und  y  die  wiab- 
hänyigen  Veränderlichen,  während  z  eine  von  x  und  y  ahh'diigige 
Veränderliche  oder  eine  Function  von  x  und  y  ist. 

Man  kann  sich  die  Gleichung-  zwischen  x,  y  und  z  deshalb 
auf  die  Form 

(1-)  ^  =/(^.  y) 

gebracht  denken  und  erkennt,   dass  Veränderungen  von  z  auf 
dreifache  Art  hervorgerufen  werden  können,  nämlich 

1)  indem  sich  x  allein  ändert, 

2)  „  y     „ 

3)  „         „     X  und  y  gleichzeitig  ändern. 

Den  Unterschied  zwischen  diesen  drei  Fällen  kann  man  sich 
am  leichtesten  durch  die  geometrische  Deutung  der  Gleichung  (1.) 
als  Gleichung  einer  Fläche  im  Eaume  klar  machen.  Bleibt  //  con- 
stant,  so  liegen  die  Flächenpunkte  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z 
alle  in  einer  Ebene,  welche  zur  ZX-Ebene  parallel  ist  und  die 
Fläche  in  einer  Curve  schneidet.  Auf  dieser  Curve  kann  daher 
der  Flächenpunkt  P  nur  fortschi'eiten ,  wenn  man  x  als  die 
einzige  Veränderliche  und  y  als  eine  Constante  betrachtet. 

Ebenso  kann  der  Flächenpunkt  P  nur  auf  einer  Curve  fort- 
schreiten, welche  in  einer  zur  YZ-Ebene  parallelen  Ebene  liegt, 
wenn  man  y  als  einzige  Veränderliche  und  x  als  eine  Constante 
betrachtet. 

Sind  aber  x  und  y  beide  veränderlich,  so  kann  der  Flächen- 
punkt auf  der  Fläche  nach  allen  beliebigen  Eichtungen  fort- 
schreiten. 

Betrachtet  man  zunächst    den  ersten  Fall,  wo  nur  x  als 

veränderlich  und  y   als   comtant  angesehen  wird,   so  kann  man 

z  wie  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  behandeln 

und  auch  ebenso  differentiiren.    Man  bezeichnet  dann  aber,  wie 

schon  in  §  76,  Seite  346  hervorgehoben  wurde,  den  Ditierential- 

dz  oz 

Quotienten  nicht  mit  -^  ■>  sondern  mit  -^  ?  so  dass  man  erhält 
^  dx  öx 

(2 )  —  =  lim  /(^  +  ^^^  y)  — /(^-  y) . 

dx  ^s=0  ^3C 
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In  dem  zweiten  Falle,  wo  nur  y  als  veränderlich  und  x  als 
constant  angesehen  wird,  findet  man  in  derselben  Weise 
dz  ^  ^.^  .fix,  y  +  Jy)^^.y) , 
oy      Ay=^  ^y 

Diese  Grössen  werden  die  ..partiellen  Ableitungen  von  z  nach 
X  und  nach  y"  genannt. 

Dem  entsprechend  nennt  man  die  Aenderung,  welche  z 
dadurch  erleidet,  dass  sich  nur  x  um  die  Grösse  Jx  ändert,  die 
.^.partielle  Zunahme  von  z  in  Bezug  auf  a;"  und  bezeichnet  sie 
mit  ^x~'    Es  ist  also 

(4.)  z-^J,z=f{p'^Jx,y), 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1.)  subtrahirt, 
(5.)  J,.  =/(.  +  Jr,  y)  ~fi.,  y)  =  /(^+ -^^.j) -/(g^)  j,. 

Ebenso  nennt  man  die  Aenderung,  welche  z  dadurch  erleidet, 
dass  sich  nm-  y  um  die  Grösse  Jy  ändert,  die  .^partielle  Zu- 
nahme von  z  in  Bezug  auf  xf'  und  bezeichnet  sie  mit  JyZ.  Es 
ist  also 

(6.)  z  +  .lyz  =^f{x,  y  +  Jy), 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1.)  subtrahirt, 

(7.)  J,~.  =/(.,  y  +  Jy)  -/(.,  y)  ^A^,  V  +  ^V^^^A-,  V)  j,j, 

Lässt  man  jetzt  die  Grössen  Jx  und  Jy  unendlich  klein 
Averden,  indem  man  sie  dm-ch  ihre  Differentiale  dx  und  dy 
ersetzt,  so  werden  auch  die  entsjjrechenden  Aenderungen  von  z, 
nämlich  J^z  und  J,,z,  unendlich  klein  und  heissen  dann  die 
.^^parliellen  Differentiale  d^z  und  dyZ  von  2".  Dabei  folgt  aus 
den  Gleichungen  (5.)  und  (7.) 

(8.)  ö^z  =  li^f±±^llltzfi-iy)  j,  =  ^  dx, 

jx=o  '^x  dx 

(9.)  öyz  =  hm-^  V  >  ■/   ■ — ^ ./  V  >  y^/  j    __       ^ 

'         jy=o  Jy  ^       dy    ^ 

In  dem  dritten  Falle  dagegen,  wo  sich  x  um  Jx  und  gleich- 
zeitig y  um  Jy  ändert,  nennt  man  die  entsprechende  Aenderung 
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von  z  die  „volhtändige   oder  totale  Zunahme  von  2"  und  be- 
zeichnet sie  mit  Jz.    Es  wird  also 
(10.)  z  +  Jz  =f{x  +  ^x,y  +  Jy), 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung-  (1.)  subtrahirt, 
(11.)  Jz  =/(.r  +  ^:r,  2/  +  Jy)  -f{x,  y\ 

wobei  Jx  und  Jy  von  einander  unabhängige  Grössen  sind.    Die 
hier  folgenden  Schlüsse  gelten  jedoch  auch  dann  noch,   wenn 
man  diese  Voraussetzung  nicht  macht,   wenn  also  x  und  y  und 
deshalb  auch  Jx  und  Jy  von  einander  abhängig  sind. 
Gleichung  (11.)  kann  man  auf  die  Form 

Jz  =f{x  -^r  ^x,y  +  Jy)  — /(.r,  y  -f  Jy) 

+.f{x,y  +  ^y)—f{^^  y) 

bringen.    Dies  giebt,  wenn  man  y  -\-  Jy  der  Kürze  wegen  mit 

yi  bezeichnet, 

(12.)  Jz  =f{x  +  Jx,  y,)  —fix,  y,)  +/(.r,  y  +  ^//)  —f{x,  y) 

^fix  +  ^x,  yi)~f{x,  yi)  ^^  ^  fix,  y  +  Jy)—f{x,  y)  ^ 
Jx  Jy 

Lässt  man  jetzt  wieder  Jx  und  Jy  unendlich  klein  werden, 
so  wird  auch  Jz  unendlich  klein  und  geht  in  das  vollständige 
oder  totale  Differential  von  z  über,  welches  man  mit  dz  bezeichnet. 
Da  nun 

lim  /(^  +  Jx,y^)—f{x,  yt)  ^  dfjx,  yQ  ^ 
jx=o  Jx  dx 

j- jj^  fi^,y  +  ^y)  —fi^^y)  ^  ^A^^  y) 

jy=o  Jy  öy 

und  limyi  =  y  wird,  so  geht  die  Gleichung  (12.)  über  m 

(13.)  a.^'f^ä.  +  'I^äy, 

oder 

(14.)  dz  =  £  dx  +  ^^  dy  =  d,z  +  dyz. 

Es  gilt  also  der  Satz: 

Das  totale  Differential  ist  gleich  der  Summe  der  partiellen 
Differentiale. 
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Derselbe   Satz   ist   auch  in   §  76,    Gleichung  (16  a.)    aus- 
gesprochen; damals  handelte  es  sich  aber  um  eine  Function 

y  =/(«,  ^) 

von  zwei  veränderlichen  Grössen  u  und  t-,  die  nicht  von  einander 
unabhängig,  sondern  beide  wieder  Functionen  von  einer  Ver- 
änderlichen X  waren. 


§  137. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Werthe  von  ^-  >    ^     und  dz  er- 

öx      dg 

mittein  für 

(1.)  ^  =  .ry. 

Auflösung.  Die  partielle  Ableitung  nach  x  bildet  man,  indem 
man  x  als  ter'dnderlich  und  y  als  consiant  betrachtet;  und  die 
partielle  Ableitung  nach  y  bildet  man,  indem  man  g  als  cer- 
ünderlich  und  x  als  constant  betrachtet.     Deshalb  ist 

(3.)  dz  =  -,—  dx  -\-  ^-  dg  =  Bx-g^dx  +  2x^gdg. 

dz      dz 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Werthe  von  -^  >    .^  und  dz  er- 
^  dx      og 

mittein  für 

(4.)  ~  =  .y'sina:. 

Auflösung.    Hier  findet  man  in  ähnlicher  "Weise  wie  vorhin 

öz  dz 

^^■^  d^'^y'^^^^'  ^  =  2ysin:r, 

(6.)  dz  =  g^cosxdx  -j-  2g?mxdg. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Werthe  von  -^  ?   ^—  und  dz  er- 

^  dx      oy 

mitteln  für 


(7.)  z  =  y^  +  4:2-' g  4-  2xK 
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Auflösung. 

(8.)  ^=8r^/  +  6:r^      -^  ^  ^f  +  ^ , 

(9.)  dz  =  (Srry  +  ßz^)dx  +  (3^-  +  4a;2)c/y. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Werthe  von  ^^   j   ,,'"  und  dz  er- 
^  dx     dij 

mittein  für 

(10.)  z  =  e^arcsina;  +  x-  .  \\\ij. 

Auflösung. 

,,,.        dz  e^        ,   ^     ■,  äz  .  x^ 

(11.)        r^  =  — = =  +  2a: .  Iny ,      ^~  =  eysLYCSmx -] ? 

^      '        dx       yi-^a;-'  ^'      dy  ^  y 

(12.)         dz  =f  =r  +  2a; .  Iny  j  dx  +f  e^arcsina:  +      j^y. 


§  138. 

Differentiation  der  Functionen  von  mehreren  von 
einander  unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel  -  TabeUe  Nr.  213  und  214.) 

Das  in  §  136  angedeutete  Verfahren  lässt  sich  ohne  Weiteres 
auf  Functionen  von   drei   oder  von    mehr  von  einander  unab- 
hängigen Veränderlichen  übertragen.    Ist  z.  B.  z  eine  Function 
von  drei  Veränderlichen  u,  v,  lo,  ist  also 
(1.)  z=f{u,   0,  to), 

so  kann  man  zunächst  die  partiellen  Ableitungen  bilden,  indem 
man  setzt 

dz^  ^  j.^  f(u  +  Ju,  V,  w)  ~f{u,  c,  w)  ^ 

du         ju=0  ^u 

Kiepert,  Differential -Reclmimg  3g 
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Aus  den  drei  partiellen  Zunahmen  von  r,  nämlich  aus 
{  JuZ  ^=f{u  +  Ju,  V,  w)  -  -f{u,  V,  tc), 
(5.)  l    JrZ  =f{u,  V  +  Je,  iü)  -    f(u,  0,  w), 

[  J,vZ  =J'(u,  V,  w  -j-  Jw)  — ./(w,  V,  vi) 
erhält  man  sodann,  indem  man  Ju,  Je,  Jw  durch  die  Differentiale 
du,  du,  dio  ersetzt,  die  drei  partiellen  Differentiale  von  z,  nämlich 

C6.)  duZ  =^   -1     du,     dcZ  =  -^r^  do,     dn-z  =  ',—  dw. 

^   '  du      '  öo  dw 

Ist  endlich  Jz  die  Aenderung  von  z,  wenn  sich  gleichzeitig 
u  um  Ju,  V  um  Jv,  tc  um  Jw  ändern,  ist  also 

z  ■\-  Jz  =f[U  +  Ju,  V  -f-  Jv,  W  +  ^^'''), 
so  wird 

(7.)         Jz  =^(«  +  Ja,  V  +  Jo,  IC  -\-  Jic)  ■ — f{u,  V,  ic), 

oder 

(7  a.)       Jz  ^=f{u  +  Ju,  V  +  Jv,  tV  +  Jic) /(U,  V  -\-  Jo,  IC  -{-  Jw) 

■\-f{u,  V  +  Je,  lü  +  Ji^)  — y(w,  V,  w  +  Jtc) 
■^f{u,  V,  lü  +  Jw)  — y"(w,  0,  ic). 
Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  v  -\-  Je  mit  t- ,  und  tu  +  Jw 
mit  wi ,  so  kann  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

^,  ^  /(^  +  ^^^,  ^»,  ^-i)  -/(^^,  ^1,  ^-i)  j^ 

^       '  Ju 

f{ii,  V  +  Jv,  wi)  '—  f{u,  e,  ?/-i) 
Jv 

f(u.  V,  w  +  Jw)  —  f{u.  V,  w) 
+  ■ ' '- Jw 

JlC 

bringen.  Geht  man  jetzt  zur  Grenze  über,  indem  man  Ju,  Jv 
und  Jic  durch  die  entsprechenden  Differentiale  du,  dv,  die  ersetzt, 
so  wii'd 

limfi  =  f,    \m\u\  =  v:, 
und  Jz  geht  über  in  das  vollständige  (oder  totale)  Differential 
von  z,  nämlich  in 

(8.,     d-.  =  ^f^"'"^  '^•^  du  +  ^J^'ll^  de  +  gg"pj^i  d,o, 
^  du  dv  dw 

oder 
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(8  a.) 


dz  =    ^-  du  4-  -^^  do  +  -„ —  die. 
du  de  die 


Auch  hier  gilt  also  der  Satz: 

Das  totale  Differential  ist  gleich  der  Summe  der  partiellen 
Differentiale. 


Beispiel. 

Es  sei 

(9.) 

z  =  v-w^mu  +  e"  .  Inw; 

dann  wird 

r    dz         ,                   e'" 
ou                           u 

(10.) 

dz         ^          . 

du                    ' 

-— ^  =  v^sinu  +  e'' .  Inw 

also 

(11.)  dz  =(c''iv cos u  +      jdu-]-2vwsiaudv-\-{v^siD.u-\-e"'Aüu)div. 

In  derselben  Weise  kann  man 

(12.)  Z  =f(Ui,  U2,  ...Un) 

nach  jeder  der  n  Veränderlichen  emzeln  differentiü-en,  indem  man 
die  anderen  Veränderlichen  als  co?istant  betrachtet.  So  erhält 
man  die  partiellen  Ahleitungen.  Multiplicirt  man  dann  noch 
mit  dem  Differential  der  betreffenden  Veränderlichen,  so  sind 
die  Producte  die  partiellen  Differentiale  von  z,  nämlich 


dz 


dz 


dz 


(13.)     du,z  =  ^^^  du, ,  ö„,.  =  ^-^  du,,...  du^z  =  ~  du,^ 

Das   vollständige  {oder  totale)  Dfferential  ist  dann  xoieder 
gleich  der  Summe  der  partiellen  Differentiale,  also 


dz  dz 

(14.)  dz  =  ^r^  dui  +  V"  ^^2  + 

^     ^  dut  du. 


dUn 


Dabei  ist  zunächst  die  Voraussetzung-  gemacht,  dass  die  n 
Veränderlichen  u,,  u,,... Un  von  einander  unabhängig  sind.  Der 
Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Formel  (14.)  lässt  sich  aber  auch 

38* 
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leicht   auf  den    Fall   übertragen,   wo   th,  uo,  ...Ua   sämmtlich 
Functionen  von  einer  Veränderlichen  t  sind. 

In  diesem  Fall  sind  jedoch,  wie  für  w  =  2  schon  in  §  76 
gezeigt  wurde,  die  Differentiale  dui,  du.i,...du„  nicht  mehi- 
von  einander  unabhängige  Grössen;  es  folgt  vielmehr  aus  den 
Gleichungen 

(15.)  wi  =  ^^.{t),     «2  =  ^2(0 j   ...u„  =  (f,{t), 

dass 

(16.)         dur  =  (fi\t)dt,     du,  =  (pi'{t)dt,  . . .  du,^  =  rp„'(t)dt 

wird.    Deshalb  daif  man  in  diesem  Falle  die  beiden  Seiten  der 
Gleichung  (14.)  durch  dt  dividiren  und  erhält  auf  diese  Weise 

dz  dz    dui        dz    diio  dz    dun 

^^  ''  ~dt  ~  ~düx    dt  "*"  dui   dt  ^  c^  'lii  ' 

Die  Formel  (14.)  bleibt  sogar  noch  richtig,  wenn  wi, 
W2 ,  ...Uh  wiederum  Functionen  von  m  Veränderlichen  t^^  t.2,  ...fm 
sind,  wenn  also 

Qg  X  ;   ti2  =  ff-2iti,  t.,,...t„), 


Setzt  man  nämlich  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (12.)  ein. 
so  wii'd 

(19.)  Z  =  F{ti,t2,...t,n) 

eine  Function  von  /"i,  ti,...tm  und  deshalb,  der  Gleichung  (14.)  ent- 
sprechend, 

(20.)  ä.^^d>.  +  ^dt.+  -.+  ^^J,„,. 

Ebenso  folgt  aus  den  Gleichungen  (18.) 
(21 .)  du,  =  -^  *,  +  —^  ^,,  +  . . .  +  _  rf,,„ 

für  a  =  1,  2,  3, . . .  n.  Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (17.),  wenn 
man  zuerst  ty ,  dann  ^ , . .  .  endlich  4.  als  die  einzige  Veränder- 
liche betrachtet, 
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(22.) 


dz  dz  du\,  dz  du.2 

dti  ~  dui  dti  du2  dti 

dz  dz  dui  dz  duo, 

dt2~  dui  dh  &U2  ^ 


dz   dun 

dun  dti 

dz  dun 

du,i  du 


dz  dz   dux       dz   du-2 

dtm  dUi     dt,n  du2    dt,n 


+ 


dz   dun 
dun  dt„. 


Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  diu  dh^...dtm 
und  addirt  sie,  so  erhält  man  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen 
(20.)  und  (21.) 

'/  ^  \  7         ^~    1      ,    dz   ,  dz    , 

(23.)  dz  =  -^     dui  4-  -^ —  du2  +  •  •  ■  +  -^ —  dtCn. 

Olli  OU%  ÖUn 


§  139. 

Wiederholte  Differentiation  einer  Function  von  mehreren 
Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  215.) 

Der  Kürze  wegen  bezeichnet  man  gewöhnlich  die  partiellen 
Ableitungen  durch  Indices.    Ist  z.  B. 

(1-)  ^  =/(^,  y)j 

so  setzt  man 

.    .       dz       df{x,y)  dz       df{x,y)        ,.  ,       , 

(2-)  &  =  e^--  =-^'(^'  y^'  dy  =  dy   =-'-^(^'  y^- 

Nun  sind  fi{x,  y),  fo(x,  y)  im  Allgemeinen  wieder  Functionen 
von  X  und  y,  die  man  nochmals  nach  den  einzelnen  Veränder- 
lichen differentiiren  kann.  Dadurch  erhält  man,  wenn  man  die 
Ableitungen  wieder  durch  Indices  andeutet, 


(3.) 


— -Qy. —  =/ii(^5  Vh    — Qy —  =/i2(^,  y), 
•"'  =/2i(^,  y\    — ^, —  =/22(a-,  y) . 


Es  giebt  also   im  Ganzen  4   zweite  partielle  Ableitungen 
einer  Function  von  2  Veränderlichen. 
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Die  Werthe  dieser  Ableitungen  sind  aber  nicht  sämmtlicli 
von  einander  verschieden,  sondern  es  wird,  wie  sogleich  bewiesen 
werden  soll, 
(4.)  /i2(^,  y)  =/2i(a-,  y). 

Zum  Beweise  setze  man 

(5.)  ^{y)=f{^-^Jhy)-f{^,y\ 

also 

(6.)  (p{y  +  k)  =f{x  +  h,  >i  +  k)  ^-f{x,  y  +  k). 

Nun  ist  nach  dem   TayZor'schen  Lehrsatze  (vergl.  Formel 
Nr.  85  der  Tabelle) 

(7.)  ^fiy  +  k)  ^  cf{y)  =  if'iy  +  Qk) .  k, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  (5.)  und  (6.) 
einsetzt, 

(7  a.)  fix  +  h,  y  +  /L-)  -/(:r,  y-^  k)  -/(rr  +  K  y)  +f{7;  y)  = 

[ßix  +  Ä,  2/  +  ek)  -fix,  y  +  ek)-\ .  k. 

Setzt  man  dagegen 
(8.)  xp{x)^f{x.y^k)-   f{x,y), 

also 

(9.)  V'(^  +  Ä)  =f{^  +  K  y  +  k)  —fix  +  Ä,  y), 

so  folgt  aus  Formel  Nr.  85  der  Tabelle 
(10.)  \l^{x  +  Ä)  —  i/'(2:)  =  xp'ix  +  6>iA) .  Ä, 

oder,   wenn  man  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  (8.)  und  (9.) 
einsetzt, 

(10a.)  fix  +  Ä,  y  +  k)  -fix  +  Ä,  y)  -fix,  y  +  k)  ^fix,  y)  = 
[fi{x  +  ©lÄ,  y  +  k)  -fix  +  eOx,  y)\  .  Ä. 

Durch  Zusammenstellung   dieser  Gleichung  mit  Gleichung 
(7  a.)  erhält  man 

(11.)         [/i(a:  +  Qik,  y  +  ^0  -/i(^  +  ©1^^:  y)]  •  ^^  = 
[/2(:r  +  /^  y  +  Qk)  -fix,  y  +  0/L-)]  .  k, 

oder,  wenn  man  auf  die  beiden  Grössen  in  den  eckigen  Klammern 
nochmals  Formel  Nr.  85  der  Tabelle  anwendet, 

(12.)    fnix  +  QJi;  y  +  OJc)  .  hk  ^fixix  +  Qzh,  y  +  Qk) .  hk. 
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Dabei  sind  h  und  k  hinreichend  kleine,  aber  sonst  beliebige 
Grössen.    Deshalb  ist  auch 
(13.)      j\lx  +  0iA,  y  +  02/1-)  =f-ilx  +  Q^li,  y  +  Qh). 

Lässt  man  jetzt  h  und  k  gleich  Null  werden,  so  erhält 
man 

ö(l~\  ö(f) 

(14.)     }\Ar,!l)=U{';<j),    oder    -^=-^. 

Dies  giebt  den  Satz: 
Wenn  man  eine  Function 

^'  =.tV,  y) 

zuerst  partiell  nacJi,  x  und  dann  partiell  nach  y  differentiirt^  so 
ßndet  man  dasselbe  Resultat^   icelches  man  ßnden  würde,  indejn 

man  zuerst  partiell  nach  y  und  dann  'partiell  nach  x  differentiirt ; 

oder  mit  anderen  Worten:  Die  Reihenfolge,  in  welcher  man  die 
partiellen  Differentiationen  ausführt,  ist  yleichgültig. 

Dieser  Satz  lässt  sich  natürlich  verallgemeinern,  nicht  nur 
auf  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  der  Functionen  von  be- 
liebig vielen  Veränderlichen,  sondern  auch  auf  höhere  partielle 
Ableitungen.     Setzt  man  nämlich 

/u(:r,  ^)  = -^^  =  ^  ,  y,,(^,  y)  = -^^  =  ^-^  . 
.   r         .         ^  W  dH        ^,     .       .        ^(^)  dH 

•^  ^  '  "^^  dx  dyOx  ''  ^  ^^         dy  dy- 

so  erhält  der  eben  ausgesprochene  Satz  die  Fassung 


(15.) 


v^A    .rä 


Kdx)      ^\di/)        ,  ö'~z  aH 


(16.)  V        =  _- V^  >    oder 


dy  öx  dxdy       dydx 
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Bezeichnet  mau  in   entsprechender  Weise  mit  ^     ^-  den 

Ausdruck,  welchen  man  erhält,  indem  man  z  zuerst  m-mal 
partiell  nach  x  und  dann  «-mal  partiell  nach  y  differentüi't,  so 
gilt  die  Gleichung 

,     ,  d^z     d^z      6^z 

^     ''  dz-öy^  dxdy  dx  ~  dydx^  ' 

und  wenn  man  in  ähnlicher  Weise  fortfähit, 

^     ''  dx"'  dy"'  ~  dy""  dx'"  ' 

Ebenso  setzt  man,  wenn 

z  =f{u,  V,  tv) 
gegeben  ist, 

(19.j   -^=fi{u,v,tc),   -^^=f,{u,v,w),   -^=f,{u,v,zc) 

und  kann  diese  Functionen  wieder  nach  jeder  der  drei  Veränder- 
lichen differentiii'en.    Dadurch  erhält  man 

dh      dfi{u,  v,w)  ö^z        dfi{u,  f ,  w)      _f.  ■  s 

ö-z        dfi(u,v,w)  .     d'^z        df2{u,v,ic}  ,  . 

dudw  ow  -^    ^  ^      ^^  ovdu  du  ^    V  7  7 

Auch  liier  lässt  sich  zeigen,  dass 

(20.)  I  /i3(m,  V,  w)  =fii[u,  V.  w), 

\fn{u^  V,  vS)  =f^2[u.  V,  vS) 
ist,  allgemein,  dass 

Qm-\-n-\-p^  Qm-\rn+p^  ßm+n-rP  ^ 


(21.J 


da"'dc''du:P      dc"du"'dwP      dWÖW'dv" 

ßm+n+p^  Qm+n-i-p  ^  ßm+n+pj^ 

du"'du-Pdv"  ~  dvötcPöu'"  ~  dicPdc''du"' 
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§  140. 

Uebungs-Aufgaben. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Wertlie  von  ^-^,   -^,  ^^ 
■^^  ermitteln  für 

(^•)  ~  =  xY  —  3z*i/ -{- xy*. 

Auflösung.     Durch  Differentiation  erhält  man 
(2.)     ^~  =  2xy^~12x^y  +  ^J.,    |  =  3:.^- 3.^  +  4.y, 

Hierdurch  wird  auch  bestätigt,  dass 

dxdy  ~  dydx ' 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Wertlie  von  — ^,   ^,   ^ 
^2,  ^^^     äxdi/     dydx' 

^^4,  ermittehi  für 

(^■)  ^  =  sin x.hij/  -\-  ev . lux. 

Auflösung. 

(5.)    |r^eos..ln,  +  -,    1=«!^^.,.,,.^ 


(6.) 


Auch  hier  Avii'd  wieder 

dxdy  ~  dydx 
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Vollständige  Differentiale  höherer  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  21(j.) 

Es  sei  wieder 

(1.)  ^  =f{^,  y) 

eine  Function  von  zwei  unabhängigen  Veränderliclien,  dann  "vsord 
nach  Formel  Nr.  212  der  Tabelle 

(2.)  dz  =  -g^dx  +  -^dy 

das  erste  vollständige  Differential  von  z.  Dabei  sind  dx  und 
dy  zwei  von  einander  und  auch  von  x  und  y  unabhängige^ 
unendlich  kleine  Grössen. 

Unter  dem  zweiten  volUtändigen  Differential  von  z  versteht 
man  nun  das  vollständige  Differential  des  ersten  vollständigen 
Differentials  und  bezeichnet  es  mit  dH. 

Um  d'^z  zu  bilden,  braucht  man  also  nur  in  Gleichung  ("2.) 
z  mit  dz  zu  vertauschen.    Dadurch  erhält  mau 

7o  7'  7  N        d{dz]   ,     ,   d{dz)   , 

(3.)  d^z  =  didz)  =  — ^—   dx  +  ™V^  dy. 

Weil  nun  aber  dx  und  dy  von  x  imd  y  unabhängig  sind, 
so  findet  man 


(i-) 


d(dz)      d-'z  ,    ,     d'z     , 

\  d(dzi  _  d-'z     ,^y^ 

\     dy    ~  dxdy  dy'^   ^' 


Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  dx  und  dy 
und  addh't  sie  dann,  so  erhält  man 

o2?  f)-~  f)'^Z 

(5.)  d'-z  =  ~dx^-{-2^^dxdy+^,dy\ 

^    '  dx^  dxdy         ^       dy-    ^ 

Wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  überall 
d'^z  mit  dz^  vertauscht,  so  wird  die  rechte  Seite  ein  vollständiges 
Quadrat,  nämlich 
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Diesen  Umstand  benutzt  man,  um  die  Gleichung  (5.)  auf 
eine  einfachere  Form  zu  bringen;  man  schreibt  nämlich 

(5a.)  cl^.^{^^^d.^^ydy)    , 

wobei  der  eingeklammerte  Exponent  (2)  bedeutet,  dass  man  den 

Ausdruck    .~  dx -^ -^  dy  wirklich  in 's  Quadrat   erheben,  dann 

aber  überall  dz-  mit  d-z  vertauschen  soll. 

Man    sagt    bei    der   Ausführung    dieses   Verfahrens,    dass 

^—  dz  +  K~  <^y  „(»ymboltsch''^  in's  Quadrat  erhoben  werde. 

Ebenso  veisteht  man  unter  dem  dritten  vollständigen  Diffe- 
rential von  z,  nämlich  unter  d^z  das  erste  vollständige  Diffe- 
rential des  zweiten  vollständigen  Differentials.    Es  ist  also 

rn\  7S  7/79    N  ß(d-~)      ,        ,      d(d'-z)      . 

(7.)  d^z  =  d{  d-z)  =  -— ^ — ^  dx  -j ^ — -  dii. 

^    ^  ^  dx  dy       "^ 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (5.) 
(8.) 


{  d(d-z)  d^z  d^z  d^- 

^•^  =  ^3  ^^'  +  2  ZT-^^,  dx^  dy  +  ^—„~  dxdy\ 


dx  dx^  "  dx-  dy         -^       dx  dy- 

d{dH)  ,  ^3^  dH      ,    ^  ^       dH  , 

folglich  ist 

(9.)     dH  =  g&'+8g^'%<^.V,+  S^|,&^/+  ^^,df, 

oder,    wenn    man    wieder    die    symbolische   Bezeichnungsweise 
benutzt, 

(9a.)  ^^-~=U^^^+Ö^^V  * 

Auch  hier  bedeutet  der  eingeklammerte  Exponent  (3),  dass 

man  v,   dx  +  -^  du  zuerst  wirklich  in  die  dritte  Potenz  erheben 

dx  dy    "^ 

und  dann  überall  dz^  mit  o'^z  vertauschen  soll. 
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So  kann  man  fortfahren  und  findet  für  das  m^^  vollständige 
Differential 

(10.)  ä-'.  =  {^g^dr  +  -^-^d„)    , 

dz  dz 

wobei  man  also   „-  dx  +  -^  du  in  die  m^'  Potenz  erheben  und 
Ox  (jy 

dann  dz'"  mit  ö'"2  vertauschen  soll. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  für  einen  beliebigen  Werth 

von  m  wird   durch   den  Schluss   von   7i   auf  w  +  1    bewiesen. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist  nämlich 

oder 

k-=-n 


(a  +  bY  =  2  Q)«''-'^■^^ 


wobei  das  Summenzeicheu  -  andeutet,  dass  k  alle  Werthe  von 
0  bis  n  durchlaufen   soll.     Gilt   also   die  Gleichung  (10.)   für 


m  =  w,  so  wii'd 


(11.)  d^'z  =2(7  )-r-^.^  ^^"'''  dyK 

^      '  t^Xkidx'^-^dy"  ^ 

Nun  ist 

7  ^,         7/  7„  ^       cJ(tf"2)   ,     ,  d{d^'z)  , 
f/"+»^  =  ^/(^"^)  =  \^  dx  +  ^^ -^  dy; 

dabei  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (11.) 


(12.) 


^^  =  2  (7 )  X) ;  ,4.r-^ .  ^•^"-'+^ 


dx  ^XkJdx'^-'^-^'dy'' 


d(d"z)  ^        ''^V^i\      d"+^z        ,       .  ,  .  ,, 
^n — ^^  ^y  =  2  (  7  )  ^ — ,n  ^^,  dx"-^dy^+K 
dy       ^       kto\kJdx"-''dy''+^  ^ 


Ersetzt  man  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser  beiden 
Gleichungen  dui'ch  die  entsprechenden  in  der  symbolischen  Dar- 
stellung, so  erhält  man 

)  2G.)felS;^<^^'— w/  = 

fl3 ")  '  ^ 

^     ''   \  dz  /n\       dz^  dz      /dz  dz      \" 

und 


(14.) 
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dz  ,  ^/n\      dz""        7  „   j  7  j.      dz  j  (dz  ,        dz  ^  \" 

Indem  man  die  Gleichungen  (12.)  addirt,  erhält  man  auf 
der  linken  Seite 

/.  .  X  ö{d"z)  ,     ,   d{d^z)  , 

(15.)  ^d.+  ^dy  =  d'^^% 

auf  der  rechten  Seite  dagegen,  wenn  man  6'"+*2  mit  dz^+^  ver- 
tauscht, mit  Kücksicht  auf  die  Gleichungen  (13.)  und  (14.) 

(16.)  (-^i  dx + -fydy){^Qidx + 1  ch;j={^^  dx +^jdyy\ 

folglich  ist  unter  Anwendung  der  symbolischen  Bezeichnungsweise 

(17.)  ,,,.+.,  =(|_rf,  +  _^,;y)  . 

Gilt  also  Gleichung  (10.)  für  m,  =  n,  so  gilt  sie  auch  für 
m  =  n  -\-  1. 

Was  in  dem  Vorhergehenden  für  eine  Function  von  zvm 
unabhängigen  Veränderlichen  gezeigt  worden  ist,  kann  man  in 
ähnlicher  Weise  auch  für"  Functionen  von  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen zeigen.    Dadurch  findet  man  für 

(18.)  Z  —fiUy^   Wo,  ...Mn) 

zunächst  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  214  der  Tabelle 

dz  dz  dz 

(19.)  dz  =  -1^ —  dui_  -f-  -^~  du-i  +  •  •  •  +  -^ —  dun 

Olli  OU2         "  ÖUn 

und  durch  wiederholte  Differentiation 


'    „        ( dz    ^         dz    ^ 

dUn          J 

d"'z  =(-^dui  -j-   ^''duo  +  • 
\dui              dui 

dz  ^    V-) 

dUn           J 

(20.) 


Bei  dem  ersten  vollständigen  Differential  von  z  war  ^ 
gleichgültig,  ob  die  Veränderlichen  wi,  ^^2,...M«  von  einander 
unabhängig  sind  oder  nicht,  denn  man  erhielt,  auch  wenn  ui, 
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U2,...un  sämmtlicli  Functionen  von  einer  Veränderlichen  t  oder 
von  mehrereil  Veränderlichen  ^i ,  t-i, ...  t,„  waren, 

^         dz    j  öz    ^  dz    ^ 

dz  =  -VT--    aui  +  ^       au>  +•••  +  -,   -  clua . 

Bei  den  höher eji  vollständigen  Diäerentialen  aber  bleiben 
die  Gleichungen  (20.)  nur  dann  richtig,  wenn  ui^  ^^2,  ...u,,  von 
einander  unahh'dngig,  oder  wenn  sie  lineare  Functionen  von 
neuen  unabhängigen  Veränderlichen  t^.  z,,  ...tm  sind.  Ist  z.  B. 
wieder 

(21.)  ^  =./(-r,  y), 

und  sind 

beide  Functionen  einer  neuen  Veränderlichen  t^  so  erhält  man 
zunächst 

(22.)  d^  =  %d.+  ^^^äy. 

Hierbei  sind  aber  dx  und  dy  nicht  mehr  von  einander  un- 
abhängige Grössen,  sondern  es  ist 
(23.)  dx  =  (p'{t)dt,     dy  =  ip'{t)dt. 

Deshalb  kann  man  auch  Gleichung  (22.)  auf  die  Form 

,      .  dz dz  dx       dz  dy 

^'    '^  ^t~~dx  dt       ~dy~dt 

bringen.   Da  z  und  -,-  >  ^  >  ~ » ■  •  •  als  Functionen  der  einzigen 
dt    dx    dy 

Veränderlichen  t  anzusehen  sind,  so  erhält  man  durch  nochmalige 

Differentiation  nach  t 


\dx)  dx  .      \dy)  du 


dz- 
,      .         d'^z  _  "'\dx)  dx       ^KäyJ  dy       dz  d^x       dz  d^y 
^  "^'^        df-  ~  ~~dt       Tt  "'        It        Yt'^  Wxdß'^dy'di-^ 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (24.),  indem  man  z  bezw.  mit 

^  oder  mit  -^  vertauscht, 
Gx  dy 


(26.) 
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\dxj d~z  dx         d'-z   dy 

dt      ~  dx-  dt        dx  dtj  dt  ' 
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<l) 


Ö2 


dx        d^z  dy 


dt  dxöy  dt       dy-  dt 

folglich  gellt  Gleiclmng  (25.),    wenn   man  wieder   die   symbo- 
lische Bezeichnungsweise  anwendet,  über  in 

dh  _(dz  dx    ,    dz  dy\^)  ,   dzd'-x  ^   dz  d'-y 

df-^ 


(27.) 


=(: 


dx  dt       dy  dt 


^  dxdf-^  dydf" 


Indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  dir  multiplicirt, 
giebt  dies 

(27a.)        .V  =  (|<fr  +  |.,)%|,^^.+  |^V. 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  also  von  der  Gleichung 

(5  a.)  auch  äusserlich  dadurch ,  dass  auf  der  rechten  Seite  noch 

dz  dz 

die  Glieder  -^  d^x  -\-  „-  d~y  hinzugetreten  sind. 


Z  =:y(Ui,  W9,   .  .  .  Un)  ; 


Ist 
(28.) 
und  sind 

(29.)  Ui=z(f^(t),       Ui  =  (f2{t),.  .  .Un  —  <Pn{t) 

sämmtlich   Functionen  einer   neuen  Veränderlichen  t,  so  findet 
man  in  ähnlicher  Weise 


(30.) 


(31.) 


wobei 


dz  =  ^,  -    dui  H-    ^-"  du^  + 
du\  du2 


d^ 


[  d-z  =  (  --    dui  4-  ^  du2  -f 
I  V  Olli  dui 

dz    ^„  dz    ^„ 

dih  dui 


dz    , 

dUn 

dz 


(2) 


iz    ^     V 
+  ^—  dUn  ) 
dUn  / 

,    dz 

~r    n       Cl^Ufi. 
dUn 


,      .    j    du^=   (fi.'{t)dt,         dll2  =   (f2\t)dt, .  .  .      dun  =  (fn{t)dt, 

''■^    I    dhl,  =  (f,"{t)dt\         d^m  =  (fo"(t)df-,..  .       dhln=  (fn"{t)df. 
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Man   erkennt   aus   den   letzten    Gleichungen   leicht,   unter 
welcher  Bedingung  die  Grössen 

d'-Ui ,      d^U2 ,   ...  d^Un  , 

oder 

d-tfi        d^u2        d-u„ 
~d¥'      'df""dt^ 

verschwinden.    Dies  geschieht,  wenn 

(33.)  Wi  =  01^-1-^1^        Wo  =  «2^  +   ^2,  .  •  .    Un  =  Unt  +   bn 

lineare  Functionen  von  t  sind.    Dann  wird  nämlich 
,      ,  dui  du2  dun 

und 

In  diesem  Falle  ist  also  wieder 
(36.)         d-z  =  ( -^—  du'i  +  -,  —  du2  +    •  •  +  ^^ —  dUn  )   > 

\ölt\  OUi  OUa  / 

oder 

(-37  \  ^y  _  /j^~  dui        dz  du2  dz  du^^) 

^     '^         dt;'~~\dui   dt  '^  du.    dt  "*"  ■  ■  ■  +  dun  dt  ) 

Gerade  dieser  Fall  wird  aber  in  dem  Folgenden  in  Betracht 
kommen. 

Gelten   die  Gleichungen  (33.),   so   findet   man  jetzt   auch 
ebenso  wie  früher 
,      ,        d^z  /dz  dui        dz  dti2  dz  dun^^^ 

^   -^    d^~\du,~dr'^d^'di~^""^dt^,^)' 

d'"z  _/  dz  dui        dz  duo  ,    ^^  dun'^'^^ 

dF'  ~\du^  ~dt       du^  ~~dt  dun  ^) 

{dz  dz         ,  dz      X^"") 


(39.) 
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§  142. 

Differentiation  einer  nicht  entwickelten  Function  von 
zwei  unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  217.) 

Es  sei  z  als  Function  von  x  und  tj  durch  die  Gleichung 
(1.)  F{x.  y,  ^)  =  0 

gegeben,  die  man  sich  auf  die  Form 

(la.)  -=/(^,  2/) 

dz  dz 

gebracht  denken  kann.    Wie  büdet  man  dann  -^  und  -^  ? 

dx  dy 

Setzt  man 

dF_  dF_  dF 

dx~    ''     dy"      '     dz 

und  beachtet,    dass  z  eine  Function  von  x  und  y  ist,   so  folgt 
aus  Gleichung  (1.)  durch  partielle  Differentiation  nach  x 

(3.)  P^  +  ^t  =  0,     Ode,.    |  =  ^-|, 

und  durch  partielle  Differentiation  nach  y 

(4.)  F2  +  F,^=o,    oder    |^=      #• 

dy        '  Oy  Fi 


Es  sei 


Beispiel. 

-^'C^,  y,  ^)  =  ?I  +  T^  +  S— 1  =  0, 


dann  wird 

^'  -  o^  '     ^'-P' 

dz           c^x         dz 
dx  ~~       d^z  '       dy  ' 

c^y 

Kiepert,  Differential -Rechnung.  39 
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§  143. 

Nicht  entwickelte  Functionen  einer  Veränderlichen, 
gegeben  durch  simultane  Gleichungen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  >('r.  2iö.) 

Es  kommt  häufig  vor,    dass  y  und  z  als  Functionen  der 
einen  Veränderlichen  x  gegeben  sind  durch  zwei  Gleichungen 
(1.)  F{7:,  y,  z)  =  0     und     G{x,  y,  z)  =  0, 

welche    gleichzeitig    bestehen    und    deshalb   „simultan'-'    genannt 
werden. 

Jede  der  beiden  Gleichungen  für  sich  allein  würde,  geo- 
metrisch gedeutet,  einer  Fläche  entsprechen;  gelten  sie  al)er 
gleichzeitig,  so  können  ihnen  nui'  die  Cooidinaten  derjenigen 
Punkte  genügen,  welche  auf  beiden  Flächen  liegen,  d.  h.  die 
Gleichungen  (1.)  stellen  zusammen  die  Schniitcurve  der  beiden 
Flächen  dar. 

Elirainirt  man  aus  den  Gleichungen  (1.)  die  Veränderliche 
2,  so  erhält  man  die  Gleichung 
(2.)  H{x,y)  =  0,     oder    y=f{x). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cylinders.  welcher  die  Schnitt- 
curve  in  die  XY- Ebene  projicirt.  Eliminirt  man  aber  aus  den 
Gleichungen  (1.)  die  Veränderliche  y,  so  erhält  man  die  Gleichung 
(3.)  Kix,z)  =  0,     oder    z  =  g(x). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cylinders,  welcher  die  Schnitt- 
curve  in  die  XZ-Ebene  projicirt.  Da  die  Eaumcure,  welche 
durch  die  beiden  Gleichungen  (1.)  erklärt  wird,  auf  diesen  beiden 
Cylindern  liegt,  so  ist  sie  auch  die  Sclniittcurve  dieser  beiden 
Cylinder  oder  wenigstens  ein  Theil  davon,  denn  die  Cylinder 
kömien  möglicher  Weise  auch  noch  Punkte  gemeinsam  haben, 
die  nicht  auf  der  gegebenen  Curve  liegen. 

Es  kommt  hier  zunächst  nicht  auf  diese  geometrische  Deutung 
an,  es  sollte  vielmehr  die  vorstehende  Untersuchung  nur  zeigen, 
dass  man  y  und  z  als  Functionen  der  einzigen  unabhängigen 
Veränderlichen  x  betrachten  darf.  Deshalb  ist  es  auch  möglich, 
y  und  z  als  Functionen  von  .r  zu  diflferentüren,  und  zwar  kann 
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man  -~-  und  ~  auch  berechnen,  ohne  die  Gleichungen  (2.)  und 

(3.)  wirklich  zu  bilden. 

Dies  geschieht,  indem  man  auf  die  Gleichungen  (1.)  die 
Kegeln  anwendet,  welche  in  Formel  Nr.  214  der  Tabelle  aus- 
gesprochen sind,  wobei  man  aber  in  diesem  Falle  die  drei  Ver- 
änderlichen wi,  th,  Uz  bezw.  mit  x,  y,  z  und  die  unabhängige  Ver- 
änderliche f,  von  der  th,  u^,  th  abhängig  sind,  mit  x  vertauschen 
muss.     Dadurch  erhält  man 

dF      ÖF  dx      dF  du      ÖF  dz 

= 1- -^4 ■  —  =  0 

dx        dx   dx       dy   dx       dz    dx         ' 

ÖF  ÖF  ÖF 

oder,  wenn  man  wieder  -^     mit  Fi,     „     mit  Fo,    -^^    mit  F^ 

'  dx  ^    dy  öz 

bezeichnet. 

Ebenso  findet  man 

(5.)  ^^+^2^+  ^'%='^- 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  jetzt  sehr  leicht 
durch  Elimination 

^^'^  dx      F^Gs  —  F.Gi  dx      XGz-^FzG^' 

Mit  demselben  Eechte,  mit  welchem  in  dem  Vorstehenden 
X  als  die  unabhängige  Veränderliche  betrachtet  wurde,  kaim 
man  auch  y  als  die  unabhängige  Veränderliche  ansehen.  Da- 
durch werden  x  und  z  Functionen  von  y,  und  man  erhält  in 
Uebereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (6.) 

dx  ^F.G^~-F^Go  d^_F\G^^~F^ 

^^'^         dy~F,Gi  —  FiGs     ^^       dy-FsGi  —  FiGs' 

Macht  man  z  zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  erhält 
man 

dx_F,Gz-F,G-2  ,     dy      F^G^  —  F^Gz 

^^'^        dz~'FiG._^F.ßi  dz~  F^G^—F^Gi 

Man  kann  die  Gleichungen  (6.),  (7.)  und  (8.)  zusammen- 
fassen in  der  Formel 

39* 
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(9.)  dx  :  dy:dz  =  {F.G.—F^G^) :  {i\G,  —F,G^) :  {F^G<,~F^Gi), 
oder 

F,F,  F,F,  i      \F,F, 


(9  a.)       dx  :  dy  :  dz  = 


Gl  Gz 


G^Gi 


Gl  Gi 


Uebungs- Beispiele  für  den  Gebrauch  dieser  Formeln  linden 
sich  bei  den  geometrischen  Anwendungen  in  den  folgenden  Para- 
graphen. 


XIX.  Abschnitt. 

Aiiwendimgeii  auf  die  analytische  Geometrie 
der  Ebene  und  des  Raumes. 


¥is.  142. 


Bestimmung  der  Tangenten  und  der  Normalebenen  bei 
einer  Curve  im  Räume. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  219  bis  222  a.) 

Aufgabe  1.  Man  soll  das  Bogenelemeut  ds  einer  Curve  im 
Räume  bestimmen  und  die  Cosinusse  der  Winkel  «,  ß,  y  berechnen, 
welche  ds  mit  den  positiven  Richtungen  der  Coordinaten-Axen 
bildet. 

Auflösung.  Es  seien  P  und  Pi  zwei  benachbarte  Punkte 
auf  der  Curve  mit  den  Coordiuaten  a-,  y,  z  bezw. 

(1.)  Zi  =  x  +  dx,      yi  =  y  ^  dy,     Zi  =  z  -\-  dz, 

wo  wieder  die  Bezeichnungen  dx, 
dy,  dz  andeuten  sollen,  dass  die 
Punkte  P  und  Pi  einander  un- 
endlich nahe  rücken  dürfen. 

Legt  man  jetzt  durch  die 
Punkte  P  und  Pi  Ebenen  pa- 
rallel zu  den  drei  Coordinaten- 
Ebenen  (vergl.  Fig.  142),  so  erhält 
man  ein  rechtwinkliges  Parallel- 
epipedon  mit  den  Seitenkanten  dx, 
dy,  dz  und  der  Diagonale 

(2.)  PPi  =  ds. 

Da  die  Sehne  PPi  mit  dem  Bogen  PPi  zusammenfällt, 
wenn  die  Punkte  P  und  Pi  einander  unendlich  nahe  rücken,  so 


614         §  141.     Bestimmung  der  Tangenten  und  Kormalebenen. 

nennt  man   ds  das  .^Bogenelement'-'-  und  erhält   nach  bekannten 

Sätzen  aus  der  Stereometrie 

(3.)  ds"  =  dx"-  +  dy"  +  dzK 

Femer  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  aus  der  Figur,  dass 

,,  .  dx  ^       dxj  dz 

(4.)  costf=    ,5     cos/:»  =   ,   1     COSy=    , 

as  ds  ds 

ist,  wobei  cc,  ß.  y  die  "Winkel  sind,  welche  das  Bogenelement  ds 
mit  den  positiven  Richtungen  dei*  Coordinaten-Axen  bildet. 

Aufgabe  2.    Eine  Raumcurve  sei  durch  die  Gleichungen 
(5.)  F(x,ij,z)  =  Q,     Gix,y,z)  =  0 

gegeben ;  man  soU  im  Curvenpunkte  P  mit  den  Coordinaten  x,  y.  z 
ihre  Tangente  bestimmen. 

Auflösung.    Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  im  Eaume 
schreibt  man  gewöhnlich  in  der  Form 
(6.)  x'  =  mz'  +  //,     y'  =  nz'  -f  ?'. 

Dies  seien  also  auch  die  Gleichungen  der  gesuchten  Tan- 
gente, wobei  die  laufenden  Coordinaten  mit  x\  y\  z'  bezeichnet 
werden  mögen,  weil  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes P  sind.  Damit  die  Tangente  durch  diesen  Punkt  P 
geht,  müssen  die  Gleichungen 
(7.)  AT  =  mz  4-  //,     y  =^  nz  -\-  V 

gelten,  folglich  erhält  man  für  die  Tangente  die  Gleichungen 
(8.)  x'  —  a:  =  m{z'  —  z),     y'  —  y  =  n{z'  —  z) . 

Um  noch  die  Coefficienten  m  und  n  zu  bestimmen,  beachte 
man,  dass  die  Taugente  auch  durch  den  Curvenpunkt  P'  hin- 
durchgehen muss,  welcher  dem  Punkte  P  unendlich  nahe  liegt 
imd  deshalb  die  Coordinaten 

(9.)  x'  =  x  +  dx,     y'  =  y  -\-  dy,      z'  =  z  -\-  dz 

hat.    Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (8.)  ein,  so 

erhält  man 

(10.)  dx  =  mdz.     dy  =  ndz, 

oder,    indem   mau  durch  dz   dividirt  und  Formel  Nr.  218  der 

Tabelle  berücksiclitigt, 
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MM         __dx_F^G^-^F^  _dy  __F^G,-F,G^ 

Die  Tangente  im  Punkte  P  hat  daher  die  Gleichungen 
(12.)  .■-.  =  '£(.'-.),     ,'~y=^^  (.'-.), 

oder 

(12a.)  .  --=^r^j^y^-),  y  '-y  =  F.a,^FGy-'^- 


(13.) 


Gewölmlich  schreibt  man  diese  Gleichungen  in  der  Form 
x'  —  X       y'  —  y      z'  —  z 


dx  dy  dz 

oder 

(13a.)  _       ^       y       _ 


F2G3  —  FzG^      F^Gi — FiG?,      FiGo  —  F2G1 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Ebene  bestimmen,  welche  im 
Curvenpunkte  P  mit  den  Coordinateu  x,  y,  z  auf  der  Curve 
senki^echt  steht. 

Auflösung.  Die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  den 
Punkt  P  hindurchgeht,  ist 

(14.)  A{x'  -  x)  +  B{y'  -  y)  +  C{z'  -  c)  =  0. 

Damit  diese  Ebene  auf  einer  Geraden 

x'  =  mz'  +  //,     y'  ■=  nz'  •\-  v 
seiikrecht  steht,  muss  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  analyti- 
schen Geometrie  des  Eaumes 

(15.) 

sein.  In  dem  vorliegenden  Falle  ist  aber  die  Tangente  die 
Gerade,  welche  auf  der  gesuchten  Ebene  senkrecht  stehen  soll, 
folglich  gehen  die  Gleichungen  (15.)  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (11.)  über  in 

dx       A      dy      B 
^^^^^  Üz^-C'    dz^c' 

SO  dass  man  füi-  die  gesuchte  Ebene  die  Gleichimg 


A 

B 

-   1 

n  ^ 

C 

C 
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(16.)  {x'  —  x)dx  +  {y'  —  y)dij  +  {z'  —  z)dz  =  0, 

oder 

(16a.)      {F^G;  -  F3G2)  {x'  —  x)  +  {F,G,  -  F,G^)  {y'  —  y) 

t  {F,  &2  —  -^26^1)  (2'  —  2)  =  0 
erhält.    Diese  Ebene  lieisst  -die  „No7-malehene"-  der  Rauincurve' 
im  Punkte  P. 

Eine  Curve  im  Eaume  kann  auch  durch  drei  Gleichungen 
von  der  Form 

(17.)  x=M),     y=Mt),     z=Mf) 

gegeben  sein.  Auf  drei  solche  Gleichungen  wird  man  z.  B.  ge- 
führt, wenn  man  aus  den  Gleichungen  (5.)  in  der  früher  beschrie- 
benen Weise  (Gleichung  (2.)  und  (3.)  in  §  143)  die  Gleichungen 
(18.)  y=f{^),    z  =  g{x) 

ableitet,  die  Function  x=fi(t)  nach  Belieben  annimmt  (z.  B. 
x  =■  t  macht)  und  diesen  Werth  von  x  in  die  Gleichungen  (18.) 
einsetzt.  Dann  kann  man  die  Gleichungen  der  Tangente  im 
Curvenpunkte  P  ohne  Weiteres  auf  die  Form 

X*  —  X y'  —  y  _z'  —  z 

^       ''  dx  dy  dz 

dt  dt  dt 

und  die  Gleichung  der  Normalehene  auf  die  Form 

(16b.)       (.._.)|  +  (,--y)^f +  (.•-.)  ^1=0 
bringen. 

Uebungs -Aufgaben. 
Aufgabe  1.    Der  Kegel 

x^      xP-      z^ 
a'  ^  b'-      c2 
schneidet  die  Kugel 

^-  +  2/-  +  ^--'--  =  0 
in  einer  Raumcm-ve;   man  soll  die  Tangente  und   die  Normal- 
ebene dieser  Cmve  im  Punkte  P  bestimmen. 
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Auflösung.    Hier  ist 

(1.)  F=^  +  t^^,     G  =  a^  +  f  +  z^~r^, 


folg-licli  wird 

(2.)  -  "  ^ 


■^^-«2'      ^^-Ä^'      ^^--^c^ 
[  G,  =  2x,      G?2  =  2ij,       Gz  =  22, 


also 


(3.) )  ^3«.  -  i^,  G, = -  *|^  ^  if = ^  -  *4:  (.^ + «'), 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  221  der  Tabelle  für  die  Tan- 
gente die  Gleichungen 

ly'cHx'  —  x)  _       c'-aHy'  -^  ?/)  _       aH%z'  —  z) 
^  ■''  yr(Ä2  _^  c2)  ■"  "     zx^c'  +  a=^)  ~       xy{a^  —  P)  ' 

oder 

Aus  den  Grleichungen  (3.)  folgt  sodann  nach  Formel  Nr.  222 
der  Tabelle  für  die  Normalebene  die  Gleichung 

eder 

{Q.)a'-yz(b--{-c'^){z''-z)—b'~zx{c'--^a%y'--yy-c'-xy{a^-~P)(z'—z)=0, 
oder 

(6  a.)        «2(^2  _^  ^2)^.^/  __  f,-2(c2  _f.   «2)23-^/  _  ^2(^2  _  p^^y^'  =  0. 

Aufgabe  2.    Die  Schraubenhnie  hat  die  Gleichungen 
(7.)  ^2_^^2_^o^Q^    ^_^tg0)  =  O, 

oder 
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(7a.)  X  =  acoscf,     y  =  asVKf..     z  =  er/  ; 

man  soll  die  Tangente   und  die  Normalebeue  im  Curvenpunkte 

P  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 
(8.)  F=x'-\-9/-~a',      G  =  t/--xtg(j^y 

folglich  Avird 

(9.)  F,  =  2x,  F2  =  2y,         i^3  =  0; 

(10.)       G-,  =  — tg(^|),     6^2=1,         6^3  =  - 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7.) 

(10a.)     &i  =  ~-^,    (r'2  =  l,     G^3  =  -^('l  +  -^.n  =  — ~ 

^  ^  X  C\  X-J  CO. 


1  + 


'KOI' 


2 

cx 


Dies  giebt 

F^Gz  —  FzG%  = 


2a^y 
cx 


(11.)  FaGi  —  F,Gz  =  + =      -  , 

^  cx  c 

Die  Gleichungen   der    Tangente   sind   daher   nach  Formel 
Nr.  221  der  Tabelle 

cx{x'  —  x) cx(y'  —  y) cx(z'  —  z) 

2a-y  2,a^x  2a^c 

oder 

(12.)  ^'_:,  =  _|(.'--c),     y'-y  =  ''^{z'-z). 

Die  Gleichung  der  Xormalebene  wird  nach  Formel  Nr.  222 
der  Tabelle 

CX     ^  '         cx    ^        -"         cx    ^  ' 


oder 
(13.) 
oder 


y{^'  -x)  —  x{y'  —  y)~  c{z'  —z):=^0, 
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(13  a.)  yx'  —  xy'  —  c{z'  -~-  z)  =  0. 

Weit  einfacher  findet  man  diese  Resultate,   wenn  man  von 
den  Gleicliimgen  (7  a.)  ausgeht,  aus  welchen  sich  ohne  Weiteres 

,^ .  ^    dx  .  dl/  dz 

(14.)  -^  =  —  asmai  =  —  y,     -,'-  =  acostf)  =  x,     ■       =  c 

ergiebt.  Deshalb  erhält  man  aus  Formel  Nr.  221  a  der  Tabelle 
für  die  Gleichzmgen  der  Tatigetite  in  Uebereinstimmung  mit  den 
Gleichungen  (12.) 


X  —  X      y  —  y       z 


(15.) 

y  X  c 

und  nach  Formel  Nr.  222  a  der  Tabelle  für  die  Gleichung  der 

Normalehene  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (13.) 

(16.)  -  y{x'  —  a:)  +  x{y'  —  t/)  +  c{z'  —  c)  =  0. 

Aufgabe  3.     Die  Kugel 

(17.)  .r-  +  y-  +;r-2  — a2  =  0 

wird  von  dem  Cy linder 

(18.)  xP'  —  ax  +  t/2  =  0 

durchbohrt;    man  soll  die  Tangente   und  die  Normalebene  der 

Schnittcurve  im  Punkte  F  mit  den  Coordinateu  x^  y,  z  bestimmen 

Auflösung.    Hier  ist 

(19.)  F=  rf2  +  i/2  _f.  .2  _  ^,2^      G  =  x^  ~ax-\-  y', 

folglich  wird 

I    F,  =  2x,  F2  =  2y,      F,  =  2z, 

[  Gy  =  2x  ^    a,     Gi  =  2y,     G^  =  0, 


(20. 
also 


1  F.G,-F,G.  =  ^-\yz, 
(21.)  \  FsG,  —  F.Ga  =  4:Tz  —  2az, 


F1G2  —  F2G1  =  4:xy  —  4:xy  -\-  2ya  =  2ay\ 

dies  giebt  nach  Formel  Nr.  221  der  Tabelle  für  die  Tangente 
die  Gleichungen 

(22.)  ^J"  =   y'^y    =  ^JHf  , 

—  2yz       z{2x  —  d)  ay 

oder 


620      §  145.    Tangenten  und  Normalebenen;  Uebungs  -  Aufgaben. 
f    a(x'  ~x)  =  —  2z{z'  —  z), 

^^^'^  \  <^y{y'  -  y)  =  (2^  -  «)^  (^'  -  ^). 

Die  Gleichung  der  Normalebene  wii-d  nach  Formel  Nr.  222 
der  Tabelle 

(24.)       2y<a;'  ~x)  —  i^x  —  a)z{y'       y)  —  ay{z'  —  s)  =  0, 
oder 
(24  a.)  2yzz'  --(2z  —  a)zy'  —  ayz'  =  0. 

Noch  einfacher  findet  man  diese  Kesultate,  wenn  man 

(25.)  a:  =  I  (1  +  cos 9)  =  acos^^^j 

setzt;  dann  folgt  aus  Gleichung  (18.) 

(26.)  2/  =  2^in  9)  =  « sin (^^^  )  cos  (^'0 

und  aus  Gleichung  (17.) 

(27.)  2  =  asin(^-|). 

Dadui'ch  erhält  man 
,     dx  a    .  dy       a  dz        a        /(f\ 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  221a  der  Tabelle  in  üeberein- 

stimmung  mit  den  Gleichungen  (22.)  für  die  Tangente  die  Glei- 

diungeu 

x'  — ■  X      y'  —  y         z'  —  z 
(29.)  — ^  — 


smo)         coso) 

^  ^        cos 


(I) 


Für  die  Normalebene  findet  man  in  Uebereinstimmung  mit 
Gleichung  (24.)  nach  Formel  Nr.  222  a  der  Tabelle  die  Gleichung 


(30.)  —  sin  (f{x'  —  x)  +  cos  (p{y'  —  y)  +  cos  C^  iz'  —  z)  =  0, 

oder 

(30a.)  — x'^ixiif  -{-  y'coscp  +  ^'cosT^^  W  0. 
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§   146. 

Tangenten  und  Tangentialebenen  an  eine  beliebige 
krumme  Fläche. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  223  und  224.) 
Eine  gerade  Linie  heisst  eine   Tangente  der  Fläche 
(1.)  F{x,  y,  2)  =  0     oder     z  =/(a:,  y), 

toenn    sie    durch    zxoei  unendlich    nahe  Punkte   der   Fläche  hin- 
durchgeht. 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Bedingungen  finden,  unter  denen 
die  Gerade 

(2.)  z'  =  mz'  +  ,u,     y'  =  nz'  +  v 

die  Fläche 

-  =/(^,  y) 

im  Fläclienpunkte  P  mit  den  Coordinaten  .r,  y,  z  berührt. 

Auflösung.  Die  laufenden  Coordinaten  der  geraden  Linie 
sind  mit  z\  y\  z'  bezeichnet  worden,  weil  x,  y,  z  die  Coordinaten 
des  Berührungspunktes  P  sind.  Damit  nun  die  Gerade  durch 
diesen  Berührungspunkt  P  hindurchgeht,  müssen  die  Gleichungen 
(3.)  z  =  mz  -\-  fi,     y  =  nz  -\-  V 

gelten.    Daraus  folgt 
(4.)  x'  —  z  =  m{z'  —  z),     y'     '  y  =  niz'  —  z). 

Irgend  ein  Flächenpunkt  P\  welcher  dem  Punkte  P  be- 
nachbart ist,  hat  die  Coordinaten 

{h>j  z'  —  x-\-Jx,     y'  =  y+^y,     z' =  z+Jz=f{z-\-Jz,  y-\-Jy), 
wobei  noch  Jz  und  Jy  ganz  beliebig  und  voti  einander  tmab- 
hängig  sind.    Damit  nun  die  Gerade  auch  durch  diesen  Punkt 
P'  hindurchgeht,  müssen  die  Gleichungen 
(6.)  ^x  =  mJz     und     Jy  =  7iJz 

befriedigt  werden. 

Lässt  man  jetzt  Jz  und  Jy  unendlich  klein  werden,  indem 
man  sie  bezw.  durch  dx  und  dy  ersetzt,  so  rückt  der  Punkt  P' 
dem  Punkte  P  unendlich  nahe.  Dann  wird  auch  Jz  unendlich 
klein,  und  zwar  geht  Jz  über  in 
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Öz  Öz 

11.)  dz  =^  ^    dx  -\-  ^    du. 

^    '  dx  dy    -^ 

Dadurch  nehmen  die  Gleichungen  (6.)  die  Form  an 
dx  =  mQl  dx  +  1^  r/y)  .    dy  =  nQ^^  dx  +  ^~  dy)  • 

Dies  giebt 
(8.)  (m  ^^  —  l)  dx  +  m  ^~  dy  =  0, 

(9.)  J^Jx-\.(^l'^^^l)dy  =  ^^. 

Multiplicirt  man  Gleichiuig  (8.)  mit   n  „—  ,   Gleichung  (9.) 

dz 
mit  1  —  m  -,-  j  so  erhält  man  durch  Addition  imd  Fortlassung 

dx  ° 

des  Factors  dy 

dz    ,      dz 
(10.)  »-^^-+»^^--1  =  0. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  geht  die  (jerade 
x'  —  ic  =  m{z'  —  z).     y'  —  ?/  =  n{z'  —  z) 

dui'ch  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  Fläche,  d.  h.  sie  ist  eine 
Tangente  derselben. 

Wenn  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

F{x,  y,  z)  =  0 

gegeben  ist,  so  erhält  man,  indem  man  y  als  constant   ansieht 
und  die  Gleichung  nach  x  differeutiirt, 

dF     dF    dz  dz 

und  indem  man  x  als  constant  ansieht  und  nach  y  differentiii't, 

(12.)  f^+f--|^  =  0,     oder    F,  +  F,^^{), 

^      ^  dy       dz     öy         '  dy         ' 

oder 

/,o^  ^2  F^      dz  F^ 

(13.)  dx  =  -W    dy=-W  (Vergl.$U2, 
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Deshalb  geht  Gleichung  (10.)  über  in 
(14.)  Fim  +  F.n  +  7^3  =  0. 

Aufgabe  2,    Die  Gleichung  einer  krummen  Fläche  sei  wieder 

(l.-S.)  F{x,y,z)  =  0,     oder     z=f{x,y); 

man   soll  den  goemetrischen   Ort  aller  Tangenten   im  Flächen- 
punkte P  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  bestimmen. 

Auflösung.  Da  in  Aufgabe  1  die  Grössen  dx  und  dy  von 
einander  imabhänyig  sind,  so  giebt  es  unendlich  viele  Tangenten 
der  Fläche  im  Punkte  P.  Davon  kann  man  sich  auch  dadurch 
überzeugen,  das  man  in  den  Gleichungen  (10.)  und  (14.)  den 
Werth  von  m  noch  beliebig  annehmen  und  dann  den  Werth 
von  n  aus  dieser  Gleichung  berechnen  kann.    Es  wird  nämlich 

dz 

(16.)  n  =  ^~^^  = ^^ 

Öy 

Setzt  man  diesen  Werth  von  n  in  die  Gleichungen  (4.) 
ein,  so  erhält  man 

(17.)  x'^x=  m{z'  -  .),      ^{y'--y)  =  (l^m  ^)  {z'  -  z\ 

oder 

(17  a.)  x'  ^x  =  m{z'  —  z) ,     F2{y'  —  y)  =  —  {F^in  -f  Fz){z'  —  z). 

Diese  Gleichungen  stellen  also  eine  Tangente  im  Flächen- 
pimkte  P  dar,  welchen  Werth  auch  m  haben  mag.  Eliminirt 
man  jetzt  aus  diesen  beiden  Gleichungen  m,  so  erhält  man 

(18.)  .--.=  1  (.■-.)  +  !  (,'-,), 

oder 

(18  a.)  F,{x'  ~x)  +  F,{y'  -  2/)  +  Fz{z'  -  ^)  =  0. 

Dies  sind  zwei  verschiedene  Formen  für  die  Gleichung  einer 
Ebene ^  in  welcher  alle  Tangenten  liegen,  die  im  Punkte  P  an 
die  Fläche  möglich  sind.  Man  nennt  diese  Ebene  daher  die 
^^Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  P". 
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Die  Gleichung  der  Tang-entialebene  wii^d  illusorisch,  wenn 
(19.)  Fl  =  0,     i^2  =  0,     i^3  =  0. 

In  diesem  Falle,  welcher  allerdings  nur  ausnahmsweise  ein- 
treten kann,  liegen  die  Tangenten  des  Flächenpunktes  P  nicht 
mehr  sämmtlich  in  derselben  Ebene. 

So  hat  z.  B.  die  Spitze  des  Kegels  mit  der  Gleichung 

(20.)  ^(^.y,^)=^-'  +  f2'-;1  =  o 

die  Coordinaten 

(21.)  a:  =  0.     ?/=0,     z  =  0; 

für  diese  Werthe  von  :r,  ij,  z  wü'd  aber  auch 

(22.)       j;  =  ^^  =  0.      F,  =  %  =  ^,     F,  =  ^^^'^=0. 
a^  0-  c^ 

Man  nennt  einen  Punkt  der  Fläche,  für  welchen  die  Glei- 
chungen (19.)  gelten,  „einen  Knotenpunkt'''. 


^   147. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Ein  ElUpsoid  ist  durch  die  Gleichung 

X'         "U^         ''^ 

gegeben;   man  soll  im  Flächenpunkte  P  mit   den  Coordinaten 
X,  y.  z  die  Tangentialebene  bestimmen. 


Auflösung.    Hier  ist 

a^       b-       c 


^(^,i/.-)  =  S+S+i-i' 


also 


2^.       7r_2y.       r:_2^ 


(2.)  ^^1  =  =^'         ^2=71'         -^2  = 


a 


7  9  "^  Ä  9 

b-  er- 


•2    ' 


deshalb  wird  nach  Formel  Nr.  224   der  Tabelle  die  Gleichung 
der  Tangentialebene 

x{x'—x)     y{y'  —  y),  <^'~-^)_r. 
\^-)  — ~2 1 Ä2 > ;:2      —  "' 


a 


b^  c^ 


oder,  wenn  man  die  Gleichungen  (1.)  und  (3.)  addirt, 
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(4.)  ^  +  ?/^  +  l^_  1  =  0. 

Aufgabe  2.   Ein  elliptisches  Paraholoid  ist  durch  die  Gleichung 
(5.)  x^  +  «V  —  2pz  =  Q 

gegeben;  mau  soll  im  Fläclienpunkte  P  mit  den  Coordinaten 
:r,  y,  z  die  Tangentialebene  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

F{x,  y,  z)  =  x^  +  aY- '-  2pz, 
also 

(6.)  F,  =  2x,     i^2  =  2aV,     F^^—2p, 

deshalb  wird  nach  Formel  Nr.  224  der  Tabelle  die  Gleichung 
der  Tangentialebene 

(7.)  x{x'  —  x)  +  a'y{y'  —  y)  —p{z'  —  ;:)  -  0, 

oder,  wenn  man  die  Gleichungen  (5.)  und  (7.)  addirt, 
(8.)  xx'  +  «%'  ~p{z'  +  z)  =  0. 

Ist  z.  B. 

:r  =  3a ,     y  =  4 ,     also     2pz  =  ^a-  +  Ißa^  =  25«^ 
so  geht  Gleichung  (8.)  über  in 
(8  a.)  Qax'  +  Sa^y'  =  2pz'  +  2ba^. 

§  148. 

Theorie  der  Umhüllungscurven  oder  Enveloppen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  225.) 

Ist  eine  Gleichung  zwischen  x,  y  und  u,  nämlich 
(1.)  F{x,  y,  u)  =  Q 

gegeben,  so  stellt  dieselbe  für  jeden  constanten  Werth  von  u 
eine  Curve  dar.  Da  es  aber  unendlich  viele  Werthe  von  ii  giebt, 
so  entspricht  der  Gleichung  (1.)  eine  ganze  Scham-  von  Curven. 
So  entspricht  z.  B.  der  Gleichung 

2;2  +  t/2  _  ^2  =  0 

eine  ganze  Schaar  von  concentrischen  Kreisen,  da  der  Halb- 
messer u  noch  unendlich  viele  Werthe  haben  darf.    Der  Gleichung 

Kiepert,  Differential -Eechnung.  40 
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a^  +  M   '    b^  -\-  u 
entspricht  eine  Schaar  confocaler  Ellipsen  und  Hyperbeln. 
Der  Gleichung 
F{x,  y,  u)  =  {x-    uf  +  iy    -  f/Ä^TT^^)^—  «2  ^  q 

entspricht  eine  ganze  Schaar 
von  Kreisen  (vergl.  Fig.  143), 
denn  ivvc  jeden  Werth  von 
u  erhält  man  einen  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  die  Co- 
ordinaten 

§  :=  ^^,     Tj  =^  yb^  —  u^ 

hat.  Zwischen  $  und  ij  be- 
steht daher  die  Gleichung 

i"^  +  1?-—  ^'  =  0, 
d.  h.  der  Mttelpunkt  M  des 
Ki'eises     durchläuft     selbst 
wieder  einen  Kreis,  welcher 
mit  dem  Halbmesser  b  um 
den    Anfangspunkt    0     der 
Coordinaten  beschrieben  ist. 
Die  Grösse  u  nennt  man  dabei  den  ..{variableyi)  Parameter'''-. 
Sind   nun  u   mid   us,-=u  -\-  Ju   zwei  benachbarte   Werthe 
von  w,  so  giebt  die  Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungen 
(2.)  Fix,  y,  m)  =  0     und     F{x,  y,  u^)  =  0 

die  Schnittpunkte  der  beiden  entsprechenden  Curven. 

Die  Coordinaten  dieser  Schnittpunkte  genügen  daher  auch 
den  beiden  Gleichungen 

(3.)  F(.,y,«)  =  o  und   Jfa.  y. "  +  ^j)  -  J-(^.  y. ") 


OM=h.     OX  =  I ,     iN'Ji  =  >, . 


=  0. 


Lässt  man  jetzt  Ja  unendlich  klein  werden,  so  gehen  diese 
Gleichungen  über  in 


(4.) 


■^C 


dF{x,  y,  u) 
X,  y,  u)  =  0,     ^^- =  0 


du 
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und  geben  die  Schnittpunkte  der  Curve  F{x,  y,  u)  =  o  mit  einer 
unendlich  nahen  Curve. 

Durch  Elimination   von  u   aus   diesen  beiden  -Gleichungen 
erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  allein,  nämlich 
(5.)  S{x,  y)  =  0, 

welche  den  geometrischen  Ort  aller  Schnittpunkte  von  je  zwei 
unendlich  nahen   Curven  der  gegebenen   Curvenschaar  darstellt. 

Dieser  geometrische  Ort  ist  eine  Curve,  welche  die  „ein- 
hüllende Curve  oder  die  Enveloppe^^  genannt  wird,  da  sie  die 
sämmtlichen  Curven  der  gegebenen  Cui^venschaar  einhüllt.  Es 
gilt  nämlich  folgender  Satz: 

Die  Enveloppe  hat  in  den  Punkten^  icelche  sie  mit  der  zu- 
gehörigeyi  Curve 

F{x,  y,  u)  =  0 

gemein  hat^  auch,  die   Tangente  mit  dieser   Curve  gemein. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  betrachte  man  drei  benachbarte 
Curven  C,  C'i ,  C2  des  gegebenen  Curvensystems  (vergl.  Fig.  144), 
welche  den  Werthen  u^  ui,  uo  des  Parameters  entsprechen. 
Ein  Schnittpunkt  der  Curven 
C  und  Ci  heisse  P.  Dieser 
Schnittpunkt  gehe  in  den  Punkt 
Pi  über,  wenn  die  Curve  C  in 
•Ci  und  die  Curve  Ci  in  Ci 
übergeht.  Die  Punkte  P  und 
Pi  liegen  also  beide  auf  der 
Curve  Ci  und  rücken  einander 
unendlich     nahe,     wenn     die 

Werthe  u,  u^,  u^  unendlich  wenig  von  einander  verschieden  sind, 
d.  h.  wenn  die  Curven  C,  d,  Ci  einander  unendlich  nahe  rücken. 
Gleichzeitig  rücken  die  Punkte  P  und  Pi  auf  die  Curve  mit 
der  Gleichung 

S{x,y)  =  Q, 

weil  sie  Schnittpunkte  von  je  zwei  unendlich  nahen  Curven  der 
gegebenen  Curvenschaar  sind.  Deshalb  ist  die  Verbindungslinie 
dieser  unendlich  nahen  Punkte  P  und  Py  eine  Tangente  der 
Gurve  Ci  und  gleichzeitig  auch  der  Curve 

40* 


Fiff.  144. 
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»^(^j  y)  =  0- 
Dadui'cli  ist  bewiesen,  dass  die  beiden  Curven  im  Punkte  P 
(oder   in   dem   unendlich   nahen   Punkte   Pi)   eine   gemeinsame 
Taugente  haben,  dass  sie  sich  also  im  Punkte  P  berühren. 

Was  von  C\  gilt,  gilt  ebenso  von  jeder  beliebigen  Curve 
der  gegebenen  Curvenschaar.  Es  ist  also  hiermit  bewiesen,  dass 
die  Curve 

S{x,  y)  =  0 

sämmtliche  Curven  des  gegebenen  Curvensystems  berührt;  sie 
ist  daher  die   Umhüllung scurce  oder  Enveloppe. 

Dasselbe  Eesultat  findet  man  auch  durch  Rechnung.  Die 
Gleichimg 

S{x,  y)  =  0 

kann  man  nämlich  aus  den  Gleichungen  (4.)  dadurch  herleiten, 
dass  man  den  Parameter  u  als  Function  von  x  und  y  darstellt, 
indem  mau  die  Gleichung 

dF(x,  y,  ^l)  -  „     ^  ,       , 
-^       =  0     auf  die  Form    u  =  (fix,  y) 


bringt,    und    dass   man    sodann   diesen  ^^'erth   von   u   in   die 

Gleichung 

F{x,  y,  u)  =  0 

einsetzt.    Dies  giebt  also 

(6.)                   S{x,  y)  =  F{x,  y,  u)     für     u  =  q{x,  y) , 

(7.) 

dS _dF     dF  du 
dx  ~~  dx       du    dx  ' 
dS      dF     dF  du 
dy  ""  dy       du     dy 

Da  nun  aber  ftii'  den  betrachteten  Punkt  P  mit  den  Coor- 

dinaten  x,  y 

dF      „ 

du 

ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (7.)  über  in 

dx~  dx^  dy  ~~  dy  ' 

folglich  hat  nach  Formel  >^r.  127  der  Tabelle 
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dS  dF 

dl/ dz  dz 

(^•)  dz^~~dS~'"dF 

dy  öy 

in  dem  betrachteten  Punkte  P  für  beide  Curven  denselben 
Werth,  d.  li.  die  beiden  Curven  haben  in  diesem  Punkte  die- 
selbe Tangente. 

Es  ist  allerdings  noch  hervorzuheben,  dass  die  Elimination 
von  u  aus  den  Gleichmigen  (4.)  durchaus  nicht  immer  die 
Gleichung  einer  reellen  Curve  liefert. 

Dies  folgt  schon  daraus,  dass  nicht  jede  Schaar  von  gleich- 
artigen Curven  eine  Umhüllungscurve  besitzt.  Bei  den  con- 
centrischen  Kreisen 

^-  +  2/-  —  ^^2  ^  0 

z.  B.  schneidet  kein  Kreis  den  anderen  in  einem  reellen  Punkte, 
folglich  giebt  es  für  diese  Curvenschaar  auch  keine  Umhüllungs- 
curve. 

Ebensowenig  haben  die  einander  benachbarten  confocalen 
ElHpsen 

^"  +  ^X      =1,     (-  J2  <  ^^  <  +  ex.) 
a^  -\-  u       b-  -^  u 

oder  die  einander  benachbarten  confocalen  Hyperbeln 

x^     ^     y-      _ 


+  ,--: —  =1,     (—  a2  <  ^^  <  _  ^2) 


a^  -\-  u       b'^  -\-  u 
reelle  Schnittpunkte  mit  einander  gemein,  folglich  giebt  es  bei 
dieser  Curvenschaar  auch  keine  Umhüllungscurve. 
Dagegen  schneidet  jeder  der  Kreise 

(9.)        F{z,  y,  u)  =  {z  —  uf  +  (2/  —  ^b'^  —  u^Y  —  a^  =  0 

den   folgenden  in  zwei  reellen  Punkten.    Deshalb  giebt  es   in 

diesem  Falle  eine  Umhüllungscurve.    Dabei  wird 

(10.)  ^-^)  =  ^2(.-«)  +  2(y^y*S=5^):p=^=0. 
Aus  Gleichung  (10.)  folgt 

^  u  u 

oder 
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(11.)  y  =  yb^~u^; 

deslialb  findet  man  aus  den  Gleichungen  (9.)  und  (11.) 

X  _  ^     -  ,         X-  -  ^ 


2  _  ^'^  (^^  ^  ^')  _  (^'^  —  u")  {h  dz  af 

y  —      „i      —         hl  ' 


folglich  ist 

(12.)  :r2  +  y^-  =  (/.  ^  df. 

Nimmt  man  in  diesen  Gleichungen  das  obere  Zeichen,  so 
erhält  man  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  Z»  +  « ;  und  nimmt 
mau  das  untere  Zeichen,  so  erhält  man  einen  Ki'eis  mit  dem 
Halbmesser  l  —  a.  Die  ITmhüllungscurve  zeriällt  also  bei  diesem 
Beispiele  in  zwei  concentrische  Kreise.    (Vergl.  Fig.  143.) 


§  149. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Ein  System  von  geraden  Linien  (Fig.  145)  sei 
dui'ch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  die  zwischen  den  Coordi- 
naten-Axen  liegenden  Abschnitte  derselben  die  constante  Länge 
c  haben.  Man  soll  die  Gleichung  ihrer  Umhüllungscurve  auf- 
stellen. 

Auflösung.  Es  seien  OA  =  a  und  OB  =  h  die  Abschnitte, 
welche  die  Gerade  auf  den  Coordinaten-Axen  abschneidet,  dann 
ist  bekanntlich  ihre  Gleichung 

oder 

bz  -\-  ay  —  alz  ^=  0. 

Der  Abschnitt  AB  der  Geraden  zwischen  den  beiden  Coor- 
dinaten-Axen ist  daher  gleich  ya--\-0'^.  Hat  also  dieser  Ab- 
schnitt die  constante  Länge  c,  und  bezeichnet  man  den  Winkel 
OAB  mit  u,  so  wird 

(2.J     a  =  cCOSU,  (3.)     b  =  csuiu; 

die  Gleichung  der  Geraden  AB  geht  daher  über  in 
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(4.)  F{x^  y,  u)  =  a-sinw  +  ycosu  —  csinw  cosu  =  0. 

Dabei  ergänzt  der  Winkel  u  den  Winkel  «,  welchen  die 
Gerade  AB  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet, 
zu  1800. 

Um  die  Enveloppe  dieser  Schaar  gerader  Linien  zu  finden, 
bilde  man 

ö Fix  1/  ti) 
(5.)     — -~^ —  =  xcosu  —  ysinu  —  c(cos-m  —  sin^?^)  =  o. 

Multiplicirt  man    die  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  bezw.  mit 
sinw  und  cosw,  so  erhält  man  durch  Addition 
(6.)  X  =  +  ccos^u. 

Multiplicirt  man  sie  dagegen  bezw.  mit  cos?^  und  — sinw, 
so  findet  man  durch  Addition 
(7.)  y  =  -\-  csinhi. 


Fig 

14.-). 

5 

2 

B 

\ 

O 

^     \       V 

'3 

,1 

Fig 
< 

.  146. 

^ 

%W 

""^"^^ 

% 

r 

Wenn  es  sich,  wie  in  der  vorstehenden  Aufgabe,  um  eine 

Schaar    gerader    Linien    handelt,    wenn    also    die    Gleichung 

jp(.r,  y.  w)  =  0    in  Bezug   auf  x  und   y  vom   ersten  Grade  ist, 

Ö Fix  y  ii) 
dann  wird  im  Allgememen  auch  die  Gleichung  — —Ir^ — -  =  0 

°         du 

vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf  x  und  y  sein.    Dann  braucht 

man  u  nicht  aus  diesen  beiden  Gleichungen  zu  eliminiren,  sondern 
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wird  X  und  y  als  Functionen  der  dritten  Veränderlichen  u  dar- 
stellen, eine  Eeclinung,  die  in  den  meisten  Fällen  sehr  viel 
leichter  auszuführen  ist  als  die  Elimination. 

In  der  vorliegenden  Aufgabe  geben  die  Gleichungen  (6.) 
und  (7.)  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  dem  Werthe 
u  entsprechenden  Geraden  mit  der  unendlicli  nahen.  Dieser 
Punkt  ist  daher  auch  ein  Punkt  der  Umhüll ungscurve.  Die 
Gleichungen 

(8.)  X  =  ccos^it,     y  —  csin^w 

stellen  also  die  Umhüllungscurve  dai',  wenn  u  alle  Werthe  von 
0  bis  27r  durchläuft.  Man  kann  aber  aus  diesen  Gleichimgen 
auch  den  Parameter  u  eliminiren.    Erhebt  man  sie  nämlich  zui' 

2 

Potenz  -  j  so  erhält  man 

ö 

2.  .2  .2  X 

x^  =^  -\-  c^cos^w,      3/^  =  +  c^sin-w, 
und  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt, 

'i  2  -2 

(9.)  x^  +  y^  =  c^ . 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Umhüllungscurve,  und  zwar 
ist  diese  Curve  unter  dem  Namen  ,,Astroide"  bekannt.  (Vergl. 
Fig.  146.) 

Aufgabe  2.     Es  ist  durch  die  Gleichung 
(10.)        F{x.  y,  u)  =  a; cos (3m)  +  yü\\[Zu)  —  aQ,o%u  =  0 
eine  Schaar  von  geraden  Linien  gegeben ;  man  soll  die  von  ihnen 
eingehüllte  Curve  bestimmen.     (Yergl.  Fig.  148.) 

Auflösung.     Hier  wüd 

(11.)   ^^''•^'  ^^  ^^  =  --  3:rsin(3d^)  +  3?/cos(3?0  +  «sinw  =  0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y,  bezw.  .r,  so  er- 
hält man 

i  3x  =  a[3coSMCOs(3w)  -f  sinMsin(3M)], 

"^  \  ^y  =  a[3coSMsin(3M)  —  sinwcos(32^)]. 

Nun  ist  aber 

coswcos(32<)  +  sinz^sin(3M)  =  cos(2m), 
2  cos  ti  cos(3m)  =  cos(4w)  +  cos{2ic) ; 


(13.) 


(14.) 
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ferner  ist 

cosMsin(3M)  —  smMcos(3M)  =  sin(2w), 
2cosMsin(32<)  =  sin(4?<)  +  sm(2w), 
folg-lich  wird 

{  Sx=  a  [cos(4e<)  +  2  cos(2m)]  , 
I  Sy  =  a[sin(4M)  +  2siii(2M)]. 
Setzt  man  a  =  3ai  und  2u  =  t  -{-  tt,  so  wird 
f  cos(22^)  =  -    cos?",      sin(2M)  =  —  sin^, 
l  cos(4m)  =  +  cos(2 1),  sin(4M)  =  +  sin(2 1) , 
und  die  Gleichungen  (13.)  gehen  über  in 
(15.)  x  =  —  ai[2 cos t ^  cos(2 ;!)] ,  y  =  —  «i [2 sin f  —  sin(2 1)] . 

Dies  sind  bekanntlich 
die  Gleichungen  der  Car- 
dioide.  Die  Cardioide  war 
ein  besonderer  Fall  der  Epi- 
cykloiden,  welchen  man  er- 
hält, wenn  der  Hall)messer 
desfesiefi  I^reises  dem  Halb- 
messer des  rollenden  Kreises 
gleich  ist.  Durch  die  vor- 
liegende Aufgabe  findet  man 
also  eine  andere  Erzeugungs- 
weise der  Cardioide,  die  sich 
dann  auch  so  verallgemeinern 
lässt,  dass  man  jede  be- 
liebige Epicykloide  (oder  Hypocykloide)  erhält. 

Die  Gleichung  (10.)  stellt  nämlich  eine  Gerade  dar  (vergl. 
Fig.  147j,  welche  durch  die  beiden  Punkte  Fi  und  P2  mit  den 
Coordinaten 

iCi  =  acos(2M),     ?/i  =  asin(2M) 
und 

ÄTo  =  a  cos(4m)  ,     yi^=^  a  sin(4M) 

hindurchgeht,  denn  diese  Werthepaare  von  x  and  y  befriedigen 
die  Gleichung  (10.).     Nun  wü'd  aber 

(16.)  xC-  +  yC-  =  «-     und     x^~  +  y^  =  a% 
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d.  h.  die  Punkte  Pi  und  P^  liegen  beide  auf  einem  Kreise,  der 
mit  dem  Halbmesser  a  um  den  Anfangspunkt  0  der  Coordinateu 
beschrieben  ist.  Dabei  sind  die  Winkel,  welche  die  Halbmesser 
OPi  und  OP2  mit  der  A'-Axe  bilden, 

<^  X  OPi  =  2u ,     <^  XOP.2  =  iu  =  2<i  XOPi . 

Wenn  sich  also  der  Parameter  u  verändert,  so  bewegen 
sich  die  Punkte  Pi  und  P2  beide  auf  diesem  Kreise  fort,  der 
Punkt  P2  aber  doppelt  so  schnell  wie  der  Punkt  Pi. 

Dies  giebt  folgende  Erzeugung  der  Cardioide: 

Bewegen  sich  auf  einem  Kreise  zwei  Punkte  Pj  imd  P^  so^ 
dass  P-i  doppelt  so  schnell  läuft  wie  Pi,  so  umhüllt  die  Gerade 
P1P2  eine  Cardioide.     (Vergl.  Fig.  148.) 

Fig.  148.  In  ähnlicher  Weise  können 

auch  die  anderen  Epicykloiden 
erzeugt  werden,  weim  der  Punkt 
P2  auf  dem  Kreise  m  -  mal  so 
schnell  fortschreitet  wie  der 
Punkt  Pi. 

Dabei  war  bisher  voraus- 
\x  gesetzt,  dass  die  Punkte  Pi 
und  P2  den  Kreis  in  gleicher 
Richtung  durchlaufen.  Wenn 
sie  aber  den  Kreis  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durchlaufen, 
so  umhüllt  die  Gerade  P1P2 
eine  , ,  Hypocykloide' ' . 
Man  kann  sich  in  folgender  Weise  von  dem  Vorstehenden 
durch  Zeichnung  überzeugen.  lEan  theile  den  Umfang  eines 
Ki'eises  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile.  (Vergl.  Fig.  148.)  Es 
sei  z.  B.  diese  Anzahl  gleich  48.  Dann  bezeichne  man  die 
Theilpunkte  der  Reihe  nach  durch  die  Nummern 

0,   1,  2,  3,  4,...  47,  48, 

wobei  der  Punkt  48  mit  dem  Punkte  0  zusammenfällt.  Jetzt 
verbmde  man  die  Punkte 

1  und  2,     2  und  4,     3  und  6, . . . 
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allgemein  k  und  2/c  durch  gerade  Linien.  Auf  diese  Weise  er- 
hält man  -iS  Tangenten  der  Cardioide,  und  zwar  wird  man 
daraus  die  Gestalt  der  Cardioide  sicherer  gewinnen,  als  wenn 
man  die  Ciirve  punktweise  construirt  hätte. 

Verbindet  man  dagegen  die  Punkte  /c  und  mk  durch  Gerade, 
so  erhält  man  eine  andere  Epicykloide,  welche  der  Zahl  m  ent- 
spricht, mit  grosser  Genauigkeit  als  die  Enceloppe  ihrer  Tan- 
genten. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Hijpocykloide  als 
Enveloppe  ihrer  Tangenten  zeichnen.  In  diesem  Falle  wird  es 
zweckmässig  sein,  die  Anzahl  der  Theilpunkte  auf  dem  Kreise 
etwas  grösser  anzunehmen. 

Aufgabe   3.      Es   ist  Fig.  149. 

eine  Schaar  concentri- 
scher  Ellipsen  gegeben, 
deren  Halbaxen  mit  den 
Coordinaten  -  Axen  zu- 
sammenfallen und  die  con- 
stante  Summe  c  haben; 
man  soll  die  Gleichung  <.  [ 
d  er  Enveloppe  bestimmen. 
(Vergl.  Fig.  149.) 

Auflösung.  Die  Glei- 
chung einer  Ellipse  mit 
den  Halbaxen  a  und  b  ist 

■- 1 
Da  aber  die  Axen  veränderliche  Lage   und  die  constante 
Summe  c  haben  sollen,  so  setze  man 

a=^  u    und     b  ^=  c  —  u. 
Dadurch  wird  die  Gleichung  der  gegebenen  Cui'venschaar 
(17.)       F{x,  y,  u)  =  (c  -^  ufx^  +  wy  ~u^{c  —  uj  =  0. 
Hieraus  folgt  dui"ch  partielle  Differentiation  nach  u 
(18.)       —  2 (c  —  u)x''  -f  2e/!/-  —  2?<c  ^  u)  (c  —  2w)  =  0, 


/ 

4\ 

A 

V 

k\ 

r-^ 

'lY^'-^i 

% 

0 

__l/J^  1 

\ 

lT^ 

^y 

\ 

\ 

j 

-/ 

oder,   wenn  man  mit  —      multiplicü't, 
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(18  a.)         (c  —  u)ux~  —  u-y-  +  «*^(c  ~u){c—  2u)  =  0. 

Indem  man  die  Gleichungen  (17.)  und  (18  a.)  addirt,  findet 
man 

(c  —  ^^)ca;■^  —  (c  —  u)u^  =  0, 
oder 

(19.)  X' 


7        X^ 


u 
Setzt  man  diesen  Werth  von  x"^  in  die  Gleichung  (17.)  ein, 


(c  —  uf 


y^  = 


C  IC 

y  c 


so  folgt 

(20.)  f~  = 

Deshalb  wird 
(21.)  x^  +  y^  =  <^^  , 

d.  h.  die  Enveloppe  ist  wieder  eine  Astroide. 

Aufgabe  4.     Es   ist   eine  Schaar  von  Parabeln   durch   die 
Gleichung 

(22.)  F{x,  y,  u)  =  4:c{y  —  ux)  +  (1  +  u-)x'-  =  0 

gegeben;  man  soll  ihre  Enveloppe  bestimmen.    (Vergl.  Fig.  150.) 

Auflösung.    Hier  ist 


(23.) 


^-I^.lL}^  =  ^icx^2ux^-  =  0 
Dies  giebt  die  beiden  Lösungen 


(24.)    x  =  Q       und      (24  a.)     u  = 


2c 


Setzt  man  diesen 
Werth  von  u  in  die 
Gleichung  (22.)  ein. 
so  erhält  man  fiii- 
die  Enveloppe  die 
Gleichung 
{2ö.)x--\-4:c(y-c)=0. 

Die  Enveloppe  ist 
also  wieder  eine 
Parabel.  Ausserdem 
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schneiden  sich  alle  Parabeln  der  gegebenen  Schaar  im  Punkte 
0,  welcher  als  ein  Theil  der  Enveloppe  zu  betrachten  ist  und 
der  Lösung  durch  Gleichung  (24.)  entspricht. 

Aufgabe  5.     Es   ist   eine   Schaar   von    Kreisen   durch    die 
Gleichung 

(26.)  F{x,  y,  u)  =  {x~  iif  -^  i/ —  2up  +  f- =  0 

gegeben;  man  soll  die  Enveloppe  bestimmen.    (Vergl.  Fig.  151.) 

Auflösung.    Hier  ist 
dF{x,  y,  u) 


(27.) 

oder 

(28.) 


dl 


=  —  2{x  —  u)  —  2p  =  0, 


X  =  u 

Setzt  man  diesen  Werth 
von  X  in  die  Gleichung  (26.) 
ein,  so  wii'd 


■p. 


Fig.  151. 


(29.)    y=±  y2p(u  ^p). 

Die  Gleichungen  (28.) 
und  (29.)  geben  die  Schnitt- 
punkte des  Kreises,  der  dem 
Parameter  ic  entspricht,  mit 
dem  unendlich  nahen.  Diese 
Schnittpunkte  werden  erst 
reell,  wenn 
(30.)  u^p. 

Die  Kreise  selbst  dagegen  werden  schon  reell,  wenn 

(31.)  2u^p. 

P 
Liegt  u  zwischen  ^  und  p ,  so  sind  die  Kreise  zwar  reell,. 

schneiden  aber  einander  nicht.  In  diesem  Falle  enthält  also 
die  gegebene  Curvenschaar  unendlich  viele  Curven,  welche  die 
benachbarten  Curven  in  keinem  reellen  Punkte  schneiden. 

Indem  man  schliesslich  noch  u  aus  den  Gleichungen  (26.) 
und  (28.)   eliminirt,    erhält  man  die  Gleichung  der  Enveloppe, 
nämlich 
(32.)  /  =  2px. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel. 
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§  150. 

Doppelpunkte  und  isolirte  Punkte. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  22(j.) 

Wenn  eine  Curve,  deren  Gleichung- 
(1.)  F{x,  y)  =  0 

sein  möge,    zweimal  durch  denselben  Punkt   hindurchgellt,    ;so 
nennt  man  diesen  Punkt  einen   .^Boppelpunht  der  Curve".     So 
hat  z.  B.  das  Folium  Cartesii  mit  der  Gleichung 
2-3  _|_  ^3       ^axy  =  0 

im  Nullpunkte  einen  Doppelpunkt.    (Vergl.  Fig.  135  auf  Seite 
549.)     Ebenso  hat  die  Lemniscate  mit  der  Gleichung 

r-  =  a-  cos(2y ) , 
oder 

im  Nullpunkte    einen  Doppelpunkt.     (Vergl.  Fig.  122  und  123 
auf  Seite  460  und  467.) 

Um  nun  zu  untersuchen,  füi'  welche  Werthe  von  x  und  y 
eine  Curve  einen  Doppelpunkt  hat,  braucht  man  nur  zu  beachten, 
dass  in  einem  Doppelpunkte  nicht  eine,  sondern  zwei  Tangenten 
an  die  Curve  möglich  sind,  denn  man  kann  an  jeden  der  beiden 
Pj„  j-.,  Curvenzweige,   welche  durch  den 

Doppelpunkt  hindurchgehen,  eine 
Tangente  legen.  (Vergl.  Fig.  152.) 
Streng  genommen  giebt  es  sogar 
in; einem  Doppelpunkte  unendlich 
viele  Tangenten,  wenn  man  von 
der  Erklärung  ausgeht,  dass  jede 
Gerade,  welche  zwei  unendlich 
nahe  Punkte  der  Curve  mit  ein- 
ander verbindet,  eine  Tangente  der  Curve  ist.  Danach  würde 
Jede  Gerade,  welche  man  durch  den  Doppelpunkt  legt,  als  eine 
Tangente  aufgefasst  werden  können.  Hier  soll  aber  nur  die 
Verbindungslinie   von   zwei   unendlich  nahen  Punkten,   welche 
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auf  demselben  Ziceige  der  Curce  liegen^  als   eine  Tangente  an- 
ofesehen  werden. 


Ist  nun  F{x,  y)   eine  emdeutige  Function  von  x  und  y,  so 
gilt  im  Allgemeinen  dasselbe  von 

ic,\  77  /       \       QF{x,  y)  Art       \       öF{x,  y) 

(2.)         F,{x,  y)  =  — -^-^      und      F,{x,  y)  =  — ^y^  ; 

€s  wird   also  für  jedes  Werthepaar  x,  y  die  Eichtungstangente 

(3.)  tgu  =  t  =  -#^^- 

^  ^  dx  F^{x,y) 

im  Allgemeinen  nur  einen  einzigen  Werth  haben,  so  dass  der 
zugehörige  Curvenpunkt  nur  ein  einfacher  Punkt  sein  kann. 

Nur   in    dem    besonderen  Falle,    wo   Fi{x,  y)   und  F^i^x,  y) 
beide  gleich  0  sind,  erhält  der  Ausdruck  für  tg«  die  unbestimmte 

Form      ;   dann  kann  also  tga  möglicher  JVeise  mehr  als  einen 

Werth  haben.  Die  Methode,  welche  in  §  65  zur  Berechnung 
von  Ausdrücken   angegeben  wurde,    welche  an  der  Grenze  die 

Form       annehmen,  führt  hierbei  in  folgender  Weise  zum  Ziele. 

Bezeichnet  man  wieder  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  durch 
Indices,  so  folgt  aus  Gleichung  (3.),  indem  man  Zähler  und 
Nenner  einzeln  differentiirt, 

f^.  +  fJi 

,.     du           ..                       dx 
hm   f  =  —  lim r- 

dx  -p  ^  -p  ^y 

dx 

für 

limjPi(a:,  y)  =  0,     lim  Fofa.,  y)  =  0, 
also,  wenn  man  nach  Einsetzung  der  in  Betracht  kommenden 
Werthe  von  x  und  y  das  Zeichen  limes  fortlässt, 


(4.)  ^,.  +  2^.|  +  ^.(|y=o, 


oder 

(4.) 

oder 
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^^^•■>  dx  -  Fi. 

Dasselbe  Eesultat  findet  man  auch,  indem  man  die  Gleichung 

(5.)  f^  =  ^,(.„)+r,,,)|  =  0 

nochmals  nach  x  difierentürt ;  dann  erhält  man  nämlich 

(  ^-?^i(^,  y)  ^  Q^l^,  y)  ^ 

I  dx  dii       dx 

(6.) 


+ 


öFi{x,  y)       dFiix,  y)  dy 


du        ^ ,  d-u 


oder 


dx  dy        dx]  dx         '^  '      dx 

(6a.)  ^;.  +  2^.|+^^<l)  +  ^4:^=- 

Aus  dieser  Gleichung  bestimmt  man  im  Allgemeinen  -y^  ; 
gilt  aber  die  Voraussetzung 
(7.)  i^i  =  0,     Po  =  0, 

so  erliält  man  wieder 

(8,  ^.,  +  ,^,,|+^..(^iy=o. 

oder 

,ß    .  dy      —  Fn  ±f  Jlo2  —  FnF., 

^^^'^  Tx  = ^k ~  ' 

Hieraus  erkennt  man,   dass  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung -^  zwei  Werthe  erhält,  dass  es  also  in  dem  betrachteten 

Punkte  zwei  Tangenten  an  die  Curve  giebt,   deren  Richtungen 
durch  die  Gleichung  (8  a.)  bestimmt  sind. 

Diese  Untersuchimg  giebt  daher  den  Satz: 

Ist  der  Punkt  D  ?mt  den  Coordinaten  x^  y  ein  Doppelpunkt 
der  Curve.  so  müsse?i  die  drei  Gleichungen 
(9.)  F{x,y)  =  0,     F,{x,y)  =  0,     F,{x,  y)  =  0 

gleichzeitig  befriedigt  werden. 
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Die  beiden  Werthe  von   ,-  ?    welche  man  aus  der  quadra- 
tischen Gleichung-  (8.)  erhält,  sind  reell ^  wenn 
(10.)  F,o2  — i^iiK,  >  0; 

sie  sind  dagegen  imaginär,  wenn 
(11.)  I\.}  —  Fni\^_<^. 

In  dem  ersten  Falle  erhält  man  einen  eigentlichen  Doppel- 
punkt mit  zwei  reellen  Tangenten,  in  dem  zweiten  Falle  aber 
sind  die  Tangenten  imaginär. 

Ein  Beispiel  möge  zeigen,  wie  die  Curve  in  dem  Doppel- 
punkte beschaifen  ist,  jenachdem  der  erste  oder  der  zweite  Fall 
eintritt.     Es  sei  nämlich 

(12.)  Fix,  y)^f~~  {x  -a)Hx-b)  =  0, 

oder 

(12  a.)  F(x,  y)  =  i/—x^-\-  ('2a  +  by^-  —  (a^  -f-  2ab)x  +  a^  =  0, 

dann  wird 

I  Fl  (x,  y)  =  —  3a;2  +  (4a  +  2b)x  —  (a^  +  2ab) 
(13. )  =  ( .r  _  a) (—  3a:  +  «  +  2*) , 

I  F^{x,  y)  =  2y, 
(14.)  Fn=:~%x  +  (4a  +  2Ä),     Fn  =  0,     ^22  =  2. 

Für  X  =  a,  y  =  0  werden  also  die  drei  Gleichungen 
F{x,y)=^0,     i^i(a-,  2/)  =  0,     2-2(3:,  y)  =  0 
befriedigt,  und  man  erhält 

Fn  =  —  2(a  —  b\     F,.  =  0,     i^22  =  2. 
Deshalb  wird  nach  Gleichung  (8  a.) 

(15.)  |==ä=V<^^. 

Ist  tt  >  6,  so  wird  l/a  —  ö  reell ;  man  kann  in  diesem  Falle 
nicht  nur  die  Tangenten  in  dem  Doppelpunkte  D  mit  den 
Coordinaten  x  =  a,  y  =  0  zeichnen,  sondern  es  ergiebt  sich  auch 
aus  Gleichung  (12.),  oder  aus  der  Gleichung 

(12  b.)  y  =  ±{x  —  a)yx  —  b 

leicht  die  Gestalt  der  Curve.    Sie  ist  symmetrisch  zm^  X-Axe, 
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Fig.  153. 


uiid  y  wii"d  für  Werthe  von  ./,  die  kleiner  als  b  sind,  imaginär, 
d.  h.    die  Curve    liegt   rechts  von   der  Geraden,    welche   man 

durch  den  Punkt  B  mit  den  Co- 
ordinaten  x  =^  b,    y  —  0    parallel 
zur   F-Axe  ziehen   kann.     Diese 
Gerade   wird   von    der  Curve  im 
Punkte    B    berührt;     und    zwar 
gehen    von  B   aus    zwei  symme- 
trische Zweige  der  Curve,  welche 
sich  im  Doppelpunkte  D  schnei- 
den, so  dass  die  Curve  zwischen 
B   und    D   eine   Schleife    bildet. 
(Vergl.  Fig.  153.) 
Ist  dagegen  a  <  b,  so  folgt  aus  der  Gleichung 
y  =  ±(^-     -a)Va:-  6, 
dass  der  Punkt  D  mit  den  Coordiuaten   x  =  a,  y  =  0  wieder 
ein  Punkt  der  Curve  ist.    Für  alle  Werthe  von  x,  die  kleiner 
als  a  sind,  und  für  alle  Werthe  von  x,  die  zwar  grösser  als  a, 
aber  kleiner  als  b  sind,  wird  y  imaginär,  so  dass  auch  hier  die 
Curve  eigentlich  erst  mit  dem  Punkte  B  beginnt,   dessen  Co- 

Der  Punkt  D  ist  daher  in  diesem 
Falle  ein  ^^isoUrter  Punkt'-''  Oflei* 
,^  Einsiedler'^ .  Ein  solcher  isolii'ter 
Punkt  ist  dabei-  auch  als  ein 
Doppelpunkt  anzusehen,  in  dem 
sich  zwei  imaginäre  Curvenzweige 
schneiden.  Deshalb  werden  in 
diesem  Falle  auch  die  beiden  Tan- 
genten imaginär.  (Vrgl.  Fig.  154.) 
Für 

3         -^       —       3       l'     3 

hat  die  Curve  zwei  Wendepunkte 
W^  und  TFo,  wie  man  durch 
die  ft-üher  angegebenen  Methoden 
leicht  bestätigen  kann. 


ordinalen  x  =  *,  y  =  0  sind. 

Fig.  154. 


0 
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§  151. 

Uebungs -Aufgaben. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  226.) 

Aufgabe  1.  Mau  soll  beweisen,  dass  beim  Folium  CartesU 
der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt  ist,  und  soll  die  Richtung  der 
beiden  Tangenten  in  diesem  Punkte  bestimmen.  (Vergl.  Fig.  155.) 

Auflösung.     Hier  ist 

(1.)  Fix,  y)  =  X-'  +  if       3  axy  =  0, 

also 


(2.) 


\  K{x,  y)  =  Sy' ~  Sax, 


f  Fn  =  6ar,      F^.  =  —  Sa, 

^'■^    \  F,.^^y. 

Für   .r  =  u ,     .V  =  0    werden 
die  drei  Gleichungen 
F{x.  y)  =  0. 
Ft{.i;y)  =  0,     F,{x,y)  =  0 

gleichzeitig  befriedigt,  folglich  ist 
der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt. 
Um  in  diesem  Doppelpunkte  die 

Richtung  der  Tangenten  zu  bestimmen,  setzt  man  die  Werthe 
von   Fu,  Fii,  Fn    in    die    Formel   Nr.  226   der   Tabelle   ein. 
Dies  giebt 
dy 


(i 


oder 


dx 


=  tsu 


F,.i±]/F,^^-    FuFr. 


F22 
-Fl. 


F\,=f  VF^o^  —  FnF,.2 


4a.)  -7^  =  tg«  =  lim ~ — ^ 

dx  -r=(S  6  V 


Hm 


6y 
6.r 


r=o3aq=l/9a2  —SGxy 


41V- 
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Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  Zeichen  und  setzt 
x  =  0,   i/=0,  HO  erhält  man  aus  der  ersten  Darstellung-svveise 

(5.)  tg-tt,  =  oo, 

während    man    nach    der   zweiten    Darstellungsweise    auf   die 
unbestimmte  Form  ^   gefülirt  wird. 

Nimmt  man  dagegen   das  untere  Zeichen,    so  erhält   tgw 
nach    der   ersten  Darstellungsweise   die   unbestimmte  Form     j 
nach  der  zweiten  Darstdlungsweise  findet  man  aber 
(6.)  tga.  =  0. 

Dies  giebt 

(7.)  «1  =  90".     «2  =  0^ 

d.   h.    die    beiden    Coordinaten  -  Axen    sind    'langenten    in    dem 
Doppelpunkte  der  Carte. 

Aufgabe  2.  Man  soll  be- 
weisen, dass  l)ei  der  Lem?iiscute 
der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt 
ist,  und  soll  die  Richtung  der 
beiden  Taugenten  in  diesem 
Punkte  bestimmen.  (Vergl. 
Fig.  156.) 

Auflösung.     Hier  ist 

( 8.)       F{x,  II   =  .r^  +  2x-if-  +  11^  —  <ßx^  +  ühj-  =  0, 
also 

(9.)      Fi{x,  rj)  =  ^x^+  Axy-  —  2«2.r.  Fo\x,  y)  =  4r-y+  ^'^-\-2a-y, 
(10.)  Fn  =  12.r2  +  4^/2  —  2a\    jP,2  =  8.ry,    F^^  =  4^:2  +  1 2^2  +  '^ci\ 
Füi-  ./•  =  0,  y  =  0  werden  die  drei  Gleichungen 
F{x.  y)  =  0,     F,{x,  y)  =  0,     F(x,  y^  =  0 
gleichzeitig  befriedigt,   folglich   ist   der  Nullpunkt  ein  Doppel- 
punkt.   Um  die  Richtung  der  beiden  Tangenten  in  diesem  Punkte 
zu  bestimmen,  beachte  man,  dass  füi'  .'■  =  0,  y  =  0 
(11.)  F^^^^^2a^-,     Fn  =  0,     F._,  =  +  2a^ 

wird.    Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  226  der  Tabelle 
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'i--'      S  =  *8«= J5 =±1' 

also 

( 13.)  ui  ■=  +  \h\     «2  =  —  45°, 

d.  li.  die  beiden  Tangenten  im  Nullpunkte  halbii-en  die  Winkel, 

welche  die  Coordinaten- Axen  mit  einander  bilden. 


Durch  fortgesetzte  Differentiation  der  Gleichung 

P(,r,  t/)  =  0 

erhält  man  der  Keihe  nach  unter  Anwendung-  der  symbolischen 
Bezeichnung-sweise  die  Gleichungen 

^^^•^  \dx  +  dy  dx)    ^  dy  ^^  =  Ö' 

/öi^      ÖP  «?//\(3)         (d^F       &^F  dy\d^y   ,   ^F  d^j  _    ■ 
^^^  \dx  "^  dy  dx)    ^  '^Kdxdy  "^  dy'  dxjdx'  "^  dy  dx'  ~ 

Bei  emfacheu  Curvenpunkten  findet  man 

(ZU 

aus  Gleichung  (14.)  die  Grösse    ,  > 


(15.) 


d^ 
dx' 


ist  aber  der  Punkt  ein  Doppelpunkt,  so  wird 
ÖF  ÖF 

dx  ^  "^^'^'^'  ^) ""  ^ '     dy^  ^'^^'  y)  =  0 ; 

dann  reduciren  sich  die  Gleichungen  (15.)  und  (16.)  auf 

^^^^•^  Kdx  +  ö7  dx)  =  ^''  +  ■'^^•^  dx  +  ^^<^:.>) -  ^ ' 

oder 
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Da  die  Gleichung  1 14.)   zur  Berechnung  von    /  illusorisch 

wird,  liefert  Gleichung  üöa.)  die  beiden  ^^xXht  dieser  Grösse; 
aus  Gleichung  (16  a.)  oder  (16  b.)  findet  man  dann  die  zugehö- 

(11  y 

rigen  Werthe  von    ,\,- 

Für  die  Lemniscate  wird  z.  B. 
(17.)     i'ia  =  24:r,     -F,,,  =  8y,     i'ioo  =  8.r,     i^,22  =  24^. 
Ausdrücke,   welche   für  :r  =  0,    y  =  ()  sämmtlich  verschwinden. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (11.)  und  {V2.}  geht  daher 
in  diesem  Falle  die  Gleichung  (16  b.)  über  in 

(18.)     3(^0  +  '^a^'^Yr-,  =  U,     oder     -  6u'^  f^  =  o. 
\  dx/dy-  dx- 

d~u 

Die  Werthe  von    ,  \  sind  also  leide  gleich  Null.    Daraus 

folgt,  dass  die  beiden  Curoenzueige  der  Lemniscate,  welche  sich 
i7i  ihrem  Doppelpunkte  schneiden^  gleichzeitig  Wendepunhie  sind. 
(Vergl.  Fig.  156.) 


i?  152. 

Mehrfache  Punkte. 

(Vergl,  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  227. 

Wenn  für  ein  Werthepaar  .r,  //  nicht  nur  die  Gleichungen 
F(:r,  yj  =  0,     F,{x,  y)  =  Q ,     F,{x,  g)  =  0 
befriedigt  werden,  sondern  ausserdem  aucli  noch  die  Gleichungen 

Fnix,  g)  =  0,     F,.{x,  g)  =  0 ,     i^o,(.r,  y)  =  0 , 

so  ist  es  nicht  mehr  möglich,  die  Werthe  von   ;    nach  den  An- 

dx 

gaben    der  Formel  Nr.  226    der  Tabelle   zu   berechnen:    dann 

reducirt  sich  aber  die  allgemein  geltende  Gleichung 
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'     '    \dx  ^  dy  dx)  ^  \dxdij  '^  df   dxJJx'^  "^  dy  cP  ~  " 

auf 

,^,  /dF  .   dFdy\S^) 

oder 

(2a.)        ^..,  +  3F,.|  +  3f..(0+  f..(|)=  0. 

Diese  Gleichung    ist  in  Bezug  auf  -/  vom  dritten  Grade 

ax 

und  liefert  daher  drei  Werthe  dieser  Grösse.    In  dem  zugehörigen 

Curvenpunkte  giebt  es  daher  drei  Tangenten  der  Curve,  woraus 

man  schliessen  kann,  dass  drei  Aeste  der  Curve  durch  diesen 

Punkt  hindurchgehen. 

Ein  solcher  Curvenpunkt  heisst  daher  ein  ,^dreifachei'  Punkt 
der  Curve". 

Sind  auch  die  dritten  partiellen  Ableitungen  von  F{x,  y) 
sämmtlich  gleich  Null,    so  kann  man  auch  aus  der  Gleichung 

dy 

.2a.)  noch  nicht  die  Grösse-^  berechnen;  dann  gilt  aber,  wie 

man  durch  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  (1.)  erkennt, 
die  Gleichung 

/ÖF      dFdu\S*) 
^''^  {dx-^öyD    =^' 

welche  vier  Werthe  von  ~  liefert.    Der  betrachtete  Punkt  ist 

dx 

dann  ein  „vierfacher  Punkt  der  Curve",  denn  es  giebt  in  diesem 

Punkte  vier  Tangenten  an  die  vier  verschiedenen  Zweige  der 

Curve,  welche  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  kommt  schliess- 
lich zu  dem  folgenden  Resultate: 

Sind  die  «'*"  partiellen  Ableitwigen  von  F{x ,  y)  die  ersten, 
(reiche  für  die  Coordinaten  x,  y  des  Punktes  P  nicht  sämmtlich 
verschioinden,  so  findet  man  aus  der   Gleichung 
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n  Werthe  von  -j-  •  denen  n  Tangenten  in  dem  betrachteten  Punkte 
dx 

an  n    cerschiedene  Ziceige  der    Curve   entsprechen.     Der   Punkt 

P  Jieisst  dann  ein   ^n-f acher  Punkt  der  Curve'''. 

Beispiel. 

Es  sei 
(5.)  F{x,  y)  =  {x'-^  if-f  -  y(/  -  ^x')  =  0 

die  Gleichung  der  Ciu^ve,  dann  wird 

F{x,  y)  =  x^  +  SxY  +  3:ry  +  f  —  f  +  3^^, 

1     F.  =  6a:V  +  \2xhf  +  6?/-^     -  3y2  4-  3:c2, 
j    i-a  =  30:r*  +  3Ga:2|/2  +  0^4  +  6^^ 

l   J^22  =  6;r*  4-  SGrrY^  -|-  SQy*  —  6y, 

I  i^ii  =  120a:^  +  72:ry2,     j;,2  =  72:rV  +  24y^»  +  6, 

(  i^22  =  24:?:^  +  722:y-,        ^222  =  "22;-y  +  \1^f  —  6. 

Für   .7-  =  0,    y  =  0    werden 
die  6  Gleichung-en 


P^O.      Ji  =  0,      7^1  =  0, 
i-;,  .=  0,     i-r2  =  0,     iv2  =  0 

befriedigt,  folglich  ist  der  Null- 
punkt ein  dreifacher  Punkt,  in 
welchem  man  die  Richtung  der 
drei  Taugenten  aus  Gleichung!  2a.) 
hndet,  indem  mau 

-fl22  =  0,        i^'222  =  -        6 


(6-^ 

(7.) 


(8  a.)         i^iii^O,     i^ii2  =  6; 
einsetzt.    Dies  giebt 


-|-<l)=«. 


oder,  wenn  man  die  di-ei  Wiu-zeln  dieser  Gleichung  mit  tgwi, 
tgt/2,  tgcüs  bezeichnet, 
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(9.)  tgT/,  =  0,      tg«o=  +  l/3,       tg-c.3  =  — ]/3, 

(10.)  «,  =  0«,         «o  =  60",  US  =  120'\ 

(Yerg-1.  Fig.  157.") 

§  153. 

Spitzen  oder  Rückkehrpunkte. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  228.) 

In  Formel  Nr.  226  der  Tabelle,   nämlich  in  der  Gleichung 

^^'^  Tx^  Jk ' 

welche   die  Richtung   der  beiden  Tangenten  in  einem  Doppel- 
punkte lieferte,  kann  es  vorkommen,  dass 
(2.)  i\^       FnK,^:0 

wird,  ohne  dass  die  di^ei  Gleichungen 

Fn^O,     Pi2  =  0,     ^22  =  0 
gleichzeitig  erfüllt  sind.    Dann  sind  die  beiden  Werthe  von  -J' 

einander  gleich,  d.  h.  die  beiden  Tangenten  fallen  in  eine  zu- 
sammen. Durch  den  betrachteten  Punkt  gehen  daher  zwei 
Zweige  der  Curve,  die  sich  gegenseitig  berühren.  Hierbei  werden 
im  Allgemeinen  die  beiden  Curvenzweige  nur  auf  der  einen 
Seite  des  betrachteten  Punktes  reell  sein,  während  sie  auf  der 
anderen  Seite   imaginär  werden.     Man  kann  sich   diesen  Fall 


Fig.  15S. 


Fig.  l.Mt. 


aus  dem  allgemeinen  so  entstanden  denken,  dass  sich  eine 
Schleife  immer  weiter  zusammenzieht  und  schliesslich  zu  einem 
Punkte  zusammenschrumpft.     (Vergl.  Fig.  158  und  159.) 
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Man  kann  sich  aber  diesen  Fall  aucli  durch  die  folgende 
Rechnung  klar  machen.     Es  sei  z.  B. 

(3.)  ij  =  (fix)  ±{x  —  a)'yni(x), 

wobei  (f{x)  und  ^lj{x)  rationale  Functionen  sein  mögen,  die  für 
:r  =  a  nicht  unendlich  gi'oss  werden,  so  ist 
,-  dy  ^  2ip{x)-^{x^-a)ijyix) 

Aus    Gleichung  (3.)    findet   man   andererseits    durch    Fort- 
schaffung des  Wurzelzeichens 
(5.)  Fix,  y)  =■■  \y  —  rf(x)]^  —  (.r  —  af  iL>{x)  =  0, 

(  F,{x,  y)  =  ^2[y—(f{x)]<f\x)—2{x-^a)ip{x)-{x     a)H>'{x\ 
^^•^      1  F,{x,y)=^'2[y^cf{x)]. 

iFn=  +  •2<f'{xy  —  2[y  —  (fix)]cf"{x)  —  2ip(x) 
(7.)  --  4(:r  -  -  a)  ip'ix)  —  (.r  —  a)-Ü'"(x), 

[  Fi2  =  —  2ff'(x).     F.22  =  +  2. 
Deshalb  erhält  man  für  x  =  a,  >j  =  rp(a) 
(8.)     F{x,y)  =  0,     Fr{x,y)  =  0,     F,(x,y)  =  0; 
(^.)     Fn  =  2fp'{af  —  2W{a),     F,.,  =     -  27-/(0),     Fo,  =  +  2. 

Aus  den  Gleichungen  (8.)  folgt,  dass  der  Punkt  mit  den 
Coordinaten  .r  =  a,  y  =  (f(a)  ein  Doiipelpunkt  ist,  und  aus  den 
Gleichungen  (9.)  ergiebt  sich,  dass  für  diesen  Doppelpunkt 

(10.)     tg«=:^^^=         ^ ?^^^ '^^  =  if\a)±}/rp{a). 

Dasselbe  Resultat  findet  man  noch  leichter  aus  Gleichung  (4). 

Wenn  sich  nun    der  Factor   x  —  a   noch    einmal   von   der 
Fimction  \p{x\  absondern  lässt.  so  dass  für  x  =^  a 
(11.)  1^,2-     -  i'ui^22  =  4i/;(a)  =  0 

wird,  so  fallen  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpunkte  der  CuiTe 
in  eine  zusammen,  und  die  Curve  selbst  hat  in  dem  Doppelpunkte 
eine  Spitze,  wenn  \p{x)  mit  x — a  zugleich  da^s  Vorzeichen 
wechselt.     Wird  z.  B. 

\p{x)  >  0  füi"  X  <  a     und      -(pix)  <  0  tür  ir  >  a, 
wobei  ( Yom  A'orzeichen  abgesehen  1  nur  hinreichend  kleine  ^Verthe 
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von  X  —  a  in  Betracht  kommen  sollen,  so  sind  die  beiden  Werthe 

von  y  und  von  ^    nur  dann  reell ,   wenn  x-^a  ist ;  sie  werden 

imaginär,  wenn  x>  a  ist.     Wird  dagegen 

\p{x)  <  0  fiir  a;  <  a     und     ip{x)  >  0  für  x  >  a, 

so  sind  die  beiden  Werthe  von  y  und  von  j  nur  dann  reell, 

wenn  x  ^a  ist ;  sie  werden  imaginär  für  x  <  a. 

Die  beiden  Curvenzweige  haben  daher  in  dem  Doppelpunkte 
dieselbe  Tangente  und  endigen  in  diesem  Punkte,  so  dass  der 
eine  Curvenzweig  als  die  Fortsetzung  des  andern  betrachtet 
werden  muss.  Ein  solcher  Punkt  heisst  demgemäss  eine  „'Spitze 
oder  ein  Rüclkehrpunlit  der  Curve",  und  die  zugehörige  Tan- 
gente heisst  ,.Rückke]iri(mgente^^. 

Eine  Spitze  ist  gewissem! assen  der  üebergang  von  einem 
eigentlichen  Doppelpunkte  zu  einem  isolirten  Punkte,  ebenso  wie 
eine  quadratische  Gleichung  mit  zwei  gleichen  Wurzeln  den 
Üebergang  bildet  von  einer  quadratischen  Gleichung  mit  zwei 
reellen  Wurzeln  zu  einer  mit  zwei  imaginüren  AVurzeln. 

Beispiel  1.    Das  in  §  150  gewählte  Beispiel 

F{x,y)^f-^-{x^af{x-b)  =  ^ 
liefert  einen  eigentlichen  Doppelpunkt^  wenn  a  >  h.  einen  isolirten 
Punkt,  wenn  a  <  b,  und  eine  Spitze,  wenn  a  —  b  ist.     In   der 
That,  dann  wird 

(12.)  F{x,  g)  =  y^  ~~  {x  —  ay. 

(13.)  Fi{x,  y)  =  —  3(.r  -  ^  a)•^     K(x,  y)  =  2y, 

(14.)  Fn  =    -ß{x-~  a),     F^  =  0,     i^22  =  2, 

folglich  ist  für  x  =  a,  y  =  0 

(15.)  Fix,  y)  =  0,     F,{t,  y)  =  0,     F2{x,  y)  =  0 

und 
(16.)  F,,^-^FnF,,  =  0. 

Hier  kann  die  Gleichung  der  Curve  auch  in  der  Form 

(17.)  y  =  ±  {^' — «)  y^ — ^ 

geschrieben  werden;  dies  giebt  dann 


DOZ 
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y^ 


Fig.  100.  dy_s^ 

und  man  erkennt,  dass  y  nur  reell  ist, 
wenn  x'^a,  und  dass  für  a;  =  a  die 
beiden  Tangenten  der  Giirve  mit  der 
X-Axe  zusammenfallen.  Der  Punkt  aS* 
mit  den  Coordinaten  x  =  a,  y  =  0  ist 
daher  eine  Spitze  der  Curve.  (Vergl. 
Fig.  160.) 

Beispiel  2.    Nach  den  Gleichungen  (36.)  und  (36a.j  in  §  99 
hat  die  Cardioide  die  Gleichuno: 


(19.) 
öder 


r  =  a  cos^ 


CO 


Fig.  161. 


(20.)  Fix,  y)  =  4.r*  +  ^x'Y  +  4y*  —  4a.r3  —  ^art/  —  a'-y'^  =  0. 

Man  kann  jetzt  zeigen,  dass  diese  Curve  im  Nullpunkte 
einen  Eückkehrpunkt  (eine  Spitze)  hat,  und  dass  die  zugehörige 
Rückkehrtangente  mit  der  X-Axe  zusammenfällt.  (Vergl. 
Fig.  161.) 

In  der  That.  hier  wird 

(21.)  F^{x,y)  =  16a;3  +  l^xf- 

—  Vlax^  —  4«^^, 

(22.)  F.2{x,y)  =  16x^y  +  IQy^ 

—  8axy  —  2a^y, 
(23.)  Fn{x,ij)  =  48^:2+ 16y^—24aa:, 
(24.)  Fi2{x,  //)  =  32.ry  —  8ay, 

{2b.)  Fn{x,y)  =  16x' +  ^Stf- 

—  8ax  —  2a-. 


Füi'  .r  =  0,  y  =  0  erhält  man  daher 

(26.)    F,{x,tj)  =  0,     F2{x,y)  =  0,     Fn{x,y)  =  ^,     Fn{x,y) 

F'iix,  y)  =  —  2a2, 
also 

(-27.)   F,i^  —  Fy,F.2.  =  (),  tg«  = 


0, 


^/^  —  —  -r^'  =  0,  also  w  =  0; 
dx  i'o^ 
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d.  li.  der  Nullpunkt  ist  eine  Spitze  der  Curve,  und  die  Tangente 
in  diesem  Punkte  fällt  mit  der  X-Axe  zusammen. 

Andere  Beispiele  für  das  Auftreten  von  Spitzen  liefern  die 
anderen  Epicykloiden  und  Hypocykloiden,  insbesondere  die 
Astroide:  ferner  die  Evolute7i  oder  KrümmimcismittelpunMi:- 
Curven. 

Gewöhnlich  wii'd  von  den  beiden  Zweigen  einer  Curve. 
welche  in  einer  Spitze  zusammentreffen,  der  eine  nach  oben 
concav  und  der  andere  nach  oben  convex  sein,  so  dass  die  ge- 
meinsame Tangente  zicischen  beiden  liegt,  wie  z.  B.  bei  der 
Evolute  der  Parabel  (Fig.  106  auf  S.  438),  der  Ellipse  (Fig.  107, 
108  und  109  auf  S.  439  und  440j  und  der  Hyperbel  (Fig.  110 
auf  Seite  441).  Diese  Spitzen  nennt  man  ^^Sjntzen  erster  Art}'. 
Es  können  aber  auch  die  beiden  Zwei»]e,  welche  in  einer  Spitze 
zusammentreffen,  auf  derselben  Seite  der  gemeinsamen  Tangente 
liegen.     Es  sei  z.  B. 

(28.)  y  =  X-  ±  x^ , 

oder 

(29.)  F{x,  y)  =  /       2xhj  +  x^  -  oy>  =  0. 

Hier  wird 

(30.)     Fi{x,  y)  =  -    4::ry  +  4a:3  —  5.^4^     jr^^^  y-^  __  ^y  —  2x-, 

(31.)     Fn  =       ^y  +  12a;2  _  ^Q^z^     jp^^  ^  ^  4.x,     Fn  =  2. 

Für  rc  =  0,  y  =  0  verschwinden  F{x,  y),  Fi{x,  y),  F2(x,  y).. 
folglich  ist  der  Nullpunkt  ein  Boppelpunkt.    Dabei  wird 


^.o.  ,.  ^y       -^'i2±yFn'-'FnF,,_^ 

(32.)  tga  =    ,-  = r^ =  0, 

^      ^  "^  dx  i'22 

d.  h.  die  Tangenten  an  die  beiden  Curvenzweige  in  diesem  Doppel- 
punkte fallen  mit  der  X-Axe  zusammen.  Deshalb  hat  die  Curve 
in  diesem  Doppelpunkte  eine  Spitze.  Dass  der  Nullpunkt  wirk- 
lich eine  Spitze  ist,  erkennt  man  aus  Gleichung  (28.),  weil  y 
imaginär  ist,  sobald  x  negativ  wird. 
Ferner  folgt  aus  Gleichung  (28.) 


(33.) 


dy       ^         ö    -I        d^y  15    /- 


dx       '         2       '      dx 
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Fig.  162. 


Das  doppelte  Vorzeichen  iu  den  Gleichungen  (28.j  und  (38.) 
entspricht  dem  Umstände,  dass  jedem  Werthe  von  x  zwei  Werthe 
Ton  y,  also  auch  zire%  Punkte  der  Curve  zugeordnet  sind. 

Im  Nullpunkte  fallen  diese 
beiden  Punkte  zusammen  und 
gleichzeitig  auch  die  beiden  Tan- 
genten. Öo  lange  a:  <  1  ist,  liegen 
auch  beide  Zweige  der  Curve 
über  dieser  gemeinsamen  Tan- 
gente, nämlich  über  der  X-Axe, 
weil  beide  Werthe  von  y  positiv 
sind.  Für  kleine  Werthe  von  x. 
64 


d.  h.    für   X 


225 


werden  sogar 


beide    Werthe     von 


dx'' 


positio, 


d.  h.  beide  Zweige  der  Curve  sind  in  der  Nähe  der  Spitze  nach 
oben  concac;  erst  füi- 

64        .   -    d-y  15,/ 

d.  h.  der  untere  Curvenzweig  hat  in  dem  zugehörigen  Punkte 
einen  Wendepunkt  W,  in  dem  er  sich  von  der  Concavität  zur 
Convexität  wendet. 

Eine  solche  Spitze   nennt   man  eine  „Spitze  zweiter  Art'' 
oder  „Schnabel- Spitze'^.     (Vergl.  Fig.  162.) 


XX.  Abschnitt. 

Herleitung  der  Taylor'Hdhen  Reihe 

für  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen, 

Homogene  Functionen. 

Die  Taylor'sche  Reihe  für  Functionen  von  mehreren 
Veränderlichen. 

(V.rgl.  .lie  Formel -Tabelle  Nr.  259.) 

Es  sei 

(1.)  ~=f{^\i/) 

eiiie  Function  von  zwei  Veränderlichen,  dann  kann  man 
f{x  -f-  //,  y  +  k)  in  ähnlicher  Weise  nach  Potenzen  von  h  und  k 
entwickehi ,  wie  früher  (§  35  und  37)  f{x  +  h)  nach  Potenzen 
von  h  entwickelt  wurde. 

Man  findet  diese  Entwickeluug  sehr  leicht,  indem  man  zu- 
nächst 

ht  statt  h,    kt  statt  k 

schreibt  und  f^x  +  ht,  y  4-  ki)  nach  steigenden  Potenzen  von  t 
entwickelt.  Dies  geschieht  nach  der  ^lac-Laurm^sehen  Reihe  in 
folgender  Weise.    Man  setze 

(2.)  X  -{-ht=u,     y  -^  ki=  c,    f{u,  v)  —  Fit), 

dann  wird  nach  Formel  Nr.  88  der  Tabelle,  wenn  man  /"  mit 
F  und  X  mit  t  vertauscht, 
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/2 


/," 


(3.)  F(f)  =  F(0)  +  ^ ,  F'{0)  +  .,,  F"(0)  +  ...+-  J-(n)(o)  +  R. 

Bei  der  Bildung-  von  F'(t) .  F"{t), . . .  muss  man  beachten, 
dass  für  diese  Rechnung-  t  die  einzige  Veränderliche  ist,  während 
X,  y,  //,  /:  constant  bleiben,  dass  also 


(4.) 


du 
dt 


=  h. 


dt 


■wird.     Dadurch  erhält  man  nach  Formel  Nr.  216  der  Tabelle 

F{t)  =f{u,  v), 

F'(f)-  '^li^^  _dfdu   ,¥  ±^  _Gf  ,       ^j 
^  ^  ~       dt       ~  da  dt  ^  VC  dt  ~  du      ^  de   ' 


(5.) 


^  ^  df  \ou  öc    ) 

^'  df'  \du         dv  ) 


Die  Formel  Nr.  216  der  Tabelle  ist  hier  anwendbar,  weil 
u  und  V  lineare  Functionen  von  t  sind.    Für  t  =  0  wird 


(6 


''  ^'  •^'       da  dx      '       dv  du 


Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  auch  daraus,  dass 

dx~     '       dy  ~ 

ist,  weshalb  auch  für  beliebige  Werthe  von  t 

df{u.  V)  __  df{u,  v)  du  _  df{u,  v) 
d.r  du       dx  da 

df{u,  V)  _  df(u,  v)  de  _  df{u.  c) 
dy       ~       dv       dy~~       de 

wird.    Aehnliches   gilt   für   die   höheren  Ableitungen.    Daraus 
folgt 


(7.) 
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-F(0)=/Cr,y), 

V—        Tx  ^'  +  du  V      ' 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleicliung  (3.)  ein,  so  er- 
hält man 

(8.)  F{t)  =f{x  +  hf,  y  +  M)  = 

wobei 

(9.)  i2  =      ^"   '    ,  i^("+^)(0O  =^ 

^^»+1     /df(x+  0ht,  y  +  Q^it)         df{x4-&hf,y  +  0kt)   \(»+') 
(^-f-l)!\  Ö:c  ^'■*"  öy  ~'^7        ' 

oder,  wenn  man  die  zweite  Form  des  Restes  anwendet, 

(10.)  B=^^[F(>0(&,t)--F^'M)] 

__  i" \fdfix-h  0J)f,  tj+  0ikt)        df{x-\-0Jit,y+0^kt)   \(«0 
~~w!l\  dx  dy  ) 

Setzt  man  scbliesslich  t  gleich   1,  so  geht   Gleichung  (8.) 
über  in 
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nwo.r       '    dl/' 


1  /df        öf  V") 


wobei 

^      '^  {n-\-l)\  dx  dy  / 

oder 

(loa.)  R  =  l p/i--+'|M+^.i)/,+2Af±0Ai±e^,y'' 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  wieder  von  der  symbo- 
lischen Bezeichnungsweise  Geh  rauch  gemacht,  nach  welcher  z.  B. 

=  /iiC^,  y)^*-  +  %fn{x,  y)hk  +Mx,  yW 
wird.    Die  Grösse  0  liegt  dabei  immer  zwischen  0  und  +  1. 

Diese  Art  der  Entwickeluug  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf 
Functionen  von  drei  oder  von  mehr  Verändei-liclien  übertragen. 
vSo  ist  z.  B. 

(12.)    f{x  +  h,y  +  k,  z  +  l)  =/(r,  y,  z)  +  {^^h  +  ^^  k  +  |{/) 

n\  \dx  dy  dz  J 

Aus  der  7ay^or'schen  Reihe  für  Functionen  von  mehreren 
Veränderlichen  lässt  sich  dann  auch  die  3fac-Laur{>i  sehe  Reihe 
herleiten.  So  braucht  man  z.  B.  bei  Functionen  von  drei  Yer- 
änderlichen  nur 

X  =  0,     y  =  0,     z  =  0 
zu  setzen  und  dann 
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X  statt  h,    y  statt  /t,    z  statt  l 
zu  schreiben,  um  die  Function  nach  steigenden  Potenzen  von  x, 
y  und  z  zu  entwickeln. 


§  155. 

Homogene  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  230.) 

Erklärung.     Eine  Function 
(1.)  ~  =fi^i^  •r2,...a*„) 

von  n  Veränderlichen  X\.  x^, .  ..Xn  heisst  eine  „homogene  Function 
^ten  Qracles^^,  wenn  sie  sich  durch  Multiplication  der  s'dmmtlichen 
Veränderlichen  mit  eiti  und  demselben  Factor  t  in  sich  selbst  ver- 
wandelt, multiplicirt  mit  der  m*^"^  Potenz  dieses  Factors. 

Eine  homogene  Function  m*^^  Grades   wird  daher  erklärt 
durch  die  Gleichung 

(2.)  f{tx^  ,    tx.,...  tX,)  =  t'"f{x,  ,    X.  ,...  Xn). 

So  ist  z.  B. 

/"(.r,  y,  z)  =  x^  —  2x'-y  +  -i//^^  —  Ixyz 

€iue  homogene  Function  dritten  Grades  von  x,  y,  z; 

-3       2x*  -\-  z* 
f(^,  y,  ~)=  ^~  -h  Sxy  +  "^ -, — 

und 


Yx^^z^ 
sind  homogene  Functionen  zureiten  Grades  von  x,  y,  z; 

ist  eine  homogene  Function  nullten  Grades  von  a-,  y,  z. 

Satz  1.  Dividirt  man  eine  homogene  Function  w'*'*  Grades 
durch  die  m^^  Potenz  einer  ihrer  Veränderlichen^  z,  B.  durch 
ar»i*",  50  uird  der  Quotient  nur  von  den  n — -1  Verhältnissen  der 
übrigen  Veränderlichen  zu  dieser  einen  abhängen,  d.  h.  der 
Quotient  ist  nur  noch  eine  Function  von  n  —  1  Veränderlichen 

42* 
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Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 

fitXi  ,    tXo,  ...  tx,i-i  ,    tXn)   =  t'"f{Xl  ,    X2r...  Xn-l  ,    Xn)] 

setzt  man  in  dieser  Gleichung  t  =  ^i  so  erhält  man 

Xn 

f(Xt,  X2,...  X„-i,  Xn)  _    n/^\  ^     ^^     ...füzi,    lY 
Xn  \Xn       Xn  X,i  / 

Satz  2.  Aus  einer  nicht  homogenen  Function  mit  n  —  1 
Veränderlichen  ff{ui,  u^,  ...Wn-i)  ^cinn  man  eine  homogene 
Function  m**"  Grades  mit  n  Veränderlichen  machen,  indem  man 

Xi  X2  Xn—i 

Ul  =z   -     ■)    Wo  =    —  >     •  •  •  Uh—\  =  

X^i  Xn  Xn 

setzt  und  die  Function  mit  x,^  multiplicirt.    Dabei  ist  der  Ex- 
ponent m  noch  ganz  beliebig. 

Beweis.    Vertauscht  man  in 

(4.)  ^»'"y(-'  -'   ■■■—-)=f{xi,x,,...x.:) 

xi  mit  txi,  X2  mit  tx2,  ...x»  mit  tx,,,  so  geht  Gleichung  (4.) 
über  in 

t'-Xn'^rf  (^^    ^  '     •  •  •  ^)  =/(^^i  ,t^2,    ...  tXn), 
\Xn       Xn  Xn   / 

folglich  wird 

f{tXi,    tX2,  ...tx„)  =  i"'f(xi,    a-2,    ...Xn). 

Ist  9^(wi,  W2,  ...«H-O  eine  ganze  rationale  Function,  so 
verfügt  man  über  die  beliebige  Zahl  m  gewöhnlich  so,  dass  auch 
die  homogene  Function  /(a-i ,  xo,  ... x,,)  eme  ganze  rationale 
Function  w^ird. 

Man  kann  diesen  Satz  benutzen,  um  Gleichungen  zwischen 
X,  y  oder  zwischen  x,  y,  z  homogen  zu  machen,  wodurch  ihre 
Behandlung  füi'  viele  Zwecke  bequemer  wii^d.  Ist  z.  B.  die 
Gleichung 

(5.)        oiix^'  +  2ai2xy  -\-  a^iy"^  +  ^la^x  +  "la^zy  +  033  =  0 
gegeben,  so  setze  man 
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a;  =  —  5    y  =  — 

und  multiplicire  mit  a;:,^.  Dadurch  erhält  man  eine  homogene 
Gleichung  zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen  xi,  x^,  2:3, 
nämlich 

(6.)     anXi--\-'2ai.2XiX.2-\-an2X2-  +  2aiiXiXz  +  2a2:iX2Xz-\-azzXz-  =  0. 
Indem  man 

^•3  =  1 ,     also    Xi  =  X,  xo  =  y 
setzt,  kann  man  dann  jederzeit  von  den  homogenen  Gleichungen 
zu  den  nicht  homogenen  zurückkehren. 

Satz  3.  Die  ersten  partiellen  Ableitutigeti  einer  homogenen 
Function  w'"'  Grades  sind  sämmtlich  homogene  Functionen 
(m  —  1)**"  Grades. 

Beweis.    Bezeichnet  mau,  wie  gewöhnlich. 

df(Xi,    Xo,    ...X„)  -x         /.  /  X 

d^a -^"^^'^  '^'''  '""""^ 

und  setzt 

(7.)  tii  =  ^^l,  txi  '=■  u-i,  ...  fxu  =  w„, 

so  folgt  aus  der  Voraussetzung,  nämlich  aus  der  Gleichung 

f{tXi ,    tX2,    ...  tXa)  =   t'"f{Xx  ,    Xi,    ...  Xn)  , 

oder 

(8.)  fi^i.  1    ^^2  ■     .  .  •  W„)  :=  t'"f{Xi  ,    Xi,    ...  X,) 

durch  partielle  Differentiation  nach  Xa 

fcc{tfi,    Ui,    ...U,).t=t'"fa{Xi,    Xi,    ....r„), 

oder 

(9.)  faifxi ,  tx2,  ...  ix,^)  =  i'"-^fcc(xi ,  Xi,  ...  x,^ , 

d.  h.  fa{xi ,  Xi,   ... x„)   ist  eine  homogene  Function    (m  —  1)'«" 

Grades,  wobei  a  die  Werthe  1,  2,  ...n  haben  darf. 

In  derselben  Weise  kann  man  zeigen,  dass  jede  zweite 
partielle  Ableitung  von  einer  homogenen  Function  w*<="  Grades 
eine  homogene  Function  (m  —  2)''"  Grades,  allgemein,  dass  für 
r  ^  ?w  jede  partielle  Ableitung  r'"'  Grades  eine  homogene  Function 
(m — r)<"'  Grades  ist. 
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Differentiirt  man  Gleichung  (8.),  indem  man  t  als  die  ein- 
zige Veränderliche  ansieht,  so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  216 
der  Tabelle 

/l(Wl,   «2,  ...Un).Xi  Arf-iiu^,    «2,   ...w,,).a-2  +  ••• 
-f /«(wi ,  M2 ,   ...  u„)  .  Xa  =  int"'-^f{xv ,  X-i,   ...  Xn), 

oder  flir  t  =  1 

fi(xi ,  xo,  ...  x„)  .  xi  +  /^(xi ,  x-i,  ...  Zn)  .  aro  +  •  •  • 

+  fn(Xl,    X2,    ...Xn)  .X>,  =  mf(Xi,    X-,  ,    .  .  .  X,,)  . 

Dies  kann  man  noch  einfacher  schreiben,  indem  man 

f(Xi,    X-i,    ...X,)  =z 

setzt;  dann  erhält  man  nämlich 


(10.) 


dz  dz 

oxi  oxi 


-j-  x„  -^ —  =  mz . 

OXn 


Beispiel. 

Es  sei 
(11.)     z  =  anXi--i-2ai2XiX2+a22X2-  +  2aizXiX3-^2a2zX2Xz-\-a3iXz-, 
und 


Ö12  =  «21  5        «13  =  «31  5        «23  =  «32  ; 


dann  findet  man 


(12.) 


-ß—  =  2(aii2-i  -r  «122:2  +  aisXi) , 

dz 

T    =  2{a2iXi  +  «222-2  +  «232:3,1, 

0X2 


dxz 


=  2(0312:1   +   «3220   +  033.7:3); 


dz            dz  dz 

(13.)    .Ti  p      +  2-2-^ 1-  xz-^ —  =  22:i(aii.ri  +  «122:2  +  «132-3) 

OXy  0X2  OXz 

-j-  22:2(a2l2-i   +   «222*2  +  «232:3) 
+  22:3  («312-1  +   «322:2  +    «332^3) 

=  '2z, 
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Wenn  man  beachtet,  dass  -^,  ~  ,  •••^—  wieder  homo- 

dXi      0X2  dxn 

gene  Fmictionen  {m  —  l)'«»-  Ordnung  sind,  so  folgt  aus  Gleichung 
(10.) ,  indem  man  z  mit  ^  -  und  m  mit  m  ~l  vertauscht, 

Xi  ^-  -.,  +  x-2  ^ — ^ h  •  •  •  +  Xn  -^ — ^ —  =  (m  —  1)  — —  , 

öxr  dxiäxo  oxidxn       ^  ^  dxi   ■ 

öh      ,        öh    ,         ,  d-'z         ^  ,  dz 

Xi  -^ — .-. h  x-ij)—^  +  •  •  •  +  Xn  ^—-5 —  =  (m  —  1 )  -^ , 

ÖXiÖXz  ox-r  OX=idXn  ^  dxi 

oH  ^'^  ,  ,  ^--  r  ,.dz 

dXiäXu  äXodXn  dXn-  ^  ^  dXn 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  a-^,  o-o,  ...x„ 
und  addirt  sie,  so  erhält  man  unter  Anwendung  der  symbolischen 
Bezeichnungsweise  und  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (10.) 

/     dz  dz  dz  \(.'^) 

(14.)       (  .ri     !-  2-2  ^      +--+^'<7.— )    =m(m  —  1)^. 

^  \     dxi  dx-i  dXnJ  -  ^ 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  imd  findet 

^  /      dz  dz   ^         ,        dz  \('-.' 

(15.)  (  .rj  ,      +x-2-^      + r^n^-)   =m(m — 1)  •••(m— r+l  >:. 

^      ^  \     dxi  ox-2  dxj  \         1      \ 


Durch  diese  Formeln  kann  man  die  Gleichung  der  Taugeute 
einer  ebenen  Curve  und  die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer 
Fläche  vereinfachen. 

Es  sei  z.  B. 
(16.)  y  —f{^)'.     oder    ¥<,x,  >j)  =  0 

die  Gleichung   einer  Curve  w'«"  Grades,   so   erhält  man   nach 
Formel  Nr.  134  der  Tabelle  füi-  die  Tangente  die  Gleichung 

oder 

(17.)  F,{x,  y)  {x'  —  :>;)  +  i^/tr,  y)  (y'  —  y)  =  0. 

Macht  man  jetzt  aber  die  Gleichung  (16.)  homogen,  indem 
man 
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(18.)  X  =  ^1    y  =  — 

setzt  und  mit  Xä"  multiplicirt,  so  wii-d 

(19.)  x,-f(^  ,   ^)  =  G(t„  x„  X,)  =  0. 

\Xz        Xs/ 

Daraus  erhält  man  durch  partielle  Differentiation  nach  xi 
und  X2 

xi"-^  Fl  (  ^  ,    —  )  =  6^1(3-1,  X2,  xz) , 

\Xz        XzJ  V      '        '        /' 

Deshalb  geht  Gleichung  (17.),  wenn  man  sie  mit  xz"  multi- 
plicirt und 

/  _  j^         ,  _  xz 
XZ  Xz 

setzt,  über  in 

(20.)  Gi{x\  —  xi)  +  G^[x'i  ^x.,)  =  0. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (10.) 
(21.)  GiXi  +  GiX2  -f  6^33-3  =  nG{xi,  x^,  Xz)  =  0, 

folglich  erhält  man  durch  Addition  der  Gleichungen  (20.)  und 
(21.)  füi'  die  Tangente  die  Gleichung 
(22.)  Gix\  +  G.2x'^  +  6^32^3  =  0. 

Indem  man  zum  Schlüsse 

Xz  =  1,    also    xi  =  X.  X2  =  y,  x'i  =  x',  x'-2  =  y' 
setzt,  gehen 

6^(2:1,    X2,    Xz),        Gl,        G2 

bezw.  in 

F(x,y),  Fl,     F, 

über.  Diese  Form  füi-  die  Gleichung  der  Tangente  ist  einfacher 
als  die  bisher  benutzte,  denn  die  Gleichung  (17.)  ist  in  Bezug 
auf  X  und  y  vom  n^"'  Grade ,  während  die  Gleichung  (22.)  nur 
vom  (n  —  1)'«"  Grade  ist. 
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Beispiel. 

Macht  man  die  Gleichung  der  Ellipse  homogen,  so  er- 
hält man 

(23.)  G{zi ,  Xi ,  Xi)  =  bW  +  aVo^  ^^  «2^2^32  =  0 , 

folglich  wird 

(24.)  Gl  =  2b'~xt ,     G.  =  2a^X2 ,     G^  =  ~  2a^^xz , 

so  dass  man  für  die  Tangente  die  Gleichung 
(25.)  ¥xix\  +  a''-X2x'.2  ^  dW~Xz^  =  0 

findet,  die  für  xz  =  1  in 
(25  a.)  b-xx'  +  a?ijy'  —  a%''  =  0 

übergeht. 

Man  erkennt ,  dass  das  hier  allgemein  erläuterte  Verfahren 
bei  den  in  §  88  behandelten  Aufgaber  bereits  Anwendung  ge- 
funden hat. 

Ist 
(26.)  F{x,  y,  c)  =  0 

die  Gleichung  einer  Fläche  n*^^  Grades,  so  hat  nach  Formel 
Nr.  224:  die  Tangentialebene  im  Flächenpunkte  P  die  Gleichung 
(27.)  F,{x'  —  x)  +  F^iy'  —  y)  +  Fz{z'  —  z)  =  0 . 

Macht  man  Gleichung  (26.)  homogen,  mdem  man 

__  ^  __X2 Xz 

Xi  ^4         ~  ^^i 

setzt  und  mit  Xi"  multiplicii't,  so  erhält  man 

(26 a.)  x.-fC^  ,   ^  ,    ^')  =  G{x, ,x.i,xz,x,)  =  Q. 

\Xi        Xi        X.i/ 

Daraus  ergiebt  sich  diu'ch  partielle  Differentiation  nach  xi, 
X2  und  X3 

„     ,  ^   /Xi        X-z        X3\  ^  ,  ^ 

Xi^~^  jFi  (  ?      —1      —  )  =    G^{X^  ,  3-2  ,   3:3 ,  Xi^)  , 

\Xi        Xi        Xi/ 

,     ,  ^    /Xi        Xi        X^  ^f  s, 

a;4"--i FiK  —  i    —1    —  )  =  GUx^ ,X2,Xä,  Xi) , 

\Xi        Xi        Xi/ 

Xi-'F,  C^,      ^',     ^)  =    6^3(^1 ,  Xo  ,  X,  ,  Xi)  . 
\X4         Xi        Xi/ 
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Deshalb  geht  Gleichung  (27.),  wenn  man  noch 
,       x\       ,      x'i       ,      x\ 

Xi,  Xi  X4 

setzt,  über  in 

(27  a.)      Giix\  —  xi)  +  Giix'o  —  x.)  +  Gsix'^  —  x^)  =  0. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (10.) 
(28.)  GiXi  +  G2X2  +  G3X3  +  GiXi  =  7iG{xi,  X2,  X3,  Xi)  =  0, 
folglich  erhält  man  diurch  Addition  der  Gleichungen  (27  a.)  und 
(28.)  für  die  Tangentialebene  die  Gleichung 
(29.)  Gix\  +  G2x'2  +  6-'3.r'3  +  GiTi  =  0. 

Indem  man  zum  Schlüsse 
2:4=1,     also      Xi=x,      a-'i  =  y,      Xz  =  ~, 
x'i  =  x' ,    x'i  =  y\    x'z  =  z' 
setzt,  gehen 

G{Xi,  xo,  X3,  Xi),     Gl,  Go,  Gz 
bezw.  in 

F{x,  y,  z),  F„    F,,    Fz 

über.  Diese  Form  für  die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist 
einfacher  als  die  bisher  benutzte,  denn  Gleichung  (27.)  ist  in 
Bezug  auf  x,  y,  z  vom  ti'"'  Grade,  während  Gleichung  (29.) 
nur  noch  vom  (w  ■ —  1)'*"  Grade  ist. 

Beispiel. 

Macht  man  die  Gleichung  des  EUipsoids 

X-      y-      z- 

.,  +  i,  +    ,-1  =  0 
a-       0-       c^ 

homogen,  so  erhält  man 

(30.)  G{xi ,x,,x,,  X,)  =  ^i'  +  ^  +  ^  -  :r.^  =  0, 

folglich  wird 

(31.)        Gi=^,    ^^  =  1"'    ^^=^'    ^^  =  -2^-^' 
SO  dass  man  für  die  Tangentialebene  die  Gleichung 
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(32.)  ^,     +     ^2     +  -^       ^4-0 

findet,  die  für  2-4  =  1  in 

(32a.)  -;  +  -|:+-j._i  =  o 

u^         0-         c* 

übergeht. 

Man   erkennt,    dass   auch   diese  Vereinfachung   bereits   in 
§  IJty  zur  Anwendung  gekommen  ist. 


XXI.  Abschnitt. 

Maxima  und  3Iinima  der  Functionen 
Ton  mehreren  Veränderlichen. 

§  150. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen 
von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formol- TabeUe  >;r.  231.) 

Es  sei 
(1.)  ~-  =Är,  y) 

eine  stetige  Function  der  beiden  von  einander  unabhängigen 
Veränderliclien  x  und  y;  man  nennt  dann  z  ein  Maximum,  wenn 

/(^,  y)  >/(^  +  ^  2/  +  f^) 

wild  füi'  liinreichend  kleine,  im  Uebrigen  aber  beliebige,  podtke 
oder  negatice  Wertbe  Ton  h  und  k.  Dagegen  nennt  man  ~  ein 
Minimum,  wenn  für  die  angegebenen  Werthe  von  h  und  k 

•  fi.^,  y)  <fi?^  h,  y  +  ^) 

wird.  Um  die  Werthe  von  x  und  y  zu  bestimmen,  für  welche 
z  ein  Maximum  oder  Minimum  mrd,  muss  man  also  untersuchen, 
für  welche  Werthe  von  x  und  y  die  Differenz 

(2.)  J  =/(x  +  /',  2/  +  ^)  -/(^,  y) 

beständig  negatic,  bezw.  beständig  positiv  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  entwickelt  man  J  mit  Hülfe  des 
Tai/^or'schen  Lehrsatzes  nach  steigenden  Potenzen  von  h  mid  k, 
wobei  vorausgesetzt  wird,  dass/f.r,  y)  und  die  vorkommenden 
Ableitungen  davon  für  die  betrachteten  AVerthe  von  x  und  y 
stetig  und  endlich  sind.  Dann  erhält  man  nach  Formel  Nr.  229 
der  Tabelle  * 
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(3.)      f(x  +  7^  y  +  k)  =f{x,  y)  +  (^£h  +  I^ä)  +  R- 

dabei  ist,  weun  man  die  zweite  Form  des  Restes  anwendet  und 
bei  0  den  Index  1  fortlässt, 

(4.)  R  =  [/\{x  +  0Ä,  y  +  0k)  ~f,{x,  i/)]  h 

+  [Mx  +eh,y+  Qk)  -~f,{x,  y)]k. 
Da  die  Stetigkeit  der  Functionen  fi{x,  y)  und  f2{x,  y)  vor- 
ausgesetzt wird,  so  kann  man  die  absoluten  Beträge  der  Diffe- 
renzen 

f,{x+Qh,y+Qk)-f,{x,^j) 
und 

f\{x  +  0Ä,  y  +  0k)  -f,(x,  y) 

für  hinreichend  kleine  Werthe  von  h  und  k  so  klein  machen, 

als  man  nur  wül,  z.  B.  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grösse  a. 

öf  (x  li) 
Wäre  jetzt       p.        —fA^i  y)  von  Null  verschieden,  so  könnte 

man  X;  =  0  und  h  so  klein  machen,  dass 

"  <  '/i(^5  y)  I 
wird.    Da  nun  aber 

(5.)  R  =  IMx  +  0h,  y)  -/,(:r,  y)]  h 

seinem  absoluten  Betrage  nach  noch  kleiner  ist  als  ah,  so  hat 
(6.)  J=f,{x,y)h  +  R 

dasselbe  Vorzeichen  wie  fi{x,  y)h.    Deshalb  wechselt  J  mit  h 
zugleich   das  Zeichen,   ist   also  weder   beständig  negativ,  noch 
beständig  positiv.     Daraus  folgt,    dass  f{x,  y)   nur   dann   ein 
Maximum  oder  Minimum  werden  kann,  wenn 
(7.)  f,{x,  y)  =  0 

ist.  Die  Nothwendigkeit  dieser  Bedingung  erkennt  man  schon 
daraus ,  dass  f{x,  y)  ein  Maximum  bezw.  ein  ;Minimum  bleiben 
muss,  wenn  man  y  als  unveränderlich,  also  x  als  die  einzige 
Veränderliche  betrachtet.  Wie  nun/(a-)  nur  füi"  Werthe  von  x 
ein  Maximum  oder  ]\linimum  werden  konnte,  für  welche /'(»:)  =  0 
wurde  (vergl.  Formel  Nr.  118  der  Tabelle),  so  kann  hier/(A-,  y) 
nur  für  Werthe  von  x  und  y  ein  Maximum  oder  Minimum 
werden,  für  welche  die  Gleichung  (7.)  befriedigt  ist. 
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Ebenso  kann  man  jetzt  aber  auch  zeigen,  dass 

(8.)  /aC^-,  2/)  =  0 

sein  muss.  Aus  den  Gleichungen  (7.)  und  (8.)  findet  man  dann 
die  Werthe  von  x  und  y,  füi'  welche  mögliche?-  Weise  ein 
Maximum  oder  Minimum  von/(r,  y)  emtritt. 

Ob  für  die  so  gefundenen  Werthepaare  von  x  und  y  vÄrk- 
lich  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  darüber  entscheidet 
in  vielen  Fällen  schon  der  Charakter  der  Aufgabe,  wie  das 
folgende  Beispiel  zeigen  möge. 

Aufgabe.  In  der  Ebene  seien  beliebig  viele  Punkte  Pi , 
P.2,  ...  Pn  niit  den  Coordinaten  xi,  yi;  arg ,  yo ; .  • .  ^u ,  Vn  gegeben  : 
ihre  Massen  seien  bezw.  3/i ,  il/o, . . ,  3/„;  man  soll  die  Coordinaten 
eines  Punktes  P  finden,  so  dass  die  Summe 

J/,  .  PP^-  +  M. .  PP'  +  ■■■+  Mn  .  PPn 
ein  Mmimura  wii'd. 

Auflösung.     Hier   ist   die   Function,   welche   ein   Minimum 
werden  soll. 
(9.)    f{x,  y)  =  M,[{x-x,fMy-y^n  +  M,[{x-x,f^{^^-y,f] 

+  .  •  -  +  M,{{x  -  x.„f  +  (y  —  ynf] , 
also 

\f^{x,y)  =  2M^{x^x,)-\-2M.2{x—x.2)+  ...  +2M„{x~x,), 
^^^'''  \M^,y)  =  23/,(T/-2/0  +  23/2(y-y2)+  ••■  +2]\L{y-y„). 
Indem  man 

fiix,  y)  =  0     und    /.(.r,  y)  =  0 
setzt,  findet  man 

[        _  MiXi  +   MoXo  -\ +  MnX„ 

J  "^  ~        Ml  +  Mi^-'-^+Mr~ ' 

^^^'^  I      ^  il%,  +  3%2  +  ---+  M„yn 

[^  3Ii-\-M2-\ [- Mn 

Da  bei  dieser  Aufgabe  sicher  ein  Pimkt  vorhanden  ist, 
welcher  die  Eigenschaft  des  Minimums  besitzt,  und  da  man  nur 
ein  einziges  Werthepaar  von  x  und  y  findet,  für  welches  die 
beiden  nothwendigeu  Bedingungen  erfüllt  smd,  so  muss  dieses 
Werthepaar  das  Minimum  liefern. 
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So  einfach  ist  aber  die  Entscheidung  im  Allgemeinen  nicht. 
Dagegen  ergehen  sich  für  alle  Fälle  die  folgenden  Eegeln. 

Sind  die  Bedingungsgleichmigen  (7.)  und  (8.)  befriedigt,  so 
findet  man  durch  die  Ent\^ickelung  nach  der  Taylor'schen  Reihe 

(12.)  J  =  2^j  (.M'  +  2Uhk  +/o2^-^)  +  i?, 

wobei  nach  Formel  Nr.  229  der  Tabelle,  wenn  man  n  =  2  setzt 
und  wieder  die  zweite  Form  des  Eestes  anwendet, 


R 


=hl 


'df{x  +  0h,  y  +  Qk)  df{x  +  Gh,  y  +  SIS)  A(2) 

1^ h  +  ^ k  I 

öx  öy  / 


also 

(13.)  2R  =  [Mx  +  eh,  y  +  O/^  --Mz,  y)]h^ 
+  2[Mx  +  eh,  y  +  0Ä-)  -/io(:r,  y)\hk 
+    [Mx  4-  eh,  y  +  eii)  -^^Mx,  y)]k^ 

ist.    Da  die  Stetigkeit  der  Functionen  fn{z,  y),  /laC^",  y),  fiiix,  y) 

vorausgesetzt  wird,   so   kann   man   die  absoluten  Beträge  der 

Differenzen 

/,  ,{x  +  eh,  y  +  0^•)  —fnix,  y) , 

fi2{x  +  eh,  y  +  ek)  —f^i{x,  y), 
f,n{x  +  eh,  y  +  ek)  —Mx,  y) 
für  hinreichend  kleine  Werthe  von  h  und  k  so  klein  machen, 
wie  man  nur  will,  z.  B.  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grösse  ß. 
Dann  wü'd 
(14.)         2    R    <.  ß{h^  +  2  I  M  1  +  k-')  =  n\  h\-\-\k  1)2. 

Setzt  man  jetzt 
(15.)  M^:  y)h'  +  2Mx,  y)hk  +  h.{x,  y)k^  =  cp(h,  k), 
so  heisst  diese  homogene  Function  zweiten  Grades  „eine  definite 
Form'',  wenn  sie  für  alle  Werthe  von  h  und  /.;,  von  denen 
wenigstens  der  eine  von  Null  verschieden  sein  muss,  entweder 
beständig  positiv  oder  beständig  negativ  ist.  Es  soU  nun  durch 
die  folgenden  Untersuchungen  gezeigt  werden,  dass  J  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  h  und  k  mit  (f{h,  k)  gleiches  Vor- 
zeichen hat,  wenn  diese  Function  eine  definite  Form  ist,  dass 
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also  f{x^  y)  für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y  ein  Minimum 
wird,  wenn  (p{h,  k)  beständig  positiv  ist,  und  dass  f[x,  y)  ein 
Maximum  wird,  wenn  «/■(ä,  k)  beständig  negativ  ist. 

Um  darüber  zu  entscheiden,  ob  f/(Ä,  k)  eine  definite  Form 
ist,  bilde  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  /u  <  0  ist, 

dies  giebt 

(16.)    r/(A,  Ä)  =  i-  [(/uA  +/,2/.-j-^  +  (/u/22  -fv^)k% 
711 

Damit  dieser  Ausdruck  für  /?;  =  0  positiv  ist,  muss  zunächst 
(17.)  /,i  >  0 

sein;  damit  ferner  ^(ä,  ^)  auch  positiv  ist,  wenn  man 

f  <tk 

fnh  +  t\^k  =  0 ,     oder     h  =  —  •^~ 

/ii 
setzt,  muss  ausserdem 

(18.)  /u/22  — /12'  >  0 

sein.  Diese  beiden  Bedingungen  (17.)  und  (18.)  sind  nothwendig, 
sie  sind  aber  auch  hinreichend;  demi,  wie  man  auch  h  und  k 
bestimmen  mag,  </■(/«,  k)  ist  dann  immer  positit,  so  lange  h  und 
>?;  nicht  beide  gleich  0  sind. 

In  derselben  Weise  kann  man  unter  der  Voraussetzung, 
dass/22^0  ist,  die  Function  (f{h,  k)  auf  die  Form 

(19.)         cf{h,  k)  =  -f-  [(/u/22  -  fvPyi''  +  ifnh  -hf22kf] 

J-22 

bringen.    Dabei  folgt  aus  den  Bedingungen 

/u  >  0  und  /u/22  — /i2^  >  0,     oder   /u/22  >/i2^  >  0 
schon  ganz  von  selbst,  dass  auch  fn  >  0  sein  muss. 

Gelten  die  Ungleichungen  (17.)  und  (18.),  so  kann  man  für 
hinreichend  kleine  Werthe  von  h  und  k  die  oben  eingeführte 
Grösse  ß  kleiner  machen  als  die  Werthe  von 

f''f'^:-f'-''    und   M^^z:!^, 

4/u  4/22 

woraus  sich  ergiebt,  dass  auch 

ß  </u     und    ß  </22 

ist.    Dadurch  wird  für  A  <  0,  >?;  =  0  nach  Ungleichung  (14.) 
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(20.)  (f{h,  k)  =/iiÄ2  >  ßli^  >'2\R   , 

und  für  /^  =  0,  k^Q 

(21.)  <f{h,  /i)  =/.2/t2  >  ßk'^>-2\R\. 

Femer  wird  nach  Gleichung  (19.)  für  |  A  |  ^  |  ^  |  >  0 

(22.)    <fih,k-\^tj:^^^^-^'''' h^>ißh^>ß{\h\  +  \k\f>2\R  ^ 

/22 

und  nach  G-leichung-  (16.)  für  |  ^  |  ^   h    >  0 

(23.)     <p{/^,  k)^'^-^;:^I^k''>m^>ß(\h\+\k\f>2\R,. 

Deshalb  wird  nach  Gleichung-  (12.) 

J  =-.  ]^  ,f{h,  k)  +  R, 

gleichviel,   üb  R  positiv   oder  negativ  ist,   mit  ([{Ji,  k)  gleiches 
Vorzeichen  haben,  d.  h.  J  ist  beständig  positiv. 

Somit  shid  die  Bedingungen 
(24.)    Mx,  y)  =  0.    fix,  y)  =  0,    fn  >  0,    /11/22  ^M  >  0 
dafür,  dass /"(r, //)  ein  Minimum  wird,  auch  hinreichend. 

Ebenso  findet   man  aus  Gleichung  1I6.),  dass  die  Function 
f/'(A,  k)  besfündig  negatio  ist,  wenn 

(25.)  /,,  <  U     und    fnfn  ~fv2-  >  0 

ist.     Aus  /ii,/22  >./"i2"  >  0  folgt  dann,   dass  auch  /o>  <  0  sein 
nniss. 

Macht   man   jetzt   die  absoluten  Beträge   von  //  und  k  so 
klein,  dass  ß  kleiner  wird  als  die  Grössen 

^  /.  tnfn       /12"  /11/22  —  ./12" 

SO  wird  für  /i  ^0,  k  =  0  nach  Ungleichung  (14.) 
26.)  —  (f(h,  k)  =  --/i,//-  >  M-  >2\R   , 

und  für  /^  =  0,  X;  ^  0 
( 27.)  —  (f{h,  k)  =  — /22^2  >  ßk""  >2\R\. 

Kiepert,  Differential  -  Rechnung.  43 
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Ferner  wird  iiacli  Gleichung'  (19.)  für  |  ^  |  =  U'^  I  >  <-* 
(28.)  ~rp{h,k)  >  —■f^^^^^^'-\''>m-^ß{\h\Mk\f>'i\li\, 
und  nach  G-leichung  (16.)  fiir  !  Z^;  i  ^  |  /?  |  >  0 

Deshalb  hat  auch  in  diesem  Falle,  gleichviel,  ob  li  positiv 
oder  negativ  ist,  J  mit  (f{li,  k)  im  hhireichend  klehie  Werthe 
von  h  und  k  gleiches  Vorzeichen,  d.  h.  J  i.st  heat'dndig  negatic. 

Somit  sind  die  Bedingungen 

(30.) /i(^,  y)  =  0,    f. ix,  y)  =  0,    /„  <  0,    ./n/22  -  /12-  >  0 
dafür,  dass  /(s-.  y)  ein  Maximum  wird,  auch  hinreidiend. 

Ist  dagegen 
(31.)  /11/--/12-  <0, 

so  ist  ff{h^  k)  keine  definite  Form,  denn  für  /  =  0  hat  (f[h.  k)  = 

/'iiÄ-  gleiches  Vorzeichen  mit /n,    und  für  h  —  — -^^    ,    oder 

/it 
/'iiA  + /lo/,:  =  0  wird  nach  Gleichung  (16.) 

(32.)  ^(>^,/;)=-^*%=^'^^ 

und  hat  deshalb  das  entgegengesetzte  Zeichen  wie  /u .  Dabei 
wird  für  diese  besonderen  Werthe  von  h  und  k  die  Function 
(f{h,  k)  über  das  Vorzeichen  von  J  entscheiden,  denn  für  k  =  0 
■\\ird 

(33.)  2J  =/n  }^  4-  [Mx  +  Qh,  y)  -/u(:r,  2/)]ÄS 

w^obei  man  den  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  //  beliebig  klein  machen  kann;  und 
für/it^  =  — ,f\ik  wird 

(34.)  2^  -  UU~Al  ^,  ^  2^ 

./ii 
wobei  nach  Ungleichimg  (14.;  in  diesem  Falle 

2\R\<ß{\h\  +  \k\f=^%{\fu\+\fn\f 
./ii 
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ist.     Für  liinreichend  kleine  Wertlie  von  k  kann  man  aber  den 
Ansdruck 

./ii"  ,711 

machen.     Deshalb  wird,  wenn 

ist.  f{a-,  y)  weder  ein  Maximum  nocJi.  ein  Minimum,  da  J  weder 
beständig  negativ  noch  beständig  positiv  ist. 

Ist  endlich 
(35.)  /„/22— /,,2  =  0,     oder   Ufn^M, 

so  wird  nach  Gleichung  (16.),  wenn/u^O  ist, 

(36.)  ^fUtJ>)=  l    ifnh^Uhf, 

oder  nach  Gleichung  (19.),  wenn  f-n  ^  0  ist, 

(37.)  ^(h,/,)  =  ^    {fv2h-^Ui/.f. 

.722 

•In  diesem  Falle  nennt  man  die  homogene  Function  (f(h,  /?:) 
eine  ..annidefimte  Form"\   sie   verschwindet  nämlich  für  h  =  0, 

k  —  0  und   (lusserdejn   noch  für  /;  =  —    7^  '    während  sie  für 

alle  anderen  AVerthe  von  h  und  k  dasselbe  Vorzeichen  hat  wie 
/ii.  bezw.  wie/20.  Deshalb  kann  jetzt  (f{h,  k\  nicht  mehr  für 
alle  A\'trthsysteme  von  h  und  /.•  über  das  Vorzeichen  von  J 
entscheiden.  Man  kann  vielmehr  über  die  AVerthe  von  h  und  k 
so  verfügen,  dass  ff{h,  k^  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  selbst 
dann  kleiner  als  2  | -R  |  wird,  wenn  man  die  absoluten  Beträge 
von  h  und  k  beliebig  klem  macht. 

V\'\ü   dies    geschieht,   möge    zunächst   bei   einem    Beispiele 
gezeigt  werden.     Es  sei 

(33.)  fix,  y)  =  (2px  -  -  y')  (2qx  ^  y^) 

=  ipqx^  —  2(  p  -f  q)xy^  -(-  y*, 
also 

43* 
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(39.)    fi{x,y)  =  8pqx^2(p  +  q)y%  /-/r,  y)  =  ~  M  p  +  q)xy  +  iy\ 
(40.)  fn{T,  y)  =  8pq,    /i,(.r,  y)  =  —  4( jo  +  -/)y, 

/■22i^,y)=-KP  +  9)-r-\-  W- 
Da  die  Functionen  /if-^,  y)  \mdf2ix,  y)  für  a;  =  0.  y  =  0 
beide   verschwinden,    so    muss  man  untersuchen,    ob    für   diese 
Werthe  von  x  und  y  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt.     Aus 
den  Gleichungen  ( 40.)  ergiebt  sich  für  .r  =  0,  y  =  0 
(41.)        /n(a0)  =  8/>?,    /,,(0,  0)  =  0,    /22(0,  0)  =  0, 
also 

(42.)  /,,/22--/W'=    (I. 

Die  Bedingungen,  welche  bisher  für  das  Eintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  aufgestellt  worden  sind,  werden  also 
nicht  erfüllt. 

Dagegen  folgt  aus 

(43.)    ./'(O  +  //,  0  +  k)  =f{h,  Ic)  =  ^pqh"'  -2{p  +  q)hh^  +  kK 

dass  die  Function  (f[h.  k),  welche  sich  in  diesem  Falle  auf  das 
eine  Glied  8pqJi-  reducirt,  nicht  inmier  über  das  Vorzeichen  von 

(44.)     J  =f{li,  k)  —/(O,  0)  =  Apqh^  —  2(  p  +  q^hk"-  +  Ä* 

entscheidet.    Setzt  man  z.  B. 

(45.)  /^-  =  '2lh, 

wo  man  über  die  Grösse  /  noch  beliebig  verfügen  darf^  so  wird 

(46.)      J  =^4:[pq—{p  +  qM+  P]h'-  =  ^{l  —  p)  {l~q)h\ 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  p  >  q  ist,  wird  deshalb  J 
positiv,  wenn  l>p.  oder  l<q  ist:  dagegen  wird  zl  negatic, 
wenn  p  >  l  >  q  ist.  Obgleich  also  (f{h,  k)  niemals  negatic  wer- 
den kann,  wenn  p  und  q  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wird  ^ 
doch  positive  U7id  negative  Werthe  annehmen,  so  dass  /(O.  0) 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist. 

Bemerkuug. 

In  dem  Falle,  wo 

ist,  liegt  die  folgende,  fehlerhafte  Schlussweise  nahe.    Wenn  z.  B.  f^.^  >  ^ 
ist,  so  folgt  aas  Gleichung  (IG.)  für/u/io. — ./i2"  =  '^';  dass 
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(47.-)  ,f(h,  k)^^{fnh+f,okf 

ist,  folglich  hat  rf[h,  k)  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  /u .  Nur  für 
fi\li  =  — f\-2k  wird  </(A,  k)  gleich  Null  und  kann  deshalb  nicht  mehr 
über  das  Vorzeichen  von  //  entscheiden.  Für  diesen  besonderen  Werth 
von  h -.k  muss  also  das  Vorzeichen  von  J  noch  untersucht  werden,  in- 
dem man 

^=/(^-T^'    V^k)-f{x,y) 

nach  steigenden  Potenzen  von  k  entwickelt.  Da  man  es  hierbei  nur  mit 
einer  einzigen  Veränderlichen  k  zu  thun  hat,  und  da  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  die  Glieder  erster  und  zweiter  Dimension  verschwinden, 
so  wird 

z/  =  CÄ;3  +  Dk'^  -f  -BÄ;5  4-  •  •  • . 

Ist  C'^0,  so  wechselt  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  k  die 
Grösse  J  mit  k  zugleich  das  Vorzeichen,  so  dass  weder  ein  Maximum 
noch  ein  3Iinrmum  eintreten  kann.  Ist  aber  C'  =  ü,  so  tritt  em  Minimum 
ein,  wenn  /ji  und  D  beide  jwsitir  sind,  und  ein  Maximum,  wenn  /n  und 
D  beide  negativ  sind.  Haben  /n  und  Z)  verschiedenes  Vorzeichen,  so  tritt 
weder  ein  3Iaximum  noch  ein  3Iinimuin  ein. 

Dass  diese  Schlussweise /e/t^er/ja/f  ist,  lehrt  schon  das  oben  an- 
geführte Beispiel,  in  welchem  /(O,  0)  weder  ein  Maximum  noch  ein 
Minimum  ist,  obgleich  iu 

J  =  4:pqh^  —  2{:P  +  q)hk'^  -f  Ä* 
alle  soeben  angegebenen  Bedingungen  für  das  Eintreten  eines  Minimums 
erfüllt   sind.      Es    ist  nämlich  unter  der   Voraussetzung,    dass  p   und  q 
gleiches  Vorzeichen  haben, 

■-^)/u=8/;3>0, 

o)  der  Coefficient  C  von  U^  in  der  Entwickelung  von  J  nach 

f    k 

steigenden  Potenzen  von  k  ist  gleich  0,  weil  A  =  — "y    =U 

ist, 
4)  der  Coefficient  D  von  Ä;*  in  dieser  Entwickelung  ist  gleich 
+  1,  also  positiv. 

Der  Fehler  der  angeführten  Schluss weise  hegt  darin,  dass  für  das 
Vorzeichen  Aon  J  die  Glieder  höherer  Dimensionen  nicht  nur  in  dem 
Falle  den  Ausschlag  geben,  wo  (f(h,  k)  verschwindet,  sondern  auch  schon 
dann,  wenn  <f>{h,  k)  sich  dem  Werthe  0  nähert,  ohne  dass  /*  und  k  gleich 
0  werden.  Indem  die  Function  (p(h,  k)  für  hinreichend  kleine  Werthe 
von  h  und  k  beliebig  klein  wird  von  einer  höheren  als  der  zweiten  Ord- 
nung, kann  sie,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  kleiner  sein  als  die  Summe 
der  Glieder  dritter  und  höherer  Dimensionen, 
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Will  man  in  dem  Falle,  avo 

ist,  die  Untersuchung,  o\)  fix.  y)  ein  Maximum,  oder  ein  Minimum, 
oder  keines  von  beiden  ist,  zu  Ende  führen,  so  muss  man  Ije- 
achten,  dass  J  eine  Function  F{h,  k)  ist,  deren  Vorzeichen  für 
sehr  kleine  Werthe  von  h  und  k  bestimmt  werden  soll.  Indem 
man  zunächst  annimmt,  dass  h  einen  sehr  kleinen  positiven  odt-r 
negativen,  aber  constanten  Werth  besitzt,  kann  man  F{h,  k)  als 
eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  k  Ijetrachten  und  na'.h 
den  Regeln,  welche  für  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima 
bei  Functionen  von  einer  Verändei  liehen  gelten,  die  Werthe  von 
k  bestimmen,  für  welche  F{h,  k)  ein  Maximum  oder  Mininmm 
wird.  Zu  diesem  Zwecke  sur-ht  man  die  A\>rtliP  von  k  auf, 
für  welche 

dF{h,  k~)        ,.,,,, 

wird.     Von  diesen  A^>rthen  braucht  man  aber  nur  diejenigen  zu 
berücksichtigen,  welche  zwischen  den  beiden  constanten  Grenzen 
—  h  und  +  h  liegen ;  sie  seien  (der  Grösse  nach  geordnet  i 
k\  =  ff\{Ji).  ki  =  (piiji),  . . .  k,n  =  fpm{K). 

Ebenso  kann  man  annehmen,  dass  k  einen  sehr  kleinen  posi- 
tiven oder  negativen,  abei'  constanten  Werth  besitzt,  und  Fiji.  k) 
als  Function  der  einzigen  Veränderlichen  h  betrachten.     Indem 
man  die  Werthe  von  h  aufsucht,  für  welche 
dF{h,  k)        r,  1     r 

wird,  tindet  man  die  ^^'erthe  von  //.  für  welche  F{/i,  k)  möglicher 
Weise  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Auch  liier  braucht 
man  nur  diejenigen  Werthe  von  h  zu  berücksichtigen,  welche 
zwischen  den  beiden  constanten  Grenzen  — k  und  -\- k  liegen: 
sie  seien  (der  Grösse  nach  geordnet) 

7/1  =  4'\(k),   h  —  a'->{k),  .../i„  ^  W„{k). 
Ergiebt  sich  jetzt,  dass  die  Grössen 

F(/i,-^/i),  F{h,  k,,  F{h,  k,),  ...F(h,  k,„),  F(h,  +  h). 


(•iB.)   |^^_^.^^,^   F{/n,  k),   F(h.,k),  ...F{hn,/c),  Fi+Z-, /■) 
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sümmilicJi  neyutic  sind,  SO  ist  ^1  für  tüJe  in  Betracht  kommen- 
den Werthe  von  //  und  l-  negativ,  weil  auch  die  gröbsten  Wenhe 
von  z/  noch  negativ  sind.  Ergiebt  sich  aber,  dass  die  in  (48.) 
angegebenen  Grössen  ^immtlich  positiv  sind,  so  ist  J  füi'  alle 
in  Betracht  kommenden  Werthe  von  h  mid  /.;  positiv,  weil  auch 
die  kleinsten  Werthe  von  J  noch  positiv  sind.  In  dem  ersten 
Falle  wird  also  ./(>,  ?/)  iAw  Maximum  und  in  dem  zweiten  Falle 
ein  Minimum. 

Diese  Bedingungen  sind  gleichzeitig  auch  die  notlitreiidifjen-. 
denn  sind  die  unter  (48.)  angegebenen  Grössen  theilweise  positiv 
und  theilweise  negativ,  so  wechselt  J  das  Vorzeichen,  woraus 
ilann  folgt,  dass  /(r,  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
wird. 

Die  vorstehenden  Umformungen  sind  nnter  der  Voraus- 
setzung durchgeführt  worden,  dass /u^O  ist.  Fällt  diese  Vor- 
aussetzung fort,  so  wü'd  im  Allgemeinen  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Mipimum  eintreten. 

Ist  nämlich 
49.)  ./n  =  0,    ./i-2<0,    /ü2<0, 

SO  wird 

(50.)  r/l//,  /•)  =  '2t\Jlk  +,/,o/c2 

Für  h  =  ()  hat  daher  (f{h,  k)  mit /^o  gleiches  Vorzeichen; 
für  Jt  =  _•'--'  dagegen  sind   die  Vorzeichen  von   ff{h,  k)  und 

./l2 

f-22   ungleich. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  den  Fall  erledigen,  wo 

(51.)  /u<0,    ./'.o^O,    ./V2  =  0 

ist;  man  braucht  nur  die  Indices  1  und  2   und  die  Grössen  // 
und  k  mit  einander  zu  vertauschen. 
Ist  ferner 

(.52.)  /U   =  0,      fvl  <  0,      f. 22   =  0, 

so  wechselt 
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(53.)  (f{k,  k)  =  %f\M 

mit  //  (uiid  ebeni>()  mit  k)  das  Vorzeichen.  Wenn  also  die*  Vor- 
aussetzungen (49.),  (51.1  oder  (52.)  g-elten,  kann  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  eintreten.  Denn  J  wechselt  mit 
(f{h,  k)  zug'leich  das  Vorzeichen,  da  die  betrachteten  Werthe 
von  (f{h^  h)  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung-  sind  und  sich  von 
J  nur  (lui"ch  kleine  Grössen  dritter  Ordnung-  unterscheiden. 
Die  Fälle,  in  denen 

(54.)  /„   =  0,     /i2  =  0,     /22  ^0, 

oder 

(55.)  /ii<0,    /i2  =  0,    /,o  =  0 

ist,  geben 

fn,tii     -fn'  =  0 
und  sind  oben  schon  ausfülirlich  beliandelt  worden. 


Es  bleibt  daher  nur  der  Kall  übrig,  wo 
(56.)  /ii  =  0.    ./■i2  =  0,    /o,  =  0 

ist;  dann  wird  nach  dem   2'ay/or 'sehen  Lehrsatze 

(*'•»  -^  =  ^(1^  +  1/)"+^' 

oder 

(57  a.)     ^J  =fuJv'  4-  3/n2Ä2X:  +  ?;t\-nhk-  +f-in^'  +  6J^, 
wobei  nach  Formel  Nr.  229  der  Tabelle 
(58.)       QR  =     [/m  (-r  +  ©Ä,  y  +  0^)  — /la  (.r,  y)]  //=^ 
+  3[/u2(^  +  0Ä,  y  +  ©/?;)  — /i,2(^,  yjJA'V: 
+  3[/',22l.r  +  Sh,  [I  +  &k)  ~fs.ii{x,  y)]hk^ 
+     [ßz2A^  -\-eh.ij-\-  0k)      fn2{x,  y)]/^ 

ist.  Da  man  die  Stetig-keit  der  Functionen  /"m  {x,  y),  fni  i^-,  y). 
fviiix,  y),  /222(-2-j  y)  voraussetzt,  so  kann  mau  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  //  und  k  die  absoluten  Beträge  der  Grössen, 
welche  bei  Gleichung  (58.)  in  den  eckigen  Klammem  stehen, 
kleiner  machen  als  eine  beliebige  kleine  Grösse  /,  folglich  wird 
(59.)  Q\R\<Y{\h\  +  \k\f. 
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Sind  die  Grössen /m  , /u-2, /122, /222  nicht  alle  vier  gleich 
0,  und  sind  «i,  wo,  u^  die  Wurzeln  der  Grleichung- 
(60.)  /,ii«^  +  3/1,2"^  +  3/mw  4-/222  =  0, 

SO  wii-d/iuM»  +  3/u2?i-  +  3/,22M  +/222  füi'  rIIc  Werthe  von  u. 
welche  von  «i.  u..  und  ?<3  verschieden  sind,  eine  endliche  Grösse 
sein.    Indem  man  für  einen  solchen  positiven  Wertli  von  u 

macht  und  k  =  u .  k  setzt ,  wird ,  vom  Vorzeichen  abgesehen, 
(62.)  fmh^  +  3/ti2/rX.-  +  'dfv22l'^-  +f-i2ik^ 

=  (fnxu^  +  S/niir  +  3/,22W  + /222)X;=^  >  r(u  +  l)3y?;3  >  6  I  i?  I  . 

Deshalb  hat  J  das  gleiche  Vorzeichen  wie  (/mw^  +  ^fmu^ 

+  3/122 w  +/222)Ä^    ein    Ausdruck,    der   mit   k   das  Vorzeichen 

wechselt;  folglich  hat  J  positive  und  negative  Werthe,  so  dass 

f{x,  y)    u-eder  ein  Maximum  noch   ein  Minimu'm  Averden  kann, 

wenn  die  Grössen/m,  /n2,  /122,  /222  nicht  alle  vier  gleich  ü  sind. 

Gelten  die  9  Bedingungen 

^  \  /lU  =  0,  /u2  =  0     /122  =  0  ,  /222  =  0, 

SO  rindet  man  nach  dem  Tajr/or'schen  Lehrsatze 

/dt'  df  V** 

Der  Ausdruck  (  ^  ä  +    ~  k )    ist  eine  homogene  Function 
\öx  oy  / 

(j{h,  k)  vierten  Grades  von  h  und  k  und  kann  nach  den  Sätzen 

der  Algebra  in  zwei  homogene  Functionen  zweiten  Grades  gi{h,  k) 

mid  ffoih,  k)  zerlegt  werden.     Sind  g\{h,k)  und  gi{h,k)  zwei 

deßnite  Formen,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  J  für  hinreichend 

kleine  Werthe  von  h  und  k  gleiches  Vorzeichen  mit  g{]i^  k)  hat, 

dass  also  /(.r,  y)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  jenachdem 

<7(A,  k)  beständig  negativ  oder  beständig  positiv  ist. 

Diese   Untersuchmig  wird  jedoch  nur  in   äusseret  seltenen 

Fällen  erforderlich  sein  und  möge  deshalb  an  dieser  Stelle  nicht 

weitergeführt  werden. 
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Im  Allgemeinen  wird  man  schon  mit  der  folgenden  Regel 
anskommen : 

z  ^=if{x^  y)  tvird  ein  Minimum^  wenn 
(65.)     /t(:r,2/)  =  0,    /.(a:,  y)  =  0,    /n  >  0,    /n/22  — /.o^  >0: 
und  z  ■=f{x,  ij)  vArd  ein  Maximum,  icenn 
(66.)     f\{x,ij)  =  %    f., ix,   ij)  =  ^,    /ii<0,    /n/2.— /•i2->0: 
dagegen  wird  z  =  f{x,  y)  icedcr  ein  Maximum  nocJi  ein  Minimum, 
wenn  zwar 

(67.)    /,(-^-,  y)  =  0,    f2{x,  ij)  =  0,     aber     fnfn  — /V2'  <  0  . 


§  157. 

Geometrische  Deutung  der  vorhergehenden  Unter- 
suchungen.*) 

Die  vorstehenden  Untersnchmigen  werden  anschaulich,  wenn 
man 

(1.)  2;  =/(a:,  y) 

als  Gleichung  einer  Fläche  auffasst.  Nach  Formel  Nr.  224  der 
Tabelle  hat  dann  die  Tangentialebene  im  Flächenpunkte  P  mit 
den  Coordinaten  .r,  y,  z  die  Gleichung 

Sind  nun  die  Bedingungen 

( 3.)  ^.  =/iKr,  y)  =  0,      —  =/2(^.  y)  =  0 

erfüllt,  so  reducirt  sich  Gleichung  f2.)  auf 

(4.)  2'__-^0, 

d.  h.    die   Tangentialebene   im  Punkte  F  wird  parallel  zur  AF- 

Ebene.    Setzt  man  jetzt  noch 

(5.)    0:'  =z  X  -\-  h,     2/'  =  y  +  ^';     also     h  =  x'  —  X.     k  =  y'  --  y, 

so  kann  man  die  Gleichung  der  Fläche  auf  die  Form 

*)  Der.  Leser,  welcher  mit  der  analytischen  Gieometrie  des  Raumes 
noch  nicht  vertraut  ist,  kann  diesen  Paragraphen  überschlagen,  ohne 
dass  der  Zusammenhaus:  o&stört  wird. 
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(6.)       -  =f{x',  2/')  =  ~  +  i  {fJi'  +  ifnhk  +./o,/l--^)  +  [Ä,  X-] 

bringen,  woljei  iiiit  [//,  k\  die  Glieder  dritter  und  höherer  Dimen- 
sion bezeichnet  sind.  Deshalb  wird  z'  —  z  mit  h  und  k  zugleich 
unendlicli  klein  von  der  zweiten  Ordnung.  Sind  nnn  h  und  J^ 
wirklich  beliebig  klein  und  so  bestimmt,  dass  z'  —  z  einen  con- 
stanten  AVerth  l  beibehält,  so  ist 

die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  der  Tangentialebene  im  Punkte 
P  parallel  ist  und  ihr  beliebig  nahe  liegt.  Für  den  Durch- 
schnitt dieser  Ebene  mit  der  Fläche  findet  man  aus  Gleichung 
(6.).  unter  Vernachlässigung  der  beliebig  kleinen  Grössen  dritter 
und  höherer  Ordnung, 

(8.)  /u/^-  +  V\M  +/2-2X:-  =  2/, 

oder 

(8  a.)    J\,{x'  -  xf  +  ^fn{x'  -x)  {if  -  y)  +f,,{y'  -  yf  -  21. 

Diese  Gleichung  stellt  einen  kleinen  Kegelschnitt  dar, 
welcher  die  dem  Flächen  punkte  P  ents]irechende  ^^Iiulicairb''- 
genannt  wird:  und  zwai'  ist  lifkanntlich  die  Curve  eine  Ellipse, 
wenn 

(9.)  fn.hi-fn'>^ 

wird.  Damit  aber  diese  Ellipse  reell  ist,  müssen  /'n  (und  ebenso 
fii)  mit  /  gleiches  Zeichen  haben. 

Dies  entspricht  ganz  der  Anschauung.  Ist  nämlich  der 
Punkt  ein  tiefster  Punkt,  dann  muss  in  Gleichung  (7.)  die  Grösse 
/  einen  positiven  Werth  haben,  weil  die  Tangentialebene  nur  bei 
einer  kleinen  Parallelverschiebung  nach  oben  die  Fläche  in  einer 
kleinen  ellipsenartigen  Curve  schneiden  kann ,  d.  h.  es  müssen 
die  Bedingungen 

(10.)  /u  >  Ö     und   /11/22— /'ir  >  0 

befriedigt  sein. 

Ist  der  Punkt  P  ein  höchster  Punkt,  so  muss  in  Gleichung 
(7.)  die  Grösse/  einen  negativen  Werth  haben,  weil  die  Tangential- 
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ebene  nui'  bei  einer  kleineu  Parallelverschiebung-  nach  uiden  die 

Fläche  in  einer  kleinen  ellipsenartigen  Curve  schneiden  kann, 

d.  h.  es  müssen  die  Bedingungen 

tll.J  /n<  0     und   /i,/o,  — /W-^>  0 

befriedigt  werden.    In  beiden  Fällen  nennt  man  den  Punkt  F 

„elliptisch.'^ 

Die  Gleichung  (8a.)  stellt  dagegen  eine  Hyperbel  dar,  wenn 
(12.)  ./n/2-2  — /■i22<0, 

gleichviel ,  ob  l  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Schnittciu-ve  der 
Fläche  mit  jeder  Ebene,  welche  zm-  Tangentialebene  parallel 
ist  und  ihr  sein-  nahe  liegt,  hat  dann  in  der  Nähe  des  Flächen- 
punktes P  die  Gestalt  einer  kleinen  Hyperbel,  was  nur  dadurch 
möglich  wird,    dass   die  Fläche  im  Punkte  F  sattelförmig  ist. 

In  diesem  Falle  nennt  man  den  Punkt  F  „/ti/perbolisch'^  und 
erkennt,  dass  F  weder  ein  höchster  noch  ein  tiefster  Punkt  der 
Fläche  sein  kann. 

Die  dem  Flächenpunkte  F  entsprechende  Indicatrix  ist 
also  eine  Ellipse,  wenn 

/n./V.' — /i-:- >  0  . 

sie  ist  eine  Hyperbel,  wemi 

/11./22— /ir<0. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wo 
(13.)  /11/22— /V2-  =  0,     oder   f^f^^fir 

wird;  dann  kann  man  die  Gleichung  (8  a.)  auf  die  Form 

f\,\x'  —  X)'  +  2fnMx'  —  X)  (y'  —  y)  +_t\,Hy'  — !/)'  =  2/u/ 
bringen  und  erhält,  indem  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 
die  Quadratwurzel  auszieht, 
(14.)  fnix'  -  x)  -^My'  -  //)  =  ±  V^nT^l . 

Die  Lidicatrix  zerfällt  daher  in  diesem  Falle  in  zwei  pa- 
rallele Gerade.  Ein  solcher  Flächenpunkt  entspricht  im  Allge- 
meinen iceder  einem  eigentlichen  Maximum  noch  einem  eige?it- 
Ifchen  Minimum  von  z,  wie  folgendes  Beispiel  zeigen  möge. 
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Es  rotire  eine  Parabel  mit  der  Gleichung 
(15.J  2p{z  —  c)=(x  -"  a)2 

um    die    Z-Axe   (Fig.  163),    dann   hat   die  Rotationsfläche   die 
Grleichung 
( 16. )  2p{z  —  c)  =  {y'x^  +  ij-  ~  a)-\ 

Fig.  1G3. 


(17.) 
il8.) 


Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  Yx-  +  y-  mit  r,  so  wird 

dr        X     dr        y 
6x       r     dij        r 

Um  einen  liöchsten  oder  tiefsten  Punkt  F  der  Fläche  auf- 
zufinden, muss  man  seine  Coordinaten  x,.y,  z  so  bestimmen,  dass 
ausser  der  Gleichung  (18.)  noch  die  beiden  Gleichungen 

(19.j    ./.(a-,  y)  =  -^y^  =  0.    ./.2(^,  yj  =  ^-^^  =  0 

befriedigt  werden.     Dies  geschieht,  indem  man 

(20.)     X  =  acoS(f,     y  =  asincp,     also     r  =  a  und  z  =^  c 

setzt,  wobei  der  Winkel  f/  noch  beliebig  ist.    Kun  ist  aber 
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r^  —  aif-  axij        .         r^  —  ax- 

oder  für  die  Coordinaten  des  Punktes  P 

,.        cos-y  sin  r/ cos  y-      „        sin-«/- 

'        ■  p  ■  p  p 

23.)  /„/.,  —  f„2r=0. 

Der  Punkt  P  ist  hier  kein  tiefster  Punkt,  denn  er  liegt  auf 
dem  Ki'eise,  welclien  der  Scheitel  der  Parabel  bei  der  Eotation 
beschreibt,  so  dass  es  allerdings  Punkte  in  seiner  unmittelbaren 
Nachbarschaft  giebt.  welche  dieselbe  Ooordinate  z  haben  und 
deshalb  mit  P  in  gleicher  Höhe  liegen.  Aus  dem  vorstehenden 
Beispiele  erkennt  man  auch,  dass  ein  Flächenpunkt  P  durchaus 
nicht  immer  ein  tiefster  Punkt  ist,  wenn  seine  Tangentialebene 
zur  XY- Ebene  parallel  ist,  und  wenn  die  Schnittcuiven  der 
Fläche  mit  allen  durch  P  gelegten  verticalen  Ebenen  nach  oben 
concuo  shid. 

Verschiebt  man   die  Tangentialebene  im  Punkte  P  um  die 
kleine  Grösse  /  nach  oben,  indem  man 
(24.)  z  =  c^-l 

setzt,  so  schneidet  diese  Ebene  aus  der  Fläche  zwei  concen- 
irische  Kreise  mit  den  Gleichungen 

I  25.)     .r-  +  /  =  ((/  +  y^lplS-  und  x-  +  y-  =  {a—^^plf 

aus.  Die  Indicatrix  besteht  in  diesem  Falle  also  aus  zwei 
parallelen  Linien,  da  in  hinreichender  Nähe  des  Punktes  P  die 
beiden  Kreise  mit  ihren  Tangenten  zusammenfallen. 


§  158. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  drei  oder  mehr 
unabhängigen  Veränderlichen. 

( Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  232  und  233.) 

Bei  Functionen  von  drei  oder  mehr  unabhängigen  Veränder- 
lichen gestaltet  sich  die  Untersuchung  ganz  ähnlich  wie  bei 
Functionen  von  zwei  Veränderlichen.     Soll  z.  B. 
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(1-,^  «^  =f{^,  y-,  -) 

ein  Maximum  oder  Minimum  werden,  so  muss 

(2.)  J  =/(.^•  +  h,  y  +  k,  z  +  l)-    f(x,  y,  £) 

für  alle  hiuieicliend  kleinen,  positiven  oder  negativen  Werthe 
von  //,  k.  l  bei  einem  Mimmum  heständig  posiiic  und  bei  einem 
Maximum  heständig  negativ  sein.  Aus  der  Entwickelung  nach  der 
7'ay^r'schen  Reihe  findet  man,  dass  dies  nur  möglich  ist,  wenn 

i^-)      S\i?-:y^^)  =  ^'.   ./^(^^y,  2)  =  o,  ./3(.r,  2/,  .s)  =  o 

ist.  Sind  diese  drei  Bedingungen  erfüllt,  so  folgt  weiter  aus 
der  Entwickelung  nach  der  2a?/^r'schen  Eeihe,  dass  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  ä,  k,  l  die  Differenz  J  dasselbe 
Zeichen  hat  wie 

(4.)     y (Ä,  X-,  /)  =fn1i-  +  2f\.M  ^f-i-ik''  +  2/13^/  +  ViM  -[-M\ 

es  sei  denn,  dass  diese  Function  (f{h,  k,  l)  gleich  Null  wird  für 
Werthe  von  h,  k,  l,  die  von  Null  verschieden  sind.  Die  Ent- 
scheidung, unter  welchen  Bedingungen  (p{h,  k,  l)  eine  „deßnite 
Form"  ist,  d.  h.  die  Entscheidung  darüber,  ob  //»(ä,  k,  l)  beständig 
positiv,  bezw.  beständig  negativ  ist,  ergiebt  sich  durch  eine  Um- 
formung von  (p{h.  k,  l)  unter  Anwendung  der  Determinanten- 
theorie. 

Es  seien  die  Grössen  A,  A,  A,  «31,  «32,  «33,  A',  k',  h" 
durch  die  folgenden  Gleichungen  erklärt: 

,.     ,.     ,  \fnjv2.fi3 

(5.)       D,=fu.     D,  =  ^'^'-^'\,     n,  =  \fnf2-2f-2z 

1/21/22 1  V-   .•    /. 

'   /3I,/ 32,/ 33 

ü\  ./l2/l3|  Ifl'ifn  /11/12    I 

[b.)        «31=  1,       «32=  .  .       «33  =  Iz-       -^  =A; 

J-l-iJ^S   \  j2Sj21  \JnJ2i    I 

(7.)       h'  =  h^'^i,     i.^j,_^i^      n"  =  k'+-f^k': 
«33  «33  /u 

dann  wird  nach  den  Formeln  Nr.  200  und  202  der  Tabelle 

(8-)  A  =fz\.  «31  +/32  «32  H-  /33  «33; 

(9.)  /ll  «31   +  /l2  «32  +  /l3  «33  =  0  , 

(10.)  /2I  «31  4-/22  «32   4-/23  «33  =  0. 
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Bringt  man  also  Gleichung  (4.)  auf  die  Form 
(4a.)  (p{h,  k,  l)  =  Mfnit  +/i2/^  +/13O 

+  KM  ^Uh  +/23/) 

und  setzt,  den  Gleichungen  (7.)  entsprechend, 

A  =  Ä'  +  ""'W,     k^  k'  +  "^^  /, 
«33  "33 

so    erhält   man   mit   Rücksicht    auf  die  Gleichungen    (8.),    (9.) 

und  (10.) 

(11.)  fnh  +/i2'^'  -\-fnl  =fn^^'  +fx2^'  +        (/ii«3i-h/i2«3-2  +fnu%%) 
f  12.)  /.i A  +  fnk  +  f23^  =  fnh'  +fnk'  -\ (  fn  "31 4-/22«32  +  fnot^^z) 

<^33 
(13.)   /31Ä  +  U%k  +  f,.^l  =  fsih'  +  /32/i'  +  —  (./:il":u  4-/v2a32  +/33a33) 

"33 
=fsih'-hfz2k'  +  ;— ; 

«33 

folglich  geht  Gleichung  (4  a.)  über  in 

(14.)  <f(h,  k,  l)  =  HfiJi'  -\-fiok')  +  k(f2ih'  -\-fnk') 

"33 

=  h\fnh+fvik+f,^l)-\-k\f.Ji+fo.k+f^J)+^-^  • 

«33 

Dies  giebt,  wenn  man  die  Gleichungen  (11.)  und  (12.j  noch- 
mals anwendet,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (5.) 

(15.)  ifih,  k,  l)  =  h'ifnh'  +fnk')  +  k'{fnh'  -\- f-2-2k')  +  ~[^ ' 

oder 

(16.)  ff{h,  k,  l)  =fnh'-'  +  '2fnh'k'  ^ f.,k'-  +    ^^"  • 

Jetzt  ist  noch,  wie  schon  in  i:  156  gezeigt  wurde, 

fnh"-  +  ^2n^h'k'  +f,,k"'-  =fn{h'  +^kj+-^''-^''_r-^''^U'K 

Jn  Tn 

folglich  Avird 
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(17.)  y(A,  k,  l)  =  D,h"-^  +  ^^  k'-^  +  ^  IK 

Damit  dieser  Ausdruck  beständig  positiv    ist,    damit   also 
J\x,  y,  z)  ein  3Ii?iimu?n  wird,  müssen  die  drei  Bedingungen 
(18.)  A>0,     A>0,     X>3>0 

erfüllt  sein;  und  damit  (f{//,  k,  l)  beständig  negativ  ist,  damit  also 
fix,  y,  z)  ein  Maximum  wird,  müssen  die  drei  Bedingungen 
(19.)  A<0,     A>0,     Z>3<0 

erfüllt  sein. 

Auch  in  diesem  Falle  ist  (f{h,  k,  l)  nur  dann  eine  deßnite 
Form,  wenn  von  den  Determinanten  Z>i,  A,  Dz  keine  gleich 
Null  wird,  doch  möge  die  ausführliche  Untersuchung  hier  über- 
gangen werden. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man.  dass 

(20.)  U  =f{Xi,  X2,   .   .  .  Xn) 

ein  Minimum  uird,  icenn  die  ersten  'partiellen  Ableitungen 
f\{p^\ ,  aro,  .  .  .  Xn),  f^i^i ,  X2,  ...  x„).  .  .  .fn{xi ,  X2 ,  .  .  .  x»)  sämmtlich 
gleich  Null  sind,  und  tcenn 

(21.)  A>0,     A>0,     2;3>0,  .  ..  Z>„>0. 

Dabei  ist 

fnfvi  .  ■  ./i« 


(22.)  B,  = 


Ja\Ja2  '  •  -Ja 

für  «=1,2,  ...n. 

Dagegen  icird  u  ein  Maximum,  wenn  die  ersten  partiellen 
Ableitungen  ton  f{x\,  xo,  .  .  .  Xn)  wieder  sämmilich  gleich  Null, 
und  wenn  die  Determinanten  Da  mit  geradem  Index  sämmtlich 
positiv  und  die  mit  ungeradem  Index  sämmtlich  negativ  sind. 

Sind  nämlich  für  ein  Werthsystem  xx,  x^,  .  .  .  Xn  die  ersten 
partiellen  Ableitungen /,, /i,  ..  ./»  sämmtlich  gleich  Null,  so 
wild 

(23.)       J  =f{Xi  +  hl,  Xi  +  hl,  .  .   .Xn-\-  hn)  —f{Xi,  X2,  .  .   .  x„) 

=  I  </'(/<!,  A2,   .   •   •  ^i»)  +   [hl,  h,   •   .   •  ^^Jsj 
Kiepert,  Differential-Eeclmnng.  44 


G90  §  158.    Maxima  und  Minima. 

wobei  der  Eest  der  7a?//or'schen  Keihe  mit  [^h,  ^h, . .  -^in]^  be- 
zeichnet ist,  um  anzudeuten,  dass  er  mit  den  Grössen  hi,  ho, . . .  hn 
zugleich  unendlich  klein  wird  von  der  dritten  Ordnung.  Die 
Differenz  J  wii-d  füi'  liinreicliend  kleine  Werthe  von  Jh,  hi,  . .  .  h,i 
beständig  positiv  oder  hestündig  negativ  sein,  wenn  die  homogene 
Function  zweiter  Ordnung 

(24.)     f/(//,,  Äo,  .  .  .  hn^  =  k.Xfn/h  +.Uh  +  •  •  •  +/i„Ä„) 

+  hiJlJh   +/2-2//2  +   •  •  •   +ß.nh'n) 

+ 

-r  Kifnlfh  +fn2h  +   •  •  •  -\rfnnhn) 

eine  deßnite  Form  ist.  Bezeichnet  man  wieder  die  Unterdeter- 
minanten von  Dn  mit  «h,  .  .  .  «„„,  so  erhält  man  nach  den 
Formeln  Nr.  200  und  202  der  Tabelle 

(25.)        Vn  =/"«ia„l   +./»»2«»,L'  +   •  •  •   -{-fnnUnnj 

(26.)  ./rl«nl   +/^«„2    +    •••  +frnann  —  0    fÜr     r  <  W. 

Daraus  folgt,  wenn  man 

(2/.) 

I  17/1      ^«,  ♦•— 1    7 

setzt,  mit  Rücksicht  auf  Oleichung  (26.)  für  r  <  n 

(28.)  fnh,-\-fr2h  +  --  •  +/.„//»  =/MÄ'l-h/,oÄ'o+  •  ■  •  +/r,  „-lA'n-1 

+       "    (/rl«/n+/»-2«»2  H Vfrn^nn) 

'=frJl^'i  -Vfrih\  -\-  •••  -\-Jr,  n-  1  h' n—i , 

und  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  f25.) 

(29.)  fnJli+fnlh-l Vfnnh  =  fn\h\-\-fnilt'-2-\ Vfu,  n-Jl'n-l 

+  ■ (./«l"«l  +y  «2«;r2  + h//!»«»!«) 

=  fnlh\  -\-fn'Jl''l  +  •  •  •  +/»»,  n-lÄ'«-l 


■^X>«-i 


Dies  giebt 


§  158.     Maxima  und  Minima.  691 

(30.)      r/,(Ä„  h,...h,)  =  h,{fnh\  +f,,h'.  +  •••+/,,  n-iÄ'„_0 

+ 

oder,  wenn  man  anders  ordnet  und  /„^  mit  /^„  vertauscht, 

(31.)  (f{hi,  ho,  . . .  k„)  =  h\{fufh  +fnh.  +  . . .  +f,nhn) 
+  Ä'oCAiÄi  +/02Ä2  +  •••  +/2.Ä„) 
+ 

+  A'._iC/;_i,  lÄ,   +/„^,,  2^2+  ••  •  4:/n-l,  ,A) 

■   Dnh,? 

Indem  man  die  Gleichungen  (28.)  noch  einmal  anwendet, 
findet  man 

(32.)  q{h,,  h,  .  .  .  hn)  = 

h\ij\ih\  +/,.A'2  +  ••■  +/l,«-lÄV-l) 
+  h'2{f,Ji\  -\-fnh'-2  H \-f-i.n-ih'n-i) 

+ 

+  /i'„-i(/„_,,  lA'i   +/„_),  2A'2   + \rfn^  1,  a-lh'n-i) 


oder 


+ 


i>. 


(33.)       ^(Äi,  h,  .  .  .  A.)  =  (f(h\,  Ä'o,  .  .  .  Ä'n-l,  0)  +    ^  Ä.^ 

Da  nun  hierbei  die  homogene  Function  zweiten  Grades 
ff{/i'i,  h'.2,...h'n-i,  0)  nur  noch  n  —  1  Veränderliche  enthält,  so 
kann  man  diese  Function  in  ähnlicher  Weise  auf  die  Form 

ip{h'\,  h",. . .  .  Ä"„._2,  0,  0)  +  ^'  ih'u-iY 

bringen  und  so  fortfahren,  bis  man  erhält 
(34.)  (p{/n,h.2,...h,>)  = 

Aus  dieser  Darstellung  ergeben  sich  dann  ohne  Weiteres 
die  oben  aufgeführten  Sätze. 

44* 
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§  159. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Weitlie  von  x  und  y  bestimmen, 
für  welche 

(1.)  2  r=/(rr,  3/)  =  Ä-2  +  a:y  +  ?/2       5a:  —  4y  +  10 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung.     Hier  ist 
(2.)        /,(.r,  y)  =  2^:  +  y  —  5 ,    /.(.r,  y)  =  a:  +  2y  —  4 , 
(3.)  /ii  =  2,     /,2  =  1,     /o2  =  2. 

Die  beiden  ersten  partiellen  Ableitungen  f^ix.  y)  und  fiix^  y) 
verschwinden  nur  für 
(4.)  x  =  '2,    y  =  l, 

und.  zwar  wird  z  für  diese  Werthe  von  x  und  y  ein  Minimum,  weil 
(5.)  fn  =  2  >  0,    /i,/o2  — /i2-  =  3  >  0. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Zahl  a  so  in  drei  Theile  theilen, 
dass  ihr  Product  ein  Maximum  wird. 

Auflösung.     Bezeiclmet   man   zwei  von  diesen  Theilen  mit 
X  und  y,  so  wird  der  dritte  a  —  x  —  y,  und  das  Product,  welches 
ein  Maximum  werden  soll,  ist 
(6.)  z  =f{x,  y)  =  xy{a  -^  x  —  7j)  =  axy  —  x^y  —  xy\ 

Daraus  folgt 

I  ./i(^5  y)  =  ^y  —  ^^y  —  y'  =  y(«  —  '^^~y), 

\f-i{Xi  y)  =  ax~  x'^  —  2xy  =  x{a  —  x  —  2y), 
(8.)        /u  =  -2y,    J\.,=  a^2x^^2y,    /02  =  —  2a:. 

Da  die  Werthe  a;  =  0 ,  oder  y  =  0  hier  nicht  in  Betracht 
kommen  können,  wie  schon  aus  der  Katui^  der  Aufgabe  hervor- 
geht ,  so  erhält  man,  indem  man  fi{x,  y)  und  f-iix,  y)  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichungen 

(9.)  a  —  2x  —  y  =  0,     a  —  x  —  2y  =  0, 

welche  nur  für 
(10.)  x  =  ^^    y  =  - 

befriedigt  werden.    Da  für  dieses  Werthepaar 
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SO  tritt  ein  Maximum  ein. 

Dieser  Aufgabe  kann  man  auch  die  folgende  Fassung  geben : 
Von  einem  rechtwinkligen  Parallelepipedon  ist  die  Summe  aller 
Kanten  gleich  4a;  wie  gross  müssen  die  einzelnen  Kanten  sein, 
damit  das  Volumen  ein  Maximum  wird? 

Ans  der  vorstehenden  Lösung  sieht  man,  dass  in  diesem 
Falle  das  rechtwinklige  Parallelepipedon  mit  möglichst  grossem 
"Volumen  ein  AVürfel  ist. 

Aufgabe  3.  Man  soll  unter  allen  Dreiecken  mit  gegebenem 
Umfange  dasjenige  ermitteln,  welches  den  grössten  Flächen- 
inhalt hat.*) 

Auflösung.     Der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ist  bekanntlich 

(12.)  F=  yil{ii  —  a)  [ti  — b)  {u  —  c) , 

wenn   man  die  Seiten  mit  a,  h,  c  und  den  Umfang  mit  2u  be- 
zeichnet.    Setzt  man  aber 


(13.) 

u  =  3w,     a  =  X,     b  =  y, 

so  wird 

(14.) 

c  =  Qm  —  x  —  y,     u  —  c  =  .-r  -f  y  —  3m, 

(15.) 
also 

F-  =  3w(3m  —  x)  (3/n  —  y)  {x  +  y  —  3m) , 

*)  Am  einfachsten  lässt  sich  die  Aufgabe  lösen,  wenn  man  zu- 
nächst annimmt,  dass  c  und  a-\-h  =  s  gegeben  sind,  und  die  Seite  a 
gleich  X  so  bestimmt,  dass  der  Flächeninhalt  ein  Maximum  wird.  Man 
hat  es  dann  nur  mit  einer  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  zu 
thun  und  findet,  dass  das  Dreieck  ein  gleichschenkliges  sein  muss,  dass 
also  a=b  ist.  In  derselben  Weise  kann  man  a  und  b  -{-  c  als  gegeben 
ansehen  und  findet,  wenn  der  Flächeninhalt  ein  Maximum  werden  soll, 
h  =  c,  folghch  muss,  wenn  nur  a  -f-  i  -}-  c  =  2m  gegeben  ist,  «  =  6  =  c  sein, 
damit  der  Flächeninhalt  ein  Maximum  wird. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  häufig  Aufgaben  aus  der  Theorie 
der  Maxima  und  Minima  für  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen 
zui'ückführen  auf  die  Lösung  von  Aufgaben,  bei  denen  die  Function 
einer  einzigen  Veränderlichen  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll. 
Wie  dies  z.  B.  bei  der  hier  folgenden  Aufgabe  4  möglich  ist,  ergiebt 
sich  aus  Aufgabe  15  in  §  Gl. 
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y  =  2m 

■  und  y  tritt  auch  wirklich  ein 


J?2 

(16.)      f{x,  y)  =  ^    =  (Sm  —  x)  (3m  —  y)  (x  +  /y  --  S?n) 

=  (3m  —  a;)  [ —  dm'^  +  3m(:r  4-  2yj  —  ^y  —  J'-j 
=  (ßm  —  y)  [ —  9m-  +  3m(t/  -\-  2z)  —  xy  —  x-] . 

J)si  Fmitf(x,y)  zugleich  ein  Maximum  vmd,  so  bilde  man 
(17.;  J\(x,  y)  —  (3m  —  y)  (6m  —  2x—  y), 

(18.)  Mx,  y)  =  (3m  —  x)  (6m  —  x  ^-  2y). 

Die  Summe  aller  drei  Seiten  ist  gleich  6m,  und  jede  Seite 
muss  kleiner  sein  als  die  Summe  der  beiden  anderen  Seiten,  so 
dass  jede  der  Seiten  kleiner  sein  muss  als  3m.  Deshalb  dürfen  iu 
fi{x,y)  und  fiix^y)  die  Factoren  3m  —  y,  bezw.  3m  —  x  nicht 
gleich  0  sein;  man  muss  vielmehr 
(19.)  Gm  —  2x  —  y  =  0,     Gm  —  x  —  2y  =  0 , 

oder 

(20.)  X  =  2m, 

setzen.     Für  diese  Werthe  von 
Maximum  ein.  denn  es  ist 
(21-)  /ii  =  2y  --  6m  =  —  2m  <  0, 

(22.)  /"i2  =  2x  -\-  2y  —  9m  =  —  m,     f^o  =  2x  —  6m  =  —  2m  , 
(23.)  /ii/.o  —fi-/  =  Sm'>  0. 

Unter  allen  Dreiecken  mit  gleichem   Umfange  hat  also  da» 
gleichseitige  den  grössten  Inhalf. 

Aufgabe  4.     Von  einem  Dreieck  sind  die  Coordinaten  der 
Eckpunkte  P^,  Pi.  P.i,  nämhch  a-j ,  ^/i ;  X2,  yü  xz,  y^  gegeben ; 

man  soll  die  Coordinaten  eines 
Punktes  P  finden,  für  welchen 

S  =  p  .  PPi  -\-q.PP.2-\-  r  .  PPz 
ein  Minimum  wird.  (Vergl. 
Fig.  16i.) 

Auflösung.     Die  Abstände 
des  Punktes  P  von  den  Ecken 
seien  äi,  6-2,  -^3;  und  die  Winkel, 
welche    diese    Linien   mit    der 
positiven  Eichtung  der  X-Axe  bilden,  seien 
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<^XS\P=cf,,     <^XS,P=<f.2,     <^XS,P=(f,^ 
dann  wird 


(24.)  s,  =  y{x  —  a:,f  +  (t/  ~y,f,     s,  =  -]/{x  -  x,f  -^  (y  —  y.,f , 

und  es  ist 

(25.)  S  =  p  .  si  +  q  .  S2  -^  r  .  «3  =./'(^,  y) 

die  Function,   welche  ein  Minimum  werden  soll.     Nun  ist  für 
«  =  1,  2,  3 


(26.) 


also 


(27.) 


ö.r    ~y[x  —'x^f^{yZ^  y,f  ~         Sa 

ösa y  —  yg ^  y^yct 

öy        |/(^^^„)2  +  (y  — y«;2  s^ 


p{x  —  xi)       q(z~X2)      r{x  —  X3) 

,/i(^5  y)  =  - —     +  ^ ^ 

«1  *'2  *3 

/2i^,  yj  —  — ^. 1 ^^^ —  +  "^  So  — 

*1  Ä2  *3 


Daraus  folgt 


(28.) 


./"iiC^,  y)  = 


piy     y^f  ,  9iy^  y-2}'  ,  ^(y^zli^' 


Sl' 


+ 


+ 


«3'' 


/.2(a,  y)  = ^^^ ^^^3 


K^-  ^'siCy  ^-  ys) 


pix^XiY       qix  —  XiY       rix  —  XsY 

Ui^,  y)  =  -^3—  +  ^^"  +  s;. — 


Um  leichter  zu  erkennen,  welche  Bedeutung  die  in  den 
Gleichungen  (27.)  und  (28.)  auftretenden  Grössen  haben,  lege 
man  die  X-Axe  durch  die  Punkte  Pi  und  P-i  und  bestimme 
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die  positive  Richtung  der 
Y-Axe  so,  dass  y-i  positiv 
wird  (Fig.  165);  dann  fallen 
die  Punkte  Pi  und  P2  bezw. 
mit  /S'i  und  So  zusammen, 
und  es  wird 


5  aber  coSf/3  =  -  - 
!  aber  sinr/3  =  — 


y-  y^ 

*3 


Damit   ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten  kann,   muss 


also 

(30.) 
(31.) 
sein. 
(32.) 


f\{x.  y)  =  jöCOSr/i  -|-  qCOS(f'>  —  rcOS^s  =  0, 
flx^y)  =y;sinr/i  +  ^sin(/-2  —  r  sin  7-3  =  0 
Aus  diesen  Gleiclumgen  findet  man 
p  :  m\{(f'o  —  7-3)  =  q  :  sin (7-3  —  rfi)  =  r:  sm{(f2  —  j'i). 
Nun  ist  aber 

(f-2  —  9-3  =  ^  'S^PBi  =  ISO"  —  4:  FiPPz, 
cf,  _  r/1  =  4  P.PSz  =  1800  _  ^  P3PP,  ^ 

ff,  —  ff,   =  4PyPP,, 

folglicli  geht  Gleichung  (32.)  über  in 

(33.)  p  :  sin PoPPz  =  5? :  sin P^PPt  =  r  :  sin  Pi PPi . 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  Lösung  überein,  welche 
in  §  64  (Seite  307  bis  309)  von  dieser  Aufgabe  gegeben  wurde. 
Dort  smd  ausser  der  Construetion  des  Punktes  P  auch  die  Be- 
dingungen erläutert  worden,  unter  welchen  der  Punkt  P  die 
verlangte  Eigenschaft  des  Minimums  besitzt.  Um  aber  die  in 
§156  beschriebene  Methode  einzuüben,  beachte  man,  dass  nach 
den  Gleichungen  (28.)  und  (29.) 
(34.)   sis.2Szfii  =^ps2S3Sm-(fi  -\-  §' 535:1  sin-r/o  +  rsiS2sin-(f3  >  0, 

(35.)    SiS2Szfi-2  =  —  pSiSzsiacfi  cos  y  1  —  qssSi  sin  ya  COS  ^2 

—  rsiSo  sin  cf'2  cos  9-3 , 
(36.)     SiSoSsfVi  —psoSzCOS-g^i  +  qs3SiCOS-(f2  +  rsiS2G0S-f/3 
wird.    Daraus  findet  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (32.) 
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(37.)  siS-iSsifuf-ii  — fi2-)  =  qrsism\(f2  —  ffs)-\-rps.2sm\(fz  —  ^i) 

Ol' 

+  pqs^sin^cfi  —  (f2)  =  -—  (psi  +  qso  +  rs3)sm\(p2  —  (fs)  >  0, 

folglich  wii'd  f(.r,  y)  ein  Mininnun. 

Aufgabe  5.  In  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  a  soll  ein 
Viereck  eing-esclirieben  werden,  welches  den  gegebenen  Winkel  a 
enthält;  wie  gross  sind  die  Seiten  des  Vierecks,  wenn  der 
Flächeninhalt  ein  Maximum  wird?     (Vergl.  Fig  166.) 

Auflösung.  Bezeichnet 
man  die  Winkel  ADB  und 
BDC  bezw.  mit  x  und  y, 
und  die  Winkel  BAD  und 
BCD  bezw.  mit  a  und  y, 
so  ist  bekanntlich 


(38.) 


(39.) 


y  =  1800  ~«, 

[  AB  =  2asin2:, 
\  BC  =  '2asmy, 

(   CD  —  2asm{y  +  y), 
\  DA  =  '2a  sin(a;  +  a) ; 


folglich  wird  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Vierecks 

2F=  4a-sina;sin(a:  +  «)sin«  +  4a2sinysin(y  +  r)sin/, 
also,  da  man  den  constanten  positiven  Factor  4a2sma  =  ^a^&my 
fortlassen  darf, 
(40.)  /(.r,  y)  —  sina:sin(a-  +  «)  +  sin  y  sin (y  +  y). 

Dies  giebt 
(41.)/i(a:,  xj)  -.  ^\Vl{z  +  a)c0S:c  +  COS(a;  +  a)%mx  -  sin(2:r  +  «), 
(42.)/2(3-,  y)  =  sm{y  +  y)cosy  +  cos(y  +  r)siny  =  sin(2y  +  r)- 

Deshalb  wird 

f,(x,  y)  =  0  für  2x  -\-  a  =  180«, 
fix,  y)  =  0  fiü'  2y  +  r  =  180^, 
«        y 


(43.) 


a:  =  90«  - 


2 


y      « 
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Die  Diagonale  AC  muss  daher  die  Winkel  «  und  y  i>i  de» 
Eckpunkten  A  und  C  halbiren;   dabei  gehen  die  Gleichungen 

(38.)  und  (39.)  über  in 

AB  =  2a&mfC)  '    i?C'=  2asmr^\ 
CD  =  2aün(''^  +  A  =  2a  sin  ('"Y 

DA  =  2asmQ  +  (A  =  2aismQ\ 

folglich  wird 

(44.)  AB  =  AIJ,     CB=C'D. 

Der  Flächeninhalt  wird  für  die  angegebenen  Werthe  von  x 
und  y  wirklich  ein  Maximum,  denn  es  ist 

fn  {x,  y)  =  2cos(2a:  +  «)  =  —  2  <  0, 
fi2  =  0,  ./o,  =  2cos(2y  +  ^)  =  —  2, 
./11/22  — /i2- =  +  4>ü. 


§  160. 

Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

Bisher  war  immer  die  Voraussetzung  gemacht  worden,  dass 
in  der  Function 

(1.)  U  —f{Xi,  Ti,  .  .  .  Xn), 

welche  eüi  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  die  n  Veränder- 
lichen von  einander  wiabhängig  sind.  Das  wüd  aber  bei  den 
wenigsten  Aufgaben  der  Fall  sein.  Soll  man  z.  B.  die  Zahl  a 
so  in  dj-ei  Theüe  theüen,  dass  das  Product  dieser  Theüe  ein 
Maximum  wird,  so  ist  die  Function,  welche  ein  Maximum 
werden  soll, 

(2.)  u  =  xyz, 

wo  zwischen  den  drei  Veränderlichen  die  Bedingungsgieichung 
(3.)  X  +  y  -i-  z  =  a 

besteht.    Diese  Aufgabe  \Aurde   in  dem  vorhergehenden  Para- 
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graphen  so  gelöst,  class  mau  aus  Gleichuug  (3.)  den  Werth  vou 
z  berechnete  und  in  die  Gleichung  (2.)  einsetzte. 
Dadurch  erhält  man 

(4.)  u  =  :ry{a  —  x~y)  =f{x,  y), 

also  eine  Function,  welche  nur  noch  die  beiden  unabhängigen 
^Veränderlichen  x  und  y  enthält. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  häufig  zum  Ziele  kommen. 
Süll  z.  B.  in  die  Ellipse 

h-x-  +  a-y-  ~  aW  =  0 

ein  Dreieck  P1P2P3  mit  möglichst  grossem  Flächeninhalte  ein- 
beschrieben werden,  so  hängt  die  Function 

(5.)  2F  =  x,{yo  —  yg)  +  .r.^iy^  -^  y,)  +  x^i^yy  —  y.) , 

welche  ein  Maximum  werden  soll,  von  sechs  Veränderlichen 
^ij  ^i;  ^'2,  y-i',  3:3,  ^3  ab.  Diese  sind  aber  nicht  von  einander 
unabhängig,  sondern  sie  müssen  den  drei  Gleichungen 

genügen,  damit  die  drei  Punkte  Pi,  P2,  P3  auf  der  Ellipse  liegen. 
Jetzt  kann  man  aber  aus  den  Gleichimgen  (6.)  die  Werthe  von 
yi)  2/2,  ys  bezw.  als  Functionen  von,  .ri,  .ro,  xz  ausrechnen  und 
in  den  Ausdruck  für  2P  einsetzen.  Dann  hat  man  nur  noch 
eine  Fmiction  von  drei  unabhängigen  Veränderlichen  xy,  x-2,  x^, 
welche  ein  Maximum  werden  soll. 

In  den  meisten  Fällen  wird  aber  eine  derartige  Elimination 
viel  zu  umständlich  sein,  als  dass  man  an  ihre  Ausführung 
denken  könnte.  Dagegen  führt  die  folgende  Methode  im  All- 
gemeinen viel  leichter  zum  Ziele. 

Es  sei  wieder 

(7.)  U=f{xi,Xo,...Xn) 

die  Function,  welche  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll. 
Dabei  seien  die  n  Veränderlichen .a:i,  x^,  .  .  .  Xn  den  m Bedingungs- 
gleichungen 
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I    ffx  (Xi,  X2,  .  .  .  Xn)  =  0. 
^gs  )    y2(a'l,.r2,   .    .    .   Xn)  =  0, 

'    (fmi^i,  X2,  .   .   .  Xn)  =  0 

unterworfen,   wobei  aber  m<?i  sein  muss. 

Zunächst  erkennt  man,  dass  hier  das  früher  (§  158)  an- 
gegebene Verfahren  nicht  mehr  anwendbar  ist.  Entwickelt 
man  nämlich  f(xi  +  /h,  X2  +  /h,  ■  ■  •  x,,  +  h„)  nach  steigenden 
Potenzen  von  hi,  h^, . .  .  k„,  so  erhält  man  allerdings  wieder 

J  =f(Xi   -\-  hl,  X.2   +  /l2,  ■  .  .  X.,   +  /l„)  ~f{Xl  jXn,.  .  .  X,) 
=/l^*l   +  fi^^i  H \-fnhn  +  [Jl\,h.2,...  h,]., . 

Wollte  man  jetzt  aber 

7/2  =  0 ,  7^3  =  0, . . .  /^„  =  0    und    hi  ^  0 
setzen  und  daraus  schliessen,  dass/i  =  0  sein  muss,  so  würde 
man  einen  Fehler  begehen,  weil  ja  nur  solche  Werthe  von  Ai, 
h2, . . .  hn   in   Betracht   kommen   dürfen,   für   welche   auch  die 
Gleichungen 

^1(2-1  +  //i  .  X.2  +  /12,  ■  ■  ■  Xu  +  h,i)  =  0, 

(fi  (^1    +  /h  ,    X-2  -\-  fl2  ,  '  ■  •  Xa   +   h,[)  =  0  . 


(9.) 


(f'mipr^  +  7^1 ,  a-0  +  Ä. ....  ar„  -f  li„)  =  0 

befriedigt  werden.  Von  den  Grössen  h^,  /to,...h„  sind  daher 
nur  n  —  m,  z.B.  7/,«^i,  ä^^^o?  •  •  •  A«  u-ül/ciirlic/t ,  während  sich 
die  Werthe  der  m  übrigen  {hi ,  L,  . . . /im)  aus  den  m  Glei- 
chungen (9.)  ergeben. 

Man  kann  aber  trotzdem  em  Verfahren  finden,   das   dem 
früher  angegebenen  sehr  ähnlich  ist.     Setzt  man  nämlich 

(10.)       F{Xi  ,  Xo,.  .  .  Xn)  =f{Xi  ,  X2,  .  .  .Xn)  -{-  /■l(fl{Xi  ,  Xo  ,  .  .  .  X„) 

+  h(f'l{pCi.,  ^2j  •  .  .  X-n)  +•••+•    '^m(fm{xi  ,  Xo  ,  .  .  .  Xn'), 

wobei  /i ,  /2 ,  . . .  /;;.  noch  ganz  beliebige  Grössen  sind ,  so  ist  es 
gleichgültig,  ob  man  das  Maximum,  bezw.  das  Minimum  der 
Function  f(xi,  X2, . . .  x„)  oder  der  Function  F{xi,  xo,. . .  x,,) 
aufsucht,  da  doch  nur  solche  Werthe  von  xi,  X2, . .  .x,,  in  Be- 
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tracht  kommen,  für  welche  die  Gleichungen  (8.)  befriedigt  wer- 
den. Man  kann  jetzt  aber  noch  über  die  m  Grössen  /i,  Xi, ...  /„, 
passend  verfügen  und  dadurch  den  Umstand,  dass  die  Grössen 
/?,,  /?2, . . .  h,n  von  den  Grössen  ä„,+i  ,  /?m+2,  •  •  •  hn  abhängig  sind, 
ausgleichen.  Um  nämlich  die  Werthe  von  xi,  x-i^ . . .  Xn  zu  linden, 
für  welche  F{xi ,  a-o ,  . . .  Xn)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird, 
muss  man  wieder 

(11.)    J  =  F{xt  +  //l,  ^2  +  /i2  ,  •  ■  •  Xn  4-  hn)  —  F{Xi,  X2,  .  .  .  X„) 

nach  Potenzen  von  Ai,  ^2, . . .  hn  entwickeln.  Dies  geschieht  nach 
der  Tay/or'schen  Reihe,  und  zwar  erhält  man 

(12.)  J  =  FJn    +   Foho   +   •  •  •   +   Fnhn  +   [//„  h,  .  .  .  //„],, 

wobei  die  ersten  partiellen  Ableitungen  von  F(xi,  x^, . . .  x»)  nach 
xi,  x-2,...  Xn  bezw.  mit  i^i,  F2,  •  •  •  Fn  und  der Eest mit  [//i,  h, . ../«„jg 
bezeichnet  sind.  Damit  nun  F{xi,  x^, .  . .  Xn)  ein  Minimum  wird, 
muss  z/  für  alle  zulässigen,  hinreichend  kleinen  Werthe  der 
Grössen  ^i,  //2, .../<«  hest'dndig positic  sein,  und  damit  F{xi,  x^^ . ..x,) 
ein  Maximum,  wäi'd,  muss  J  für  alle  zulässigen.,  hinreichend 
kleinen  Werthe  der  Grössen  //i,  h2,...hn  beständig  negativ  sein. 
Bezeichnet  man  jetzt 

d(pa{3r^,  X2,  .  .  .Xn)  .. 

~      ö^^ ■"'    f-<" 

wobei  a  alle  Werthe  von  1  bis  m  und  ß  alle  Werthe  von  1  bis 
n  annehmen  darf,  so  kann  man  die  m  Grössen  /li ,  yl2 , . . .  /„,  so 
bestimmen,  dass  die  m  linearen  Gleichungen 

(Fl  =/i    -f  ki(fn   +  -^2  9^21  + h    '^mtPml  =  0, 
-F2  =/2    +   /l  (fll   +   A29-22   +    •   •   •   +   Än^»!2  =  0, 
^^^•^                 I 

befriedigt  werden.     Dadurch  geht  Gleichung  (12.)  über  in 

(14.)    J  =  Fm-^ihmJr\  +  i^m+2Äm+2  +   '  '  *   +    Fnhn  +  [Ih,  h,  .  .  .  //„].,. 

Da  nun  ä,„^-i,  ä„,-l2,  . .  .ä„  willkürMch  sind,  so  kann  man 
hv>+2  =  0, . . .  Ä„  =  0 
setzen,  so  dass  sich  die  Grösse  J  auf 
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(15.)  ^  =  FmJ^Ji,,„4-).  +  [hl ,  ho ....  //,„4-i ,  0 ,  .  .  .  0]^ 

reduciit.  Macht  man  jetzt  ä,„+i  hinreichend  klein,  so  müssen  auch 
hl,  ho, . . .  hm  beliebig  klein  werden,  wenn  die  Gleichungen  (9.) 
befriedigt  werden  sollen.  Wäre  also  F,n+\  von  Null  verschieden, 
so  könnte  man  hm+\  so  klein  machen,  dass,  vom  Vorzeichen 
abgesehen,  -F„,+iÄ,„+i  grösser  würde  als  [hi,  ho, . . .  hm-ri,  0, . . .  0]^ 
dass  also  J  dasselbe  Vorzeichen  hätte  wie  i^„+,/i^^.i.  Diese 
Grösse  wechselt  aber  das  Vorzeichen  zugleich  mit  h„,+i,  folglich 
kann  nur  dann  ein  Maxinuim  oder  Minimum  eintreten,  wenn 

ist.     In  derselben  Weise  kann  man  zeigen,  dass  auch 

sein  muss.  Dies  giebt  zur  Bestimmung  der  n  Grössen  zi, 
xo_,  . .  Xn  ausser  den  m  Gleichungen  (8.)  noch  die  n  —  m 
Gleichungen 

-^»«+2  =y  m+2  +  '^l7^I,  m  +  24"''>-li'/-2,m  +  2+  "  * -|-'^»)9"'m,  m-j-2  =  0, 
l  Fn  =fn  +  /-I  '/in  +  U^'ln  +  *  •  '   +  /,«  ^mn   =  0. 

Bei  der  Herleitung  wui'den  allerdings  die  m  Gleichungen 
(1 3.)  zur  Berechnung  der  m  Grössen  /i ,  A2 ,  .  .  .  A„,  und  die  n 
Gleichungen  (8.)  und  (16.)  zur  Berechnung  der  «  Grössen 
oci,  xo, . . .  Xn  benutzt.  oMan  ist  aber  natürlich  an  diese  Reihenfolge 
in  der  Ausführung  der  Rechnungen  nicht  gebunden,  sondern  hat 
nach  dem  Vorhergehenden  im  Ganzen  m  +  w  Gleichungen ,  näm- 
lich die  Gleichungen 

7"i(^i5  ^2,  .  .  .a:„)  =  0, 


(17.) 


«/"m(^-l,  Xo,  .  .  ..r„)  =  0, 
f\  -\-  /-iffn   +  ^-if/n  -i h  Ä«  ^fmi  =  0, 
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die  gerade  zur  Berechnung-  der  ?n  +  n  Unbekannten  /.,,  L,  . . .  l,,,, 
xi,  x-z, .  . .  Xn  ausreichen. 

Auf  diese  Weise  findet  man  alle  Werthsystenie  der  n  Ver- 
änderlichen, für  welche  möglicher  'Weise  ein  Maximum  oder 
Minimum  eintreten  kann.  Ob  dann  füi^  ein  so  gefundenes  Werth- 
system  wirklich  ein  ^Maximum  oder  Minimum  eintritt,  geht  in 
vielen  Fällen  schon  aus  der  Natui^  der  Aufgabe"  hervor.  Des- 
halb möge  hier  die  etwas  weitläufige  Entwickelung  eines  all- 
gemein gültigen  Kriteriums  übergangen  werden. 


§  161. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Es  soll  das  grösste  rechtwinklige  Parallelepi- 
pedon  gefunden  werden,  das  einer  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a 
einbeschrieben  werden  kann. 

Auflösung.  Da  der  Mittelpunkt  des  Parallelepipedons  zu- 
gleich auch  der  Mittelpunkt  der  Kugel  sein  muss,  so  ist  der 
Durchmesser  der  Kugel,  nämlich  2a,  eine  Diagonale  des  Parallel- 
epipedons. Nennt  man  also  drei  an  einander  stossende  Kanten 
2a;,  2i/,  2^,  so  wird 

(1.)  V=f{x,y,z)^^xyz 

die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  und 
(2.)  <f{x,  y,  z)  =  x'  +  f--\-  z'  —  «2^0 

ist  die  Bedingung,    welche   zwischen   den   drei  Veränderlichen 
stattfindet.    In  diesem  Falle  wird  deshalb 

(3.)     F{x,  y,  z)  =f  -f  /.cp  =  Sxyz  +  kix"-  -\- y' +  ^' —  a') , 

(4.)  Fi  =  8yz-^2/^  =  0,  Fo=zSzx+2Xy  =  0,  Fs=8xy -i-2Xz  =  0. 

Dies  giebt 

.    .  k       yz       zx  xy 

4        X        y         z 

also  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2.) 


704 


§  161.     Maxima  und  Minima;  Aufgaben. 


(6.)       x'  =  y^=zz'=  ^^-  ,     oder     x^y  =  z=-^y^. 

Der  Würfel  ist  daher  das  grösste  rechtwinklige  Parallel- 
epipedon,  welches  der  Kugel  eiiibeschrieben  werden  kann. 


Aufgabe  2.     Es    soll    das   gi'össte   rechtwinklige   Parallel- 
epipedon  gefunden  werden,  welches  dem  Ellipsoid 


(7.) 


1    =   0 


eiiibeschrieben  werden  kann. 

Auflösung.    In   ähnhcher  Weise  wie  bei  der  vorigen  Auf- 
gabe findet  man  hier  für  die  halben  Seitenkanten  die  Werthe 


(8.) 


x=l-Yi,   y=lyi,    -=3^3. 


Aufgabe  3.    Unter  allen  Kegeln  mit  gleichem  Volumen  V 
denjenigen  zu  finden,  w^elcher  die  kleinste  Oberfläche  hat. 

Auflösung.  Der  Halbmesser  der 
Grundfläche  sei  x,  die  Höhe  sei 
y,  und  die  Seitenkante  sei  z  (vergL 
Fig.  167);  dann  wii'd  die  Gesammt- 
oberfläche 
(9.)    f(x,  y,  z)  =  x-n  +  xzn 

=  Tl{x^  -f  XZ). 

Dies  ist  die  Function,  welche 
ein  Minimum  werden  soll.  Zwischen 
X,  y  und  z  bestehen  dabei  noch 
die  Bedingungsgleichungen 


oder 


(10.) 


V  =  —^  ,    X-  +  y-  =  z-, 


j  (fi{x,  y,z)  =  S  V—  x-ny  =  0 , 
l  9"2(a*,  y,  z)  —  X-  ■\- y"- —  z^  =  0. 
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Dies  giebt 

(11.)     F{x,  y,  z)  =  7T.{x^  +  xz)  -f  Äi(3  V—  a^ny)  +  H^''-hy'-  -  ^  z'), 

t  F^{x,  y,  z)  =  n[2x  +  z)  -     2Xinxy  +  2hx  =  0, 

(12.)        I  F<i{x,  y,  z)  =  ^  Xi-nx'     +  ^X^y  =  0, 

1  i^3(a-,  y,  z)  =  Tra:  —  2^22  —  0. 

Diirch  Auflösung  dieser  Gleichungen  findet  man 

TtX  U 

(^13.)  Ao  =  '2-  »      ''-'  =  ^  '     '^'  +  ^•■^~  +  2'  =  22/2, 

oder 

(14.)  :r  +  c=y>/2. 

Mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  (10.)  erhält  man  daher 

z"-  =  x^  -h  y~=--2y^—2 Y^xy  +  x^, 
oder 

(15.)  y  =  2x  ■)/ 2 ,    z=  3x,    SV=  2x^n  ]/ 2 , 

also 


(16 


)xy2  =  f'l',    y=^^^    ,V2  =  8.^2  =  3]/^^ 
Die  Gesamratoberfläche  dieses  Kegels  ist  dann 

3/ 


(17.)  0  =  43.%  =  2-p^^V^n. 

Aufgabe  4.  Von  einem  Viereck  sind  die  vier  Seiten  a,  b,  c,  d 
gegeben,  wie  gross  müssen  die  Winkel  sein,  damit  der  Flächen- 
inhalt ein  Maximum  wird?    (Vergl.  Fig.  168.) 

Auflösung.    Ist  ABCD  das  gesuchte  Viereck,  und  setzt  man 
<  ABC  =  x,     <$  ADC  =  y, 
so  wird 

2/SABC ^  ah%mx,     2AADC=  cdsmy, 
also 
(18.)  2F=f{x,  y)  =  ah^mx  +  cdsmy. 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  45 
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Dies  ist  die  Function,  welche  ein 
Maximum  werden  soll;  dabei  sind  aber 
X  und  y  nicht  von  einander  unabliängi;^, 
denn  nach  dem  Cosinussatz  wird 

A&  =  a^  -f  h^  —  2a6c0Srr, 
A(f  =  c^-j-  d"^^  2cdcosy: 
dies  giebt 

(19.)   (p{x,  y)  =:  a^  -j-  b^  —  '2abcosx  —  c'^  —  d-  +  2ndQ,0Sy  —  0. 
Setzt  man  daher 

^(^>  y)  =./(^-  y)  +  ^v(^:  y)j 


so  erhält  man 

(20.) 


[  Fi{x,  y)  =  abQO%x-\-  -lab'lsmx  =  0. 
\  Fz{t,  y)  =  cdcosy  —  2cc?/siny  =  0, 

oder 

(21.)  cosa:  -|-  2/SÜia;  =  0.     cosy  —  2/,siny  =  0, 

und  wenn  man  k  eliminirt, 

(22.)  sinycosx  +  sina;cosy  =  sin(a;  -f  y)  =  o. 

Da  jeder  der  beiden  Winkel  x  und  y  grösser  als  0*^   und 
kleiner   als    180^  sein  muss,  so  kann  diese  Gleichung   nur  be- 
friedigt werden  für 
(23.)  -^  +  .y  =  180«. 

JVe7in  von  einem  Viereck  die  vier  Seiten  gegeben  sind,  so 
ist  also  der  Flücheninhalt  dann  ein  Maximum,  wenn  das  Viereck 
einem  Kreise  einbeschrieben  ist. 

Den  Werth  von  x  findet  man  jetzt  ohne  Weiteres  aus 
Gleichung  (19.),  weil  cosy  gleich  —  cosa:  ist.     Dies  giebt 

(24.)  cos  2-  =  ~  - — — 

^      '  2{ab  -f-  cd) 

Aufgabe  5.     Auf  einer  Ellipse  mit  der  Gleichmig 

(25.)  (p{x,  y)  =  b-x"^  +  «y  _  a^^  =  0 
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sind  zwei  Punkte  Pi  und  Po  gegeben ;  man  soll  auf  der  Ellipse 
einen  dritten  Punkt  P 

bestimmen,  so  dass  der  ^ig  i*'^ 

Flächeninhalt  des  Drei- 
ecks PiPoP  möglichst 
gross  wird.  (Vergl. 
Fig.  169.) 

Auflösung.  Bezeich- 
net mau  die  Coordina- 
ten  der  Punkte  Pi,  P-i, 
P  bezw.  mit  a-, ,  ?/, ; 
3*2,  y2;  ^1  y,  so  wird 
bekanntlich  der  dop- 
pelte Flächeninhalt  des  Dreiecks  P\PiP 

(2H.)     2P=  x{yx  —  y-i)  -\-  i/{zo  —  xi)  -f-  .r.ya  —  -roj/i  =/(.'^,  y  )• 

Dies  ist  die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll. 
Zwischen  den  beiden  Veränderlichen  x  und  y  besteht  dabei  noch 
die  Gleichung  (25.),  da  der  Punkt  P  auf  der  Ellipse  liegen  soll. 
Deshalb  ist  hier 

(27.)      F(x,  y)  =  x{yi  —  y.,)  +  y{x.2    -  Xi)  +  x^y^  —  Xojjx 

I  ^'i {^,  y)  =  yx  —  y-i  +  ^^^""^  =  o, 

\  Fi{x,  y)  =  x.  -    :ri  +  2Xa^y  =  0. 

Dies  giebt  durch  Elimination  von  X 

(29.)  b'^{xi  -~Xi)x  +  a^{yi  —  ya)^  =  0 . 

Da  die  Punkte  Pi  und  P2  auch  auf  der  Ellipse  liegen,  so 
gelten  die  Gleichungen 

62.r,2  4-  a2y,2    -  a^k^  =  0     und     bW  +  «V  —  «^^'  =  0 , 
folghch  ist  auch 

(30.)  b^Xi'  —  X2')  +  a%y^-  —  y^')  =  0 ; 

d.  h.  die  Gleichung  (29.)  wird  befriedigt  für 


^28.) 


(31.) 


Xi   +  X2 


y  = 


Vi  +  yi 


45* 
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und  stellt  deshalb  einen  Durchmesser  dar.  welchei'  die  Sehne 
PiPi  halbirt.  Nennt  man  die  Endpunkte  dieses  Durchmessers 
P  und  P',  so  haben  diese  beiden  Punkte  die  verlangte  Eigen- 
schaft des  Maximums,  denn  nach  der  Lehre  von  den  conjugirten 
Durchmessern  sind  die  Tangenten  in  PundP'  zu  P1P2  parallel. 
In  dem  Dreieck  PiPoP  (und  ebenso  in  dem  Dreieck  PxF,P', 
ist  deshalb  die  Höhe  grösser  als  in  einem  jeden  Dreieck  P^P^P'. 
"welches  dieselbe  Grundlinie  P1P2  hat,  dessen  Spitze  P"  aber 
auf  der  Ellipse  dem  Punkte  P  (bezw.  dem  Punkte  P')  benach- 
bart liegt. 

Aufgabe  6.    In  eine  Ellipse  soll  ein  möglichst  grosses  Drei- 
eck PiPiPy,  einbeschrieben  werden.     (Vergl.  Fig.  170.) 

Fig.  170.  Auflösung.      Diese 

Aufgabe  lässt  sich  un- 
mittelbar auf  die  vor- 
hergehende zurückfüh- 
ren, indem  man  z.  B. 
die  Punkte  Pi  und  Po 
als  gegeben  ansieht  und 
den  Punkt  P3  sucht. 
Die  Verlängerung  des 
Halbmessers  OP3  muss 
daher  die  Sehne  PiPo 
halbiren.  Ebenso  muss 
die  VerläDgerung  von  OP^  die  Gerade  P2P3,  und  die  Ver- 
längerung von  OP2  die  Gerade  P^Pi  halbiren,  d.  h.  der  Mittel- 
punkt 0  der  Ellipse  ist  gleichzeitig  der  Schwerpunkt  des  ge- 
suchten Dreiecks  P^P^Pz. 

Da  in  jedem  Dreieck  der  Schwerpunkt  die  drei  Halbiruugs- 
transversalen  im  Verhältniss  von  1 :  2  theilt .  so  kann  man  ein 
solches  Dreieck  P1P2P3  construiren,  indem  man  auf  der  Ellipse 
einen  Punkt  Pi  beliebig  annimmt,  den  Halbmesser  OPx  über  0 
bis  Ni  verlängert,  so  dass 
(32.)  PiO  =  20  Nx 

wird,  und  durch  iVi  eine  Parallele  zu  der  Tangente  im  Punkte 
Pi  zieht;    dann    schneidet    diese  Parallele   die  Ellipse   in    zwei 


§  161.     Maxima  und  Minima:  Autgaben.  709 

Punkten  Po  und  1%  so  dass  das  Dreieck  P1P2P3  seinen  Schwer- 
punkt in  0  hat.     Dabei  sind  nach  der  Lehre  von  den  conjugirten 
Durchmessern  die  Coordinaten  des  Punktes  Ni 
xi  _  X.2  -f  a-3  i/i  __  7/2  +  y3 

2  ■  2       '  2  ""        2        ' 

folglich  gelten  die  Gleichungen 
(33.)  XI  H-  rJo  +  ^3  =  0     und     yi  +  3/2  4-  ya  =  0. 

Da  bei  dieser  Construction  der  Punkt  Pi  noch  ganz  be- 
liebig auf  der  Ellipse  angenommen  werden  dui'fte,  so  findet  man 
hierdurch  unendlich  viele  Dreiecke,  von  denen  aber  sogleich  ge- 
zeigt werden  soll,  dass  sie  alle  gleichen  Flächeninhalt  haben. 
Der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks  P1P2P3  wird  nämlich 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (33.) 

(34.)         2P  =  xi  (ys  —  y^)  +  xi  (1/3  —  y\)  +  ■'•3  (yi  —  y-i) 
=  3(a-iy2  — .royi). 

Da  die  Punkte  Pi  und  P2  auf  der  Ellipse  liegen,  gelten 
die  Gleichimgen 

hW  +  dhjC-  =  a-Ä-,     V'x.}  -f  a-//2-  =  cC-h'-. 
welche  durch  Multiplication  die  Gleichung 
(35.)       ¥xC-x.}  +  a^yC-yr  +  (i'h''[x^^ij2^  +  x^-y^')  =  ö*ä* 
geben.     Ferner  hat  die  Tangente  im  Punkte  Pi  die  Gleichung- 

lrx\x'  -f  ahj^y'  —  a-lr  =  0, 

folglich  ist  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  man  durch  ]\\ 

parallel  zu  dieser  Tangente  legt. 

(36. .  '2b~xix'  +  2a^yiy'  -f  a-b-  =  0 . 

Da  diese  Gerade  durch  den  Punkt  P2  hindurchgeht,  so  ^\ii-d 
2b-XiX2  +  2a?yiyi  =  —  a-b-, 
und  wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  in's  Quadrat  erhebt, 
(37.;  ib*XiW  +  SaH^xiXnyiy.  +  ia*yi^-yi^  =  a*b*, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (3,5.) 

4a*^*  —  4:a^^Xl^y.^  +  x-r^yi')  +  ^a^b^x^x-iy^y.  =  a*b\ 
oder 
(38.)      4  (2-1^2  —  x^yif  —  Sa^b'^,      2  (xtyo  —  x.yi)  =  abYs. 
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Dies  giebt  mit  Rücksiciit  auf  Gleichung-  (34.) 
(39.)  -iF^dabYs. 

Der  Flächeninhalt  ist  also  unabhängig  von  der  Lage  des 
Punktes  Pi,  so  dass  es  unendlich  viele  Dreiecke  P\P,Pi  giebt, 
welche  gleichen  Inhalt  besitzen,  und  welche  grösser  sind  als  alle 
übrigen  der-  Ellipse  einbeschriebenen  Dreiecke. 

Aufgabe  7.  In  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a  soll  ein 
Oy linder  mit  möglichst  grosser  Oberliäche  einbeschrieben  werden, 
(Vergl.  Fig.  171.) 

Auflösung.  Bezeichnet  man 
die  Halbmesser  der  Grundkreise 
mit  X  und  die  Höhe  des  Cy lin- 
ders mit  y,  so  wird  die  Ober- 
fläche 

(40.)      F  =  2x^n  + '2xyTT , 
also 

(41.)      ßx,  y)  =  ;r2  +  :ry, 
wobei  noch  zwischen  x  und  y  die 
Gleichung 


Fig.  171. 


(42.)  <f{x,  y)  =  45;-^  +  y-    -  4fr'  =  0 

besteht.    Daraus  folgt 

^(^,  y)  =./(^,  y)  +  >'ffi^,  2/)> 

)  F,{x,y)  =  2x  +  y  +  %kx  =  0, 

\F^{x,y)=  x  +  2Mj  =  Q, 

2xy  +  ij-  —  4.r-  =  0 , 


(43.) 
(44.) 


(45.) 
oder 

X45a.)  {x  +  yf  =  bx',     y  =  a(--  1  ±  /ö) . 

Da  X  und  y  beide  positiv  sein  müssen,  so  kann  hierbei  nur 

das  obere  Vorzeichen  gelten.    Es  wird  also 
(45b.)  ^  =  ^(_  1+1/5), 

und  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (42.) 
(46.)  .r2(10  — 2}/5)=:4«S 
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(48.)  /{t,  y)  =  x{x  -^y)  =  x'\  b  =  ^  (  fö  +  1). 


Dasselbe  Resultat  war  bereits  in  §  64,  Aufgabe  21  (Seite 
313  und  314)  gefunden  worden. 

Aufgabe  8.    Durch  den  Mittelpunkt  0  eines  Ellipsoids 

(49.)  (f^{T, !/,  z)  =  ^:  +  |;  -1- 1^  _  1  =  0 

ist  eine  Ebene 

(50.)  ffiix,  y,  z)  =  Ax  +  By  +  C^  =  0 

gelegt ;  man  soll  die  Axen  der  von  dieser  Ebene  ausgeschnittenen 
Ellipse  bestimmen. 

Auflösung.    Verbindet  man    einen  beliebigen  Punkt  P  der 
Schnittcurve  mit  O,  so  wird 

(51.)  ÖI^  =f{x,  y,  z)  =  .r2  +  /  +  z^, 

wobei  die  Veränderlichen  x,  y,  z  den  Gleichungen  (49.)  und  (50.) 
genügen  müssen.  Unter  diesen  Halbmessern  OP  ist  die  yrosse 
Halbaxe  ein  Maxi?num  und  die  kleine  Halbaxe  ein  Minimum. 
Man  findet  daher  die  beiden  Axen.  indem  man  die  Weithe  von 
X,  y,  z  bestimmt,  für  welche  f{x,  y,  z)  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum wird.    Hierbei  ist 

(52.)  F{x,  y,  z)  =f  +  /ly-i  +  Xi(f.i, 

2/1  X 

(53.)  F,  =  2a;  -f     4^  +  AI.  =  0 , 

(54.)  Fo  =  2y-{-  '^^f  +  BM  =  0, 

(55.)  i^3  =  2^  +  ^*^    +  CX,  =  0, 

also 

(56.)  2.  =  -^T+1^  ^    2y  =  -  ^i:^^ ,    2.  _  -  ^-,--_^  • 
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und    (4:9.,    folgt 


Mit  Rücksicht   auf  die  Gleichung-en  (50 
hieraus 


(57.) 
(58.) 


«' +  /l  "^  6^+  /-i  "^  <^V^'^  ~   ^ ' 


=  4 


Aus  Gleichung  (57.)  findet  mau  die  beiden  Werthe  von  /» 
und  aus  Gleichung  (58.)  die  zugehörigen  Werthe  von  X^.  Indem 
man  diese  ^^^erthe  von  /i  und  /o  in  die  Gleichungen  (56.)  ein- 
setzt, erhält  man  schliesslich  die  gesuchten  Werthe  von  x,y,z. 


p 


Anhang.     Tafeln  für  die  h3-perboli.schen  Functionen. 
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Tafel 


für  die  Beziehung  zwischen 
und  dem  gemein 


dem  transcendenten  Winkel  ^ 
samen  Winkel  u. 


Grad 

u  =  In 

■hG+l)]'^ 

Grad 

V  =  In 

/TT     ,     d-\     *) 

0'  |lO' 

20' 

|30'  40' 

50' 

0'  10' 

20' 

30' 

40' 

50' 

0 

0,000c 

0,0020 

0,0058 

0,0087 

0.0116 

0,0145 

46 

0.9063 
0,9316 
0,9575 
0,9838 

0,9105 1  0,9147 

0,918g 

0,9445 
0,9706 

0,9972 

0,9231 
0,9488 
0,9750 
1,0017 

0,9274 

I 

3 

0175 

034S 

0524 
069g 

020i 
0378 

OS53 
072S 

0233 
0407 
0582 
0757 

0262 
0436 
0611 
0786 

0291 
0466 
0640 
0815 

0320 

0495 
0670 

0845 

47 

48 

49 

50 

51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 

59 

60 

61 
62 
63 
64 
65 

66 

67 
68 
6.^ 

70 

72 

74 
75 

76 
77 
78 
79 
80 
'«i 
82 

8^ 
84 

85 

So 
87 
88 
Sq 

90 

0,9359 
0,9618 
0,9882 

0,9402 
0,9662 

0,9927 

0,9531 
0,9794 
1,0062 

4 

1,0107 

1,0152 

1,0198 

1,0243 

1,0289 

1,0335 

5 

087^ 

0903 

0932 

0961 

099 1 

1020 

03SI 
0662 
0948 
1242 

0428 
0709 
0997 
1291 

0474 
0756 
1045 
1341 

0521 
0804 
1094 
1391 

0567 
0852 

1143 
1441 

0614 

D 
S 

1049 
1225 
1401 
1577 

1078 
1254 
1430 
1607 

1108 
1283 
1460 
1636 

"37 
•3'3 

14SQ 
1666 

ri66 
1342 

151S 
1605 

1195 
1371 
1548 
1725 

0000 
1192 
1492 

'-■' 

1542 

1593 

1644 

169s 

1747 

1799 

10 

o.>754 

0,1784 

0,1813 

",1843 

o.'873 

0,1902 

1S5I 

2167 
2492 
2826 

1903 
2220 

2547 
2882 

'955 
2274 
2602 

2939 

2008 

2328 
2657 
2996 

2060 
2382 
2713 

3054 

2113 

II 

12 
13 

1032 
2110 
2280 
2468 

1961 

2140 
2310 
2498 

1991 

=  i6q 
2348 
2528 

2C2I 
2190 
2378 
255S 

2050 
2229 
240S 
2588 

208  c 

2259 

2433 

2618 

2437 
2769 
3112 

IJ. 

1,3170 

1.3228 

1,3287 

1,3345 

1,3405 

1,3464 

15 

2648 

2679   2709 

2739 

2769 

2799 
2981 
3164 
3345 

3533 

3524 

38qo 
426S 
4659 

3584 
3952 
4332 
4726 

3645 
4014 
4397 
4793 

3705 

4077 
4462 
4860 

3767 
4140 
4527 
4928 

3828 

16 
18 

2830 
3012 
3195 
3379 

2860 
3042 
3225 

3400 

2890 
3072 
3256 
3440 

2920 
3103 
3286 

3471 

2951 
3133 
3317 
3502 

4204 
4593 
4996 

19 

5065 

S134 

5203 

5273 

5343 

54U 

20 

0.3564 
3750 
3938 
4127 
4317 

0-3593 

0.3626 

0,3657 

0,3688 

0.3719 

5485 

3923 
6379 
6856 

5557 
5998 
6457 
6037 

5629 
6073 
^536 
7019 

5702 
6149 
6615 
7102 

5775 

6225 
6695 

7'85 

5849 

21 
22 
23 

3781 
3o6u 
4158 
434^ 

3813 
4001 
4190 
4381 

3844 
4032 
4222 
4413 

3875 
4064 

4253 
4445 

3906 

4005 
4285 
4477 

6307 
6775 
7269 

24 

^,7354 

1,7440 

1,7526 

1,7612 

1,7700 

1,7788 

25 

4509 

4541 

4573 

4605 

4637 

4670 

1,7877 
1,8427 
1,9008 
1,9623 

1,7907 
1,8522 
1,9 108 
1,0729 

1,8057 
1,8617 
1,9209 
1,0836 

1.8149 
1,8714 

1,9311 
1,9944 

1,8241 
1,8811 
1,9414 
2,0054 

1,8334 

27 
28 

4702 
4897 
5094 

S393 

4735 
4030 
5127 
53=6 

4767 
4963 
5160 

5359 

4799 
4995 
5 '93 
5393 

4832 
5028 
5226 
5426 

4865 
5061 

5259 
5460 

1,8909 
1,0518 
2,0164 

20 

2,0276 

2,0389 

2,0503 

2,06/9 

2,0736 

2,0854 

30 

o>5493 

0.5527 

0.15560 

0.5394 

0,5628 

0,5662 

2,0973 
2,1721 
2,2528 
2,3404 

2.1094 
2,1851 
2,2660 
2,3558 

2,1217 

2,1983 
2,2812 
2,3714 

2,1340 
2,2117 

2,2957 
2,3872 

2,1466 
2,2252 
2,3104 
2,4033 

2,1593 

33 

5696 
590c. 
6107 
6317 

5730 
5935 
6142 
6352 

5764 
5969 
6177 
6387 

,579s 
6004 
6212 
6422 

5832 
6038 
6247 
6457 

5S66 
6073 
6282 
6493 

2,2389 
2,3253 
2,4196 

34 

2,4362 

2.4531 

2,4703 

2,4878 

2,5056 

2,5237 

35 

6528 

Ö564 

6600 

663s 

6671 

6707 

2,5421 
2,6603 
2,7942 
2,9487 

2,5609 
2,6814 
2,8184 
2,0769 

2,5800 
2,7030 

2,0431 
3,0060 

2,5995 
2,7250 
2,8685 
3,0359 

2,6193 
2,7476 
2,8945 
3,0667 

2,6396 

36 

37 

38 

6743 
6g6o 
7180 

7403 

6770 
6996 
7217 
7440 

8615 
7033 
7254 
747S 

6851 
7070 
7291 
7516 

6887 
7106 
732? 
7553 

6923 

7M3 
7366 
7591 

2,7706 
2,9212 
3,0985 

SQ 

3.1313 

3,1652 

3,2004 

3,2368 

3,2746 

3,3138 

40 

0,7629 

0,7667 

0.7705 

°,7743 

0,7782 

0,7820 

8053 
8289 
8529 
8773 

3,3547 
3,642s 
4,0481 
4,7413 

3,3973 
3,6997 
4,1352 
4.9237 

3,4417 
3,7604 
4,2305 
5,1468 

3,4883 
3,8249 
4,3359 
5.4345 

3,5371 
3,8939 
4,4536 
5,8400 

3,5884 

4' 

42 
43 

7?59 
8092 
8328 
8569 

7897 
8131 
8368 
8610 

7936 
8170 
8408 
S650 

7975 
8210 
8448 
8691 

8014 
8240 
S488 
8732 

3,9681 
4,5872 
6,5331 

44 

00 

45 

83i4 

8855; 

8896 

8938 

8979 

.•,021 

•)  Aus  den  Gleichungen 

Bin  u  =  tg  0-,     @of  ti  =  sec  d-    (vergl.  Formel  Nr.  79  der  Tabelle) 


folst 


<s"  =  (fof « -f  ©in  u 


1  +  sin  .•> 
cos5- 


ä- (2 )  +  2  cos  (2 )  sin (2)  +  sin«(0 


cos^(0-sin2(0 
=  i±^=.g(j.0^oder.  =  In[tgQ^J)]. 
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Tafel  für  die  hyperbolische  Function 

Sin  u  =  t^,'^  für  M  =  ü  bis  u  =  5,09.*) 


u 

o 

1 

2 

3 

.  1  = 

6 

■ 
7 

3 

0 

D 

0,0 

o,cooo 

0100 

0200 

0300 

0400 

0500 

0600 

0701 

0801 

0901 

101 

o,i 

0,2 

",3 
u,4 

0,I002 
0,2013 
0,3045 

0,4108 

1102 
2IIS 
3150 
4216 

1203 

22l8 
3255 
4325 

'304 
2320 
3360 
4434 

1405 
2423 
3466 
4543 

1506 
2526 
3572 
4653 

1607 
262Q 
3678 
4764 

1708 
2733 
3785 
4875 

1810 
2837 
3892 
4986 

1911 
2941 
4000 
5098 

102 

104 
108 
"3 

0,5 

0,5211 
0,6367 

o,7S86 
0,8881 
1,0265 

5324 

5438 

5552 

5Ö66 

5782 

5897 

6014 

6131 

6248 

119 

o,6 

o,8 
o,9 

648s 
7712 
9015 
0409 

6605 
7838 
9150 

OSS4 

6725 
7966 
.,286 
0700 

6846 
8094 
9423 
0847 

6967 
8223 
g56i 
099s 

7090 

8353 
9700 
"44 

7213 
8484 
9840 
1294 

7336 
8615 
9981 
1446 

7461 
8748 

OJ22* 

>5'^8 

12s 

133 
143 
154 

1,0 

1.1752 

1007 

2063 

2220 

2379 

2539 

2700 

2862 

3025 

3ICX) 

166 

1,1 

1,2 

1,4 

1.3356 
',5095 
',6984 
1 ,9043 

3524 
5276 
7182 
0259 

3693 
5460 
7381 
9477 

3863 
5645 
7583 
9697 

4035 
583' 
7786 
9919 

4208 
6019 
7'j>9'' 
0143* 

4382 
6209 
8198 
0369* 

4558 
6400 
8406 
0597* 

4735 
6593 
8617 
0827* 

4914 
6788 
3829 
1050* 

iSi 
196 
214 
234 

l,b 

2,1293 

1529 

1768 

2Cü8 

2251 

2496 

2743 

2993 

3245 

3499 

6175 

9112 

2341' 

5894 

257 

1,7 
1,8 

1,9 

2,3756 
2,6456 
2,9422 
3,2682 

4015 
6740 

9734 
3025 

4276 
7027 
0049* 
3372 

4540 
7317 

0367* 

3722 

4806 
7609 
0689* 
4075 

5075 
7904 
■  013* 
4432 

5346 
8202 

1340* 
4792 

5620 
8503 
1671* 
5156 

5896 
8806 
2005* 
S523 

2bl 
310 

34' 
375 

2,0 

3,6269 

6647 

7028 

74>4 

7803 

8196 

8593 

S993 

9398 

9806 

413 

2,1 
2,2 

2,3 
2,4 

4,0219 
4,4571 
4,9370 
5.4662 

0,0502 

063s 
5030 

0876 
5221 
1118 

1056 
5494 
0387* 
S785 

1480 
5962 
0903* 
6354 

,909 
6434 
1425* 

2342 
6912 

1951* 
7S'o 

2779 
7394 
2483* 
8097 

3221 
7880 
3020* 

8680 

3666 
8372 
3562* 
9288 

4117 
8868 
4109* 
9892 

454 
502 

553 
610 

2,b 

174t 

236g 

30C4 

3645 

4293 

4946 

5607 

6274 

673 

2,6 

2,7 
2,8 
2,9 

6,6947 
7,4f>63 
8,1019 
9,0596 

7628 
4814 
2749 
■  512 

8315 
5572 
3386 
2437 

qooo 
6333 
4432 

337' 

9709 
7112 

5287 
4315 

0417* 

7894 

6150 

5268 

1132* 
S683 
7021 
6231 

I8S4* 
9480 
7902 
7203 

25.S3* 
0285* 
8791 
8185 

3319* 
1098* 
9689 
9177 

744 
821 

907 

I002 

a,ü 

10,0179 

1  IQT 

2212 

3245 

4287 

5340 

6403 

7477 

8562 

Q658 

1107 

3,1 

3,2 

3,3 

3,4 

11,0765!  1^82 
12,2459|  3694 
13.5-70'  6743 
14,965  1  T=;.ii6 

3011 
4941 
8l2I 
15,268 

4151  ■ 
620  t 

9513 
15,422 

5303 
7473^ 
0019* 
'5,577 

6466 

8758 
2338* 
'5-734 

7641 
0056* 
3772* 
15,893 

8827 
1367* 
5221* 
16,053 

0026* 
2691* 
6684* 
16,214 

1236* 
4028* 

8161* 
'6,37 

1223 

135' 

1493 

'65 

3.5 

■6.543 

16,700 

16,877 

17,047 

17,219 

17. 30"   17.567 

17,744 

'7,923 

18,103 

l32 

3,0 

3,7 
3,8 
3,9 

18,285 
20,211 

22,339 
"4.691 

18,47- 

20,4  ■  5 
22,564 

24,930 

18.655 
30,620 
22,791 
25.190 

18,843 
20,828 
23,020 
25,444 

•■'.033 
21,037 
23,252 
25,700 

19,224 

21.249 

23,4^6 

25. '.58 

19,418 
21,463 

23,722 
26,219 

19, -^'3 
21,679 
23,961 
26.483 

19,811 
21,897 

24,202 
26,749 

20,010 
22,117 
24,445 
27,018 

201 
222 
246 

272 

4,0 

27,290  !  27,564 

=  7.842 

28,122 

28.404 

2H.OUO 

23,979 

29,270 

29,  .564 

29,862 

3'0 

4,1 

4,2 
4,3 
4,4 

30,162   30,46s 
33,336   33,671 
36,843   37,214 
40,719   41, '20 

30,772 
34,009 
37,588 
41.542 

31,081 
34,35' 
37.966 
41.960 

.11,393 
34.697 
38,347 
42.382 

3'. 709 
3'!,o46 
38.733 
42.808 

32,028 
35,398 
39,'i22 

43,238 

32,350 
35,754 
39,515 
43,673 

32,675 
36,113 
39.913 
44,112 

33,004 
36.476 
40.314 

44.555 

332 
367 
405 

448 

4,5 

45.«'3  1  45,455 

45,912 

46.374 

46.840 

47,311 

47,787 

48,267 

48,752 

49.242 

495 

4,6 
4,7 
4,8 
4,9 

49.737   50.237 
54,960  1  55,522 
60.751  1  61,362 
67,141  1  67,816 

50.742 
56,080 
61,979 
68,498 

51,252 
56,643 
62.601 
69,186 

51,767 
57,2'3 
63,23^ 
69,882 

52,288 
57,788 
63,866 
70.584 

52,813 
58,369 

64,508 
71,293 

53.344 
58,955 
65,157 
72,010 

53,880 
59,548 
65,812 
72,734 

.=  4.422 
6^,147 

66,473 
73,465 

547 
604 
668 
73S 

5,0 

74,-03  ! 

74,949  1 

75.702 

76,463 

77,232 

78,008 

78,792 

70.584 

80,384 

81,192 

816 

*)  Die  hier  folgenden  Tafeln  sind  entnommen  aus  Ligoicski,  Tafeln 
der  Hvperbelfunctiouen  vmd  der  Kreisfnnctionen.  Verlag  von  Wilhelm 
Emsi   (\t.  Sohn  in  Berlin. 
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gof  U-. 

=  sec^  für  u 

=  0  bis  «  = 

■  5,09. 

u 

0 

I         2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

D 

0,0 

1,0000 

OOOl 

0002 

0005 

0008 

C013 

0018 

0025 

0032 

0041 

9 

o,i 
0,2 

0.3 

f,4 

1,0050 

I,02C1 

',0453 
1,0811 

C06I 
022 1 

0484 
0852 

0072 
0243 
0516 

0895 

0085 
0266 

0549 

^939 

0098 
0289 
0584 
C984 

0113 

o3'4 
0619 
1030 

0128 
0340 

0655 
1077 

0145 
0367 
0692 
1125 

0162 
039s 
0731 
"74 

0181 
0423 
0770 
1225 

20 
3t 
41 

S' 

0,5 

1,1276 

1329 

1383 

1438 

1494 

1551 

1609 

1669 

1730 

1792 

63 

0,6 
0,7 
0,3 

<^,9 

1,1855 
',2552 

1,3374 
',433t 

1919 
2628 

3464 

4434 

19S4 
2706 

3555 
4539 

2051 
2785 

3647 
4645 

2119 
286s 
3740 
4753 

2188 

2947 

3835 
4862 

2258 
3030 
3932 
4973 

2330 
3114 
4029 
5085 

2402 
3199 
4128 
S'99 

2476 

3286 

4229 
5314 

76 
88 
102 
117 

1,0 

1,5431 

5549 

5669 

5790 

5913 

6038 

6164  1  6292 

6421 

6552 

133 

1,1 

r,2 

1,3 
1,4 

.,6685 
1,8107 
1,9700 
2,1509 

6820 
8258 
9880 
1700 

6956 
8412 
0053* 
1894 

7093 
8568 
0228* 
2090 

7233 
8725 
0404* 
2288 

7374 
8884 

0583* 
2488 

7517 
9045 
0764^ 
2691 

7662 
9208 
C947* 
2896 

7808 
9373 
1132* 
3103 

7956 
9540 
1320* 
33'2 

151 
169 

180 
212 

1,5 

2.3524 

3738 

3955 

4174 

4395 

4619 

4845  1  5073 

5305 

5538 

237 

■,6 

■•7 
',8 
'■9 

2,5775 
2,8283 

3,1075 
3,4177 

6013 
8549 
1371 
4506 

6255 
8818 

1669 
4838 

6499 
9090 
1972 
5'73 

6746 
9364 
2277 

5512 

69.15 
9642 

2585 
5855 

7247 
9922 

2897 
6201 

7502 
0206* 

3212 
6551 

7760 
0492* 

3530 
6904 

8020 
0782* 

3852 
7261 

263 
293 
325 
36' 

2,0 

3,7622 

7987 

8355 

8727 

9103 

9483 

9867 

1  0255''^  1  0647* 

1043* 

400 

2,1 
2,2 

=  ■4 

4,1443 
4-5679 
5,0372 
5.5569 

1847 
6127 

0868 
6119 

2256 
6580 

1370 
6674 

2668 
7037 
1876 
7235 

3085 
7499 
2388 
7801 

3507 
7966 
2905 
8373 

3932 
8437 
3427 
8951 

4362   4797 
3914   9395 
3954   4487 

9535    0125* 

5236 
9881 

5026 
0721* 

443 
49' 

543 
602 

2,5 

6,1323 

1931 

2345 

3166 

3793 

4426 

5066 

5712  1  6365 

7024 

666 

■a6 
■  7 
2.8 

6,76go 
7,4735 
8,2527 
9,1146 

8363 

5479 

3351 
2056 

9043 
6231 

4182 
2976 

9729 
6990 
5022 
3905 

042,3* 
7758 
587' 
4844 

,123* 
8533 
6728 
579' 

1831* 
9136 

7594 
6749 

2546*   3268* 
0106*   0905* 
8469    0352 
7716    8693 

3998* 
1712* 

0244* 
9680 

737 
815 
902 
998 

3,0 

10,0678 

1683 

27C0  1  3728 

476s 

5813 

6872  1  7942  1  9022 

0113* 

1102 

3,1 
3,2 
3.3 

3-4 

11,121"; 
12,2866 
13,5748 
'4,999 

2358 
4097 
7108 
15,149 

3453 
5340 
8482 
15.301 

4588 
6596 
9871 

15,455 

5736 
7864 

1273* 
15,610 

6S95 
9146 
2689* 
15,766 

8065 
0440* 
4120* 
15,924 

9247    0442* 
1747*   3067* 
5565*   7024* 
16,084  '6,245 

1648* 
4401* 

8498* 
16,408 

1218 

1347 

1480 

165 

3,5 

3,6 

3-7 
3.8 
3,9 

16,573 

'6,739 

j  6,907 

17077 

17,248 

17,421 

17,596 

17,772  '   17,95' 

18,131 

182 

'8,313 
20,236 

22.362 
24,711 

18,497 
20,439 
22,586 
24,959 

18,682 
20,644 
22,8:3 
25,210 

18,870 
20,852 

23,042 
25.463 

'9,059 

2I,c6l 

23  273 

25  7'9 

19,250 
21,272 

23,507 
25,977 

19,444 
21,486 

23,7-,3 
26,238 

'9,639 

21,7C2 
23.982 
26,502 

19,836 
21,919 
24,222 
26,768 

20,035 
22,139 
24,466 
27,037 

20 1 

222 

245 
271 

4,0 

4' 
4,2 

•4-3 
4.4 

27,308 

27,582 

27,860 

28,139 

28,422 

28,707 

28,996 

29,287  1  29,581 

29,878 

300 

30, 1 78 
33,351 
36,857 
40,732 

30,482 
33,686 

37,227 
41,141 

30,788 
34,024 
37,601 
41,554 

31,097 
34,366 

37,979 
41,972 

31,409 

34,7" 
38,360 
42-393 

31,725 
35, 060 

33,746 
42,819 

32,044 
35,412 

39,135 
43,250 

32,365   32,691 
35,768   36,127 

39,528   39,925 
43,684   44,123 

33,019 
36,490 
40,326 
44,566 

332 
367 
406 
448 

4,5 

4,6 
4,7 
4,8 
4,9 

45,014 

45,466 

45-923 

46,385 

46,851 

47,321 

47,797 

48.277  1  48,762 

49,252 

495 

49,747 
54,978 
60,759 
67,149 

50,247 
55,53' 
61,370 
67,823 

50.752 
5'',o89 
61,987 
68,505 

51,262 
56,652 
62,609 
69,193 

5', 777 

57,221 
63,239 
69,889 

52,297 
57,796 
63,874 
70.591 

52,823 
58,377 
64,516 
71,300 

53,354 
58,964 
65,  64 
72,017 

53,800 
59,556 

65,819 
72,74' 

54.431 
60,153 
66,481 
73,472 

547 
604 

668 

738 

5,0 

74,2:0 

74956 

75,709 

76,470 

77.238 

78,0.4 

78.798 

79.590 

80,390 

81,198 

Sir 

"16  Anhang.     Tafeln  für  die  hyperbolischen  Functionen. 

Tafel  für  die  I^rir/gs' sehen  Logarilfimen  der  hyperbolischen  Function 

2 in  M  ^  tg  .>  für  u  =  0  bis  j<  =  .j.09;  um  10  vergrössert. 


V 

0 

I 

=   ,   3 

' 

3 

6 

7 

8 

9 

D 

0,0 

—  00 

8,0000 

301 r    4772  1  6022 

6992 

7784 

8455 

9036 

954S 

459 

O.I 

9,0007 
9,3039 
0,4836 
Q.6136 

0423 
3254 
40S3 

6240 

0802 
3459 
5125 
6359 

1152  1   1475 
3656    3844 

5264'   5393 
646:3  1  6574 

1777 
4J25 

5529 
6678 

2060 
4199 
5656 
6780 

2325 
4366 

5781 
6880 

257Ö 
4528 

59c  2 
6978 

28.4 
4685 
6020 

7074 

225 
151 
116 

0=^ 

0,5 

9.7.69 

7262 

7354 

7444 

7533 

7620 

7707 

779' 

7S75 

7958 

81 

;.6 

:-7 

■9 

9,8039 
9,8800 
0.9485 

io.oti4 

8119 
SS72 

<J550 
0174 

8199 
8942 

9614 
0234 

S277 
0012 

9673 
0294 

8354 
9082 

9742 
0353 

8431 
9150 

9805 
0412 

8506 
0218 
9868 
0470 

8581 
9286 
9930 
0529 

865s 
9353 

9992 
0586 

8728 
0419 

0053* 
0644 

72 

66 

61 

57 

1,0 

10,0701 

0758    0815  1 

0871    0927 

0982 

1033 

1093 

1148 

1203 

54 

I.I 

1.2 

1-3 
1-4 

10.1257 
10.1788 
10,2300 
10,2797 

J311 
1S40 

23=;i 
2846 

X365 
1892 

2401 
2895 

1419 
1944 

^45' 
2944 

1472 
199s 
2501 
2993 

1525 
2046 

2551 
3041 

1578 
2098 
2600 
3090 

163  t 
2148 
2650 
3138 

1684 
2199 

2600 
3186 

1736 
2250 

2748 
3234 

52 

50 
40 
48 

1.5 

10.3282 

3330 

3378 

3426 

3+74 

3521 

3569 

3616 

3663 

37" 

47 

:.S 

■0.3758 
10,4225 

10.4687 
10, 5  >  43 

3805 
4272 

4733 
518S 

3S52 
43.8 

4778 
5234 

3899 
4364 
4S24 
5279 

3946 
44" 
4870 
5324 

3992 

4457 
4915 
5370 

4039 
4503 
4961 
5415 

4086 

4549 

5007 
5460 

4132 

4595 
5052 
5505 

417? 
4641 
5098 
5550 

46 
46 

45 
45 

2.0 

10.5595 

5640 

5685  1  S730 

5775 

5820 

586s 

59'o 

5955 

6000 

45 

2.3 

10,6044 
10,6491 
10,6935 
10.7377 

60S0 
6535 
6970 
742> 

6134    6178 
6580    6624 
7023    7067 
7465    7309 

6223 
666S 
7112 
7553 

6268 
6713 

7156 
7597 

6312 
6757 
7200 
7642 

6357 
6802 

7244 
7686 

6401 
6846 
7289 
7730 

6446 
6890 

7333 
7774 

45 
45 
44 
44 

2,5 

10.781S 

7862  i   7906  1   7950  1   7994  1 

8038 

8082 

8126 

S169 

S213 

44 

2.7 

10,8257 
10. 8696 
10,9134 
10.0571 

S301 
8740 
9178 
0615 

8345  j  83S9    8433 
8784    8827    8871 
9221  '     9265  1  9300 
0658  1  9702  1  9746 

8477 
891 5 
9353 
9789 

3521 
8959 
9396 
9833 

8564 
9003 

9440 
9877 

860S 
9046 

9484 
9920 

8652 
9090 
9527 

9964 

44 
44 
44 

44 

3,0 

3.1 

:--4 

j  i.oooS 

■x)5i 

0095  1  0139  1  0182 

0226 

0270 

0313 

0357 

o4o<j 

44 

11,0444 
11.0880 
11.1316 
11. 1751 
ii,=i36 

04S8   0531  j  0575   c6i8 
0923    0967    loi 1    1054 

1359    1403  ■  1446    1490 
1704    1838  1  1881    1925 

0662 
1098 

1533 

1968 

0706 
114' 

1577 

20!2 

0749 
1x85 
1620 
2056 

0793 
1228 

1664 

20..)9 

0836 
1272 
1707 
2143 

44 
44 
44 
43 

3,5 

:-7 
5.8 

;■■? 

2230 

2273  j  2317  1  2360 

2404 

2447 

2491 

2534 

2578 

43 

11,2621 
11,3056 

".3491 
11,3925 

2665 

3099 

3534 

3969 

2708 
3143 

357S 
4012 

2752 
3186 
3621 
4056 

2795 
3230 

3665 
4099 

2839 
3273- 
370S 
4145 

2ß£2 
3317 
3752 
4156 

2925 
3360 

3795 
4230 

2969 
3404 

3838 

4273 

3012 
3447 

3882 
4317 

44 
44 

43 
43 

4.0 

11,4360 

4403 

4447 

4490  1  4534 

4577 

4621 

4664 

470S 

4751 

44 

4.1 

4-2 

-■3 

4.4 

11,4705 
11.5229 

11.5604 
11.6008 

483S 
5273 
5707 
6141 

4881 
5316 

5750 
6.85 

4925    4968 
5359    5403 

5794    5S37 
6228    6272 

5012 
5446 
S88i 
6315 

5055 
5490 

5924 
6359 

5099 
5533 
5968 
6402 

5142 

5577 
6011 
6446 

5186 
5620 

6055 
64S9 

43 
44 
43 
43 

4,5 

4.6 

4-7 

4.S 
i.C 

11.6532 

6576 

66ig  j  6663  1  6706 

6750 

6793 

6836 

6880 

6923 

44 

11,6967 
11,7401 

11,7336 
11.8270 

7010 

7445 
7879 
S313 

7054  !  7097 

748R  ;  7531 
7922  '  7966 

1  S357  :  S400 

7141 
7575 
8000 

8444 

7184 
7618 

8053 
84S7 

7227 
7662 

8096 
8530 

7271 
7705 
8140 
S574 

7314 
7749 
8183 
8617 

7358 

7792 

8226 
8661 

43 
44 
44 
43 

5.0 

11.8704 

8748 

i  8791 

1 

3835 

8878 

8921 

8965 

9008 

9052 

909s 

43 

Allhang.     Tafeln  i'fir  die  hyperbolischen  Functionen.  717 

Tafel  für  die  Brigf/sschen  Logarithmen  der  hyperbolischen  Function 

(io)'  1'  =  sec^  für  u  =  U  bi.s  u  =  5.09. 


H                      O 

I 

2       3    j 

4 

5      6 

7 

8 

9 

f) 

0,0 

0,0000   0000  j 

0001    0002  1 

OC03 

0042 
0124 
0246 

0407 

0005 

0008 

001 1 

0014 

0018 

j. 

O.  I 

0.4 

0,0022 
o,ooS6 

0,0193 
00339 

0026 
009s 
0205 
0355 

0031 
0104 

0219 
0372 

0037 
Ol  14 
0232 
0390 

0049 
0134 
0261 
0426 

"7.026" 

0055 
0145 
0276 
0444 

0062 
0156 
0291 
0463 

0070 
oi68 
0306 
0482 

0078 
0180 
0322 
0502 

8 
'3 

z- 
20 

0,5 

0,0522 

0542 

0502 

0583 

0605 

0648 

0670 

0693 

0716 

23 

0.6 
0.7 
0.8 
o.o 

0.0730 
0.0987 
0,1263 
0,1563 

0762 
1013 
1292 
1594 

0786 
1040 
1321 
1625 

oSio 
1067 

1350 
1657 

0S35 
1094 

13S0 
1680 

0859 

II22 
I4IO 
172I 

0884 
1149 
1440 
1753 

0910 

1177 
1470 
1785 

0935 
1206 

1501 
1818 

0961 
1234 
1532 
1S51 

26 

29 
31 
33 

1,0 

0,1884 

1917 

1950 

1984 

2018 

2051 

2086 

2120 

2154 

2189 

34 

I.I 

I.- 

^3 
1.4 

0,2223 
0,2578 

0,2947 
0,3326 

2258 
2615 
2984 
3365 

2203 
2651 
3022 
3403 

2328 
2688 

3059 
3442 

2364 
2724 

3097 
3-481 

2309 
2761 

3135 
3520 

2435 
2798 

3173 

3559 
'  3952 

2470 

2835 

3211 

■  3598 

2506 
2S72 

3249 
3637 

2542 
2909 
3288 
3676 

3Ö 
38 
38 
39 

1,5 

0,3715 

3754 

3794 

3833 

3873 

3913 

3992 

4032 

4072 

40 

1,6 

1,8 
^9 

0,4112 
0,4515 
0,4024 
0,5337 

4152 
4556 
4965 
5379 

4192 
4597 
5006 
5421 

583S 

4232 
4637 
S048 
5462 

5880 

4273 
4678 

5089 
5504 
5922 

4313 
4719 
5130 

_5^4S_ 
5964 

4353 
4760 

S172 
55S7 

4394 
4801 

5213 
5629 

4434 
4842 

5254 
5671 

4475 
4883 

5296 
5713 

40 
4t 

4' 

4.1 

2,0 

2.1 
2.2 

2-4 

0  5754 

5796 

6006 

604S 

6090 

6132 

45 

0,6175 
0,6597 
0,7022 
0.7443 

6217 
6640 
7064 
7491 

6259 
6682 

7107 

7534 

6301 
6724 

7150 
7577 

6343 
6767 
7192 
7619 

6386 
6809 

7235 
7662 

6428 
6852 
727S 
7705 

6470 
6894 

7320 
7748 

6512 
6937 

7363 
7791 

6555 
6979 

7406 
7833 

42 
43 
42 
43 

2,5 

2,6 
2.8 

-'.9 

0.7876 

7919 

7962 

8005 

0048 

3091 

8134 

8176 

8219 

8262 

43 

0,8305 
0,8735 
0,9166 
0,9597 

S348 
8778 
9209 
9641 

8391 
8821 

9252 
0684 

8434 
8864 

9295 
9727  _ 
0159 

8477 
8907 

9338 
9770 

S520 
8951 
0382 
9813 

8563 
8994 

9425 

0856 

0289 

S606 
9037 
9468 
9900 

8649 
9080 
9511 
9943 

8692 
9123 

9554 
9986 

43 
43 

43 
43 

3,0 

3-1 

3.2 

3.3 
3.4 

I.002Q 

0073 

0116 

0202 

024s 

0332 

0375 

0418 

44 

1,0462 
1,0894 

1,1327 
I.I761 

050s 
0938 

1371 
1804 

0548 
0981 
1414 

1S47 

0591 
1024 

I4S7 
1891 

0635 
1067 

1501 

1934 

0678 

IUI 

1544 
1977 

2411 

0721 
"54 

1587 
2021 

0764 
IJ97 

1631 
2C64 

0808 
1241 
1674 
2107 

0851 
1284 
1717 

2151 

43 
43 
44 
43 

3,5 

3.6 
3,7 
3,8 
3,9 

I.2IO4 

2237 

2671 
310S 
3538 
3972 

2281 

2324 

2367 

2454 

2497 

2541 

2584 

44 

1.2628 
1,3061 

1,3495 
1,3929 

2714 
3148 

3582 
4016 

2758 
3191 
3625 
4059 

2801 
3235 
3669 
4103 

2844 
3278 

3712 
4146 

2888 
33.^2 

3755 
4189 

2931 
3365 

3799 
4233 

2974 
3408 
3842 
4276 

3018 
3452 
3886 
4320 

43 

43 
43 
43 

4,0 

4,1 

4,2 
4,3 

4.4 

1,4363  i  4406 

4450 

4493 

4537 

4580 

4623 

4667 

4710 

4754 

43 

1,4797 
1,5231 
i,  =  665 
1,6090 

4840 
5274 
5709 
6143 

4884 
5318 

5752 
6i86 

4927 
5361 

5793 
6230 

4971 
5405 

5839 
6273 

5014 
5448 
5882 
6316 

5057 
S492 
5926 
6360 

5101 

5535 

5969 
6403 

5144 
5578 
6012 
6447 

5188 
5622 
6056 
6490 

43 
43 

45 
43 

4,5 

4,6 
4,7 
4,8 
4,9 

i-65:'3 

6577 

6620 

6664 

6707 

6751 

6794 

6837 

6881 

6924 

44 

1,6968 
1.7402 

1,7836 

1,8270 

701 1 
7445 
7880 
8314 

7055 
7489 

7923 
8357 

7098 
7532 
7966 
8401 

7141 
7576 
8010 
8444 

7185 
7619 

8053 
8487 

7228 
7662 
8097 
8531 

7706 
8140 
8574 

7315 
7749 
8184 
8618 

7358 
7793 
8227 
8661 

44 
45 
43 
44 

5,0 

1,8705 

1  8748 

8701 

8835 

8878 

8922 

8965 

9009 

9052 

9095 

43 

718 


Anhang.     Tafeln  für  dio  hyjierbolischen  Functionen. 

Tafel  für  die  hyperbolische  Function 

%^  u  —  sin  5-  für  u  =  U  bis  u  =  2,ä9. 


M        O 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

' 

9 

D 

0.0 

0,0000 

0100 

0200 

0300 

0400 

0500 

0590 

0699 

0798 

0898 

99 

"3 

"4 

0,0997 
0,1974 
0,2913 
0,3800 
0,4621 

1096 
2070 

3004 

3885 

470Ö 

1194 
2165 
3095 
3969 

1293 
2260 
318s 
4053 

'39' 
2355 
3275 
4'37 

1489 
2449 
3364 
4219 
5005 

1587 
2543 
3452 
4301 

1684 
2636 
3540 
4382 

178t 
2720 
3627 
4462 

1878 
2821 
3714 
4542 

96 
02 
86 
79 

0,5 

4777 

4854 

4930 

5080 

5154 

5227 

5299 

7' 

o,6 
o,7 

o,8 
o.q 

0,5370 
0,6044 

0,6640 
0,7163 

5441 

6.07 

6696 
7211 

55" 
6169 

675' 
725g 

5581 
6231 

6805 
7306 

5649 
6291 
6858 
7352 

5717 
6352 
651. 
7398 

5784 
64.. 
696J 

7443 

5850 
6469 
7014 
7487 

5915 
6527 
7064 
7531 

5980 
6584 
7114 
7574 

64 
56 

4'_l 
42 

1,0 

0,7616 

7658 

7699 

7739 

7779 

7818 

7857 

7895 

7932 

7969 

36 

l.I 

1.2 

1,3 
1,4 

0,8005 

08337 
0,8617 
0,8854 

8041 

8367 
8643 

8875 

8076 
8397 
8668 
8896 

8110 
8426 
8693 

Sqi7 

8144 
8455 
87'7 

8937 

8178 
8483 
874. 
8957 

8?io 

8764 
8977 

8243 
8538 
8787 
8996 

8275 
8565 
8810 

9015 

8306 
8501 
8832 
9033 

22 

19 

1,5 

0,9052 

0069 

9087 

Q104 

9121 

9138 

9'54 

_9i72_ 
9316 
9436 
9536 
9619 

9186 

9202 

15 

1,6 

',7 
1,8 
',9 

0,9217 

0,9354 

0,9468 
0,9562 

0232 
9367 
9478 

957' 

9246 
9379 
9488 
9579 

926  t 
9391 
Q498 
9587 

9275 
9402 
9508 
9595 

0289 
9414 

9518 
Q'^03 

9302 

9425 
0527 
9611 

93^9 
9447 
9545 
9626 

9342 
9458 
9554 
9633 

12 
10 

8 
7 

2,0 

0.9640 

0647 

9654 

9661 

9668 

9674 

q68o 

96S7 

9693 

9699 

6 

2,1 

2.2 
2.3 

«,9705 
0,9757 

0.0801 

9710 
9762 

0805 

9716 
9767 

9809 

9722 

977' 
0812 

9727 
9776 
9816 

9732 
9780 
9820 

9738 
9785 
9823 

9743 
9789 
9827 

9748 
9793 
9830 

9753 
9797 
9834 

5 

4 
3 

Tafel  für  die  Brigffs'schzn  Logarithmen  der  hyperbolischen  Function 


Sg 

u  =  sin  .9  fti 

r  u^^O   bis  u 

=  2,39;  um 

10  vergrössert. 

u 

° 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

0 

D 

0,0 

-00 

8,0000 

3010 

4770 

6018 

6986 

7776 

8444 

9022 

953' 

455 

0,1 

0.2 

0,3 

0.4 

8,9986 
9.2053 
9,4644 
9,5797 
9  6648 

0396* 
3>59 
4778 
5894 

0771* 

3355 
4907 

5987 

ms* 

3542 
5031 
6078 

1433* 
3720 
5152 
6166 

1729* 
3890 
5268 
(.252 

2004* 
4053 
5381 
6336 

2263* 

4210 

5490 

64'7 

2506» 
4360 
5596 
6496 

2736* 
4505 
5698 
6573 

217 
139 

99 
75 

0.5 

6720 

6792 

6861 

69i8 

6994 

^058 

7121 

7182 

7242 

S8 

0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

0,7300 

9,7813 
9,8222 

9,855' 

7357 
7858 
8258 
8:80 

74'3 
7902 

8293 

S600 

7467 
7945 
8328 
8637 

7520 
7988 
8367 
8664 

757' 
8029 

8395 

8691 

7622 
8069 
8428 
8717 

7671 
8109 
8459 
8743 

7720 
8.47 
8'9i 
8768 

7767 
8185 
8521 
8793 

46 
37 
30 

24 

1.0 

0.8817 

8841 

S864 

8887 

8909 

8931 

8952 

8973 

8994 

9014 
9194 
9341 
9460 

_?55l_ 
9639 

20 

I  I 

1,2 

1,3 

1,4 

9,9034 
9.9210 
9,9354 
9,947  t 

9053 
9226 
9367 
9482 

9072 
9241 

9379 
9492 

9090 
9256 

9391 
9502 

9108 
9271 

9404 
9512 

9126 
9285 
9415 
9522 

9144 
9300 
9427 
9531 

9161 
93'4 
9438 
9540 

9177 
9327 

9450 
9550 

16 
13 
I  J 

9 

1,5 

9.9567 
9,9646 
9,9710 
9,976^ 
9,9806 

_957^ 

9653 
9716 
9767 
9810 

9584 

9592 

9601 

9608 

96.6 

9624 

9631 

7 

»,6 

1,7 
1,8 
1.9 

9660 
9721 
9772 
9813 

9666 
9727 
9776 
9817 

9673 
9732 
9781 
9821 

9679 
9738 
9785 
9S24 

9686 
9743 
9789 
9828 

9692 
9748 
9794 
9831 

9698 
9753 
9798 
9834 
9864 

9704 
9758 
9802 
9838 

6 

4 
3 

2,0 

9,9841 

9844 

0847 

9850 

9853 

9856 

9859 

9862 

9867 

3 

2,1 
2,2 

2,3 

9,9870 
9,9893 
9,9913 

9872 
9895 
9914 

987s 
9898 
9916 

9877 
9900 
9918 

9880 
9902 
9919 

9882 
9904 
9921 

9884 
9905 
9923 

9887 
9907 
9924 

9885 
9909 

9526 

989  t 

99" 
9927 

1 

2 

Tabelle 

der  wichtigsteu  Formeln  aus  der  Diftereniial- Rechnung. 


1.)     lim  —     ==1.  [^  4  Gl.  (5.)] 

2=0         Z 

2.)    lim(X  rb  3')  =  lim  A  ±:  lim  Y.  [§  5,  Gl.  (l.)l 

S.")     limfX  .  D  =  limX  .  lim  F.  [§  5,  Gl.  (2.)] 

,.    /X\      limX  -.    ,,-_  ^  . 

4.'     \\my  ^,j  =  jT^^,:  weuii  hml  <  0  ist.  [§  5,  Gl.  (a.)l 

5.)     Eine  Function 

heisst  für  solche  Werthe  von  x  stetig,  lüir  welche  die  Differenz 

mit   den  positiven  Grössen   ()    und  £    zug-leich  unendlich  klein 
wird.  [§  8,  Gl.  (il.)j 

"•>    0)  =  ^ 1.2.3.J ^-  B"^»Mi.)! 

-  (:)+G.io=ct>         '^^•«'■*-' 

Die  Formel  Nr.  8  gilt  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 
f    n  eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 
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9.)      (1  +  x)"'  =  l+(^y  -^  (^^y-^  +  ■■■ 

+  U_2)--*+U_i>"-'+U>' 

=  ^+(i>+(2r  +  - 

f§  9,  Gl.  (4.)  und  Gl.  (Ö.)] 
10.)     (a  +  />)"'  =  "'"  +  (^l)a"'-'b   +  (2)«'""'*'  +  ••• 

-f  (2)«'*"'-'  +  (^^^'^06'"-^  +  i-. 

[§  9,  Gl.  (7.)  und  §  34,  Gl.  (5.)] 

Bei  den  Formeln  Nr.  9  und  10  wird  vorausgesetzt,  dass  m 
eine  positive,  ganze  Zalü  ist. 

11.)     S=  A-\-  Ap-h  Ap'  +  ■■■  +  Ap"~'  =  ^^^~^'^  ■ 

[§  10,  GL  (1.)  und  (2.)] 

11  a.)    Ist  p  ein  positiver  oder  negativer  ächter  Bruch,  und  wird 
fi  unendlich  gross,  so  ist 

S  =  A-h  Ap+  Af  4-  Ap^  +  •  •  •  =  ^^^—  •        [§  10,  Gl.  lö.)] 
12.)    .r,"    »  +  .ra-i"-^  +  .rVi*»-^  + h  x^'-'X^  -\-  x'"^  =  —  "~~'  • 

Xi — X 

[§  10,  Gl.  (3.)  nnd  (4.)] 

13. )    e  =  lim  ( 1  +  -  )  =  lim  aS'ä  +  lim  -SV, 

><  =  oo\  f^/  11=00  /i=CO 

wo 

lim6',=  l  +  -,  +  -,  +  3^+--f^,' 

Hm  Sk  <  -TTT  '    lim  «Sä  <  e  <  lim  6"^  + 


Kl  k         n=oo  n=oo                k\  K 

l§  11,  Gl.  (2.),  (ö.),  (7.),  rn.)  und  (lä.j] 
14.)     e=l+i,+l,+  i+... 

=  2,718  281  828  459  ....  [§  11,  Gl.  (13.)  und  (14.,] 
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15.)    Die  Ableitung   (der  Differential -Quotient)   einer   stetigen 
Function  y  =f{x)  ist 

dx         dx  jx=o  ^x  .jc-y.      xi  —  z 

=  li^l  f  Ir!  •  [§  12,  Gl.  (5.),  (5a.),  (5b.)  und  (6.)] 

16.)    Ist  a  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  einer  Curve  mit 
der  positiven  Eichtuiig  der  X-Axe  bildet,  so  wird 

wobei  y  —f{x)  die  Gleichung  der  Curve  und  a:,  ?/  die  Coordi- 
naten  des  Berührungspunktes  sind.  [§  13,  Gl.  (3.)] 

17.)    ^^— =  i-  [§14,GUla.)] 

,  ^  ,     d(Ai/)         ,  dy 

d{u  -\-  V)       du   ^   dv 
"•)    -^^  =  -&+Tx-  [§14,  Gl.  (301 

^^  -     diu — v)       du      dv 

2^-)     -V-=^"^-  f§  14,  Gl.  (4.)] 

^)  _  [§  15.  Gl.  (6.)  und  Gl.  (9.);  §  17,  Gl.  (8.); 

'       dx     ~~  §  21,  Gl.  (17.),  (22a.)  und  (2Ü.)] 

..^  N    ^(loga:)      löge       c?(ln.r)       l 

22.)     -S^^  =  —  :  r'    =      •  [§  18,  Gl.  (9.)  und  (9a.j] 

dx  X  dx  X 

23.)    l0g:c  =  j^^  =  Inrr  .  log^.  [§  18,  Gl.  (13.)  und  (14.)] 

24.)    — ^™  =  COSa;.  [§  19,  Gl.  (8.)] 

25.)    ü^)  =  _sin^.  [§  19,  Gl.  (15.)] 

ÜZ 

^''^    ^  =  Ä  =  ^  +  ^'^"  [§  20.  Gl.  (6.)] 

27.)    ^^  = i^  =  -  (1  +  ctg^:i:).  [§  20,  Gl.  (12.)] 

Kiepert,  Differential  -  Rechnung.  46 
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^ ,     d(uv)  du    ,       dv  r„         ^.     ^     . 

28-)    IfaT-'^ ;&  +  "&•  1§  21,  Gl.  (6a.;l 

,  d{uiUi^..tim)  _ 

^^•^  dx  ~ 

dui    ,  duo    ,  ,  d/(,n 

M2W3  ...Um-j r    UxUz  .  .  .  Mm     i-   +  •  •  •    +    "1^2  .  .  .  W„,_i    ^^     • 

[§  21,  Gl.  (16.)] 
(Ku"*)  du 

29a.)  ^-^  =  »WM'"-!  __  .  fg  21,  Gl.  (17.),  (22.)  und  (-26.);  §  23,  Gl.  (3.)] 

30.)    'g^:^^^.^^.  [^  21,  Gl.  (27.)] 

^^•)     '^^=VV-^-  [§21,  Gl.  (27a.)] 

32.)     ^K«^^:^'  =    /^^  •  f§  21.  Gl.  (28.)] 

dz  Ya^—x^ 

du  dv 


/m\  du  dv 

\  ü/          (/;z:  dx 


33.)    — >-  = ;, [§  21,  Gl.  (34a.)] 

dx  C' 

34.)     dy  =  df{x)  =f'{x)dx.  [§  22,  Gl.  (8.)] 

35.)    Ist 

y  =f[u)     und    M  =  '/'(a:), 

so  wird 

du  =  (f.'{x)dx,     dy  =:f'{u)du  =f'{u)(p'{x)dx, 

oder 

^v       /- ,  /  \    w  \       dy  du 

-£  =/'  (m)^'  (^)  =  ^  ^  •        [§  22,  Gl.  (6.),  (6a.)  und  (9.) 

36.)    Aus  x  =  rf{y)  folgt  ^  =  ^  •  [§  24,  Gl.  (4.)] 

«'■'    ^-^  =  yrrp-  B -24,  GL  (8a.)l 

»«•)     -^        =r+lä-  K  24.  Gl.  (16a.)l 
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f/(arcctg-r)  1 

40-)     ^^ =  '^lT^2-  [§  24,  Gl.  (20a.)] 

,,  .     (/(arcsecr)  1 

41-1     ^,--=^yj|^--  B  24,  61.  (24a.,J 

,^  ,    c/(arccoseca:)  1 

42.)  ^^^    ^      __^^^_^.  ^§  24,  Gl.  (28a.)] 

■^^■'*  ^1^  ""  ''''^^^'''     "rf^  ^  ^■'-  t§  24,  Gl.  (32a.)  und  (33.)] 

44.)  (£oize  =  ^  (e"  +  e'").  [§  26,  Gl.  (1.)] 

45.)  (Binu  =  ^  (e"  —  e-").  [§  26,  Gl.  (1.)] 

46.)  :4.g?^  =  7^y    :      ^tQtl  =  ,^r—  •  [§  26,  Gl.  (2.)  imd  (3.)] 

47.)    (5ec<^  —  — -- ,    üokcit  =  ,^-.—  •  [§  26,  Gl.  (4.)] 

48.)     ^0]u  +  (Sin?/  =  e".  [§  26,  Gl.  (7.)] 

49.)     ^0\u  —  'B'mu  =  e   ".  [§  26,  Gl.  (8.)] 

50.)    (io'fu  —  Stn^«  —  1 .  [§  26,  Gl.  (9.)] 

50a.)  (loi'-u  =  1  +  ©in-w,  ®in-?^  =  ßoP«  —  l.  [§26,Gl.(10.)und(12.)] 

51.)    ©in(2w)  =  2®m?^  (^of?/.  [§  26,  Gl.  (13.)] 

52.)    iSoi{2u)  =  (ioi-u  +  @in-w  =  2iS,o'fu  —-1  =  1+  2<Bin-H. 

[§  26,  Gl.  (14.)  und  (15.)] 

53.)     BtC-ii  +  %Qhi  =  1.  [§  26,  Gl.  (16.)] 

54.)    StiJ-/^     -  (io)CC^u  =  1.  [§  26,  Gl.  (17.)] 

55.)    Si^(2^^}  =  ^^^S,-  *  [§  26,  Gl.  (19.)] 

56.)    So) (2m)  =  I  "^  :^'"  •  [§  26,  Gl.  (20.)] 

57.)  doiiu  +  ü)  =  ©oJM .  (Soff  +  ©in-M .  ©in  f.  [§  26,  Gl.  (23.)] 

58.)  (Soj(w  —  v)  =  iio']n  .  Soff  --  ©IHM  .  ©int".  [§  26,  Gl.  (24.)] 

59.)  ©in(«  +  f)  =  ©in?^ .  (£ojf  +  (io\u  .  ©int\  [§  26,  Gl.  (31.)] 

60.)  ©in(M  —  v)  =  <B\nu  .  (So)«  —  ßof ^^ .  ©inr.  [§  26,  Gl.  (32.)] 

46* 
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61.)     eDfa  +  eo[5=  2eü|(-J^).(£0i(^-).  [§  26,  Gl.  (27.)j 

62.)    (Sof  a  —  (Sof  6  =  2  ©in  C^i^) '  ® •"  (^") '  f §  ^ö,  Gl.  (28.)] 

63.)    (gina  +  Bmb  —  2©inr~-  -  j  •  ^oi(^^    )  *  l§  26,  Gl.  (33.)] 

64.)    ©in«  —  ©in b  =  2(Iof (^-^- j  •  ©in(^-) •  [§  26,  Gl.  (34.)] 

«r    N         O-  O-       7  ©in(a—    6) 

65.)     Iga-Io4=g„y^-4'-  B -2.;,  Gl.  (35.)] 

66.)    ®3«-®9*=-|i,"*'7@J„V  1§  26,  Gl,  C86.)l 

67.)       ^      '    '  =  ©inM.  [§  27,  Gl.  (3.)] 

68.)     ^ =  (5ofM.                                                    .  [§  27,  Gl.  (4.)] 

«»•'    ^-  =  4=l,  =  l--^ä'''-  1§  27,  Gl.  (6.)1 

71.)    a:  —  So[w  ist  gleichbedeutend  mit 

M  =  5{r  ^o\x  =  In(ar  ±  yi^"^TT).  [§  29,  Gl.  (18.)} 
72.)    cc  =  ©in«  ist  gleichbedeutend  mit 

u  =  5Ir©ina;  =  ]n(.r  +yr+'a^).  [§  29,  Gl.  (19.)] 
73.)    x  —  Zo^u  ist  gleichbedeutend  mit 

u  =  2(r  Xg  a;  =  -In  (  -^  ^^  •  [§  29,  Gl.  (20. i) 

74.)    X  —  (StcjM  ist  gleichbedeutend  mit 

u  =  Slretga;  =  ^ln(^   \  [§  29,  Gl.  (21.)] 

75.)    -L^  =  ±  _===  .  l§  29,  Gl.  (22.)] 

,    c/(?lr©in2-)  1 

76.)    ^^_J  =  ^^==.  K  29,  Gl.  (23.11 
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77.)    ^^~^  =  Y^-.'  [§  29,  Gl.  (24.)] 

78.)      ^    ^'    ^-Y^^-  [§  29,  Gl.  (24.)] 

79.)    Setzt  man 

(B'mu  =  tg^, 

7t 

SO  wii'd  für  0  <  i9  <  - 

(gtn?/ =  tgi5^,        Xgw     ==  sini9^, 

(£ofw  =  seci!^      ©ecw    =cos.9, 

(itgw  =  cosec.^,   (Eofec  m  =  ctg  »9-. 

[§  30,  Gl.  (9.)] 

80.)/%.)=^^,/"t^)  =  ^g^.-/<-'(^)  =  ÖÖ- 

[§  31,  Gl.  (2.)  und  (3.)] 
80a.)/"W  =  lim  /(^+2^.)-2/0.+^.)+/M  .     ^^  ^^^  ^,_  ^,  ,j 

81.)    f72?/  =  ^(c/y)  =f"{x)dx\ 


d''y  =  d{d"-^y)  =ß"\x)dz".  [§  31,  Gl.  (11.)  bis  (14.)] 

82.)    2^  =ß"K^)'  [§  31'  ^^-  (!**•)] 

83.)    ^-±f)  =  ^±fj'.  [§  32,  Aufgabe  llj 

wenn  ?<  =f(x),     v  =  g{cc)  ist.  [§  32,  Aufgabe  12.] 

85.)    Sind  die  Functionen /(a:)  und /'(rr)  im  Intervalle  von  a 
bis  a  +  h  stetig  und  endlich,  so  wird 

f{a  +  Ä)  -/(«)  =  Ä  ./'(«  +  ®h), 
oder 
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f{x)  —f{a)  =  (a:  —  ö) ./' [a  +  ©(.r  —  «)],     wobei     0  <  0  <  +  1 . 

f§  36,  Gl.  (9.)  und  (11. J 

86.)  fi^x)  =/{a)  +-^  (x  -  a)  +^^  {x~af  +  -.. 


wobei 


{n  +  1)1 
=  T,  \f^"^[^  +  Ö-2(^  -  «)]  -  ß"Ka)]  (x  -  «r 


/■  (»+!)  [a  +  0a(^  —  a)] 


n\ 


U  —  03)"(:r  —  «)"+'. 


Die  Grössen  0i,  0o,  03  liegen  zwischen  0  und  1. 

[§  b7,  Gl.  (23.)  und  (24.);  §  42,  Gl.  (5.)  und  (17.)] 
87.)  /(.  +  A)=/(:r)+-^Ä  +^f  ^^  +  -  • +-^';]f^Ä'^  +  i^, 
wobei 

n\ 
Die  Grössen  ©i,  02,  03  liegen  zwisclien  0  und  1. 

[§  37,  Gl.  (25.)  und  (26.);  §  42,  Gl.  (3a.)  und  (15.)] 

88.)  /(.)  =/(o)  +/;f.  +q^.^  + ...  +/-^^ ."  +  n, 

wobei 

72  =  Ip^^l  -^«+1  =  1  \n-\Q,x)  — /(»)(0)]a:" 
(i^  +  1)!  w!^-^     V    -  /     ^     V  ^J 

w! 
Die  Grössen  0i,  02,  03  liegen  zwischen  0  und  1. 

[§  38,  Gl.  (1.)  und  (2.);  §  42,  Gl.  (7.)  und  (19.)] 
88a.)/(a:)  -/(O)  =  X  .f  {Ox).  [§  38,  Gl.  (3.)] 

89.)    ^'  =  l  +  ^!+|!  +  |'|  +  |l+----  [§  39,  Gl.  (6.)] 
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U^        11^         u^ 

90.)    (5pf  w  =  i(e«  +  e-)  =  1  +  -j  +  ^^  +  ^-^  +  . . . . 

[§  39,  Gl.  (9.)] 

N     ^.  ,  /  \         u     ,    u^        u^       u' 

91.)    enn/=  W'  -  e-^)  =  Yi  +  3!  +  5!+  7!  +  •••  • 

[§  39,  Gl.  (10.)] 

arlna      x^lnaf      x^lnaf      x^lnaf 
92.)    ö-  =  1  +  -^  +  - 2^   +  -^ ,       +  -- j^  +  . . -  . 

[§  39,  Gl.  (13.)] 
93.)    sin:i-  =  f !  —  li  +  |t  —  yr  +  -  •  •  •  •  [§  4u,  Gl.  (ö.)] 

94.)    COS.r  =  1  —  2 !  +  4 1—  ^  + •  [§  40,  Gl.  (10.)] 

In  den  Formeln  89  bis  94  dürfen  a;  und  i^  jeden  beliebigen 
endlichen  "Wertli  haben. 

95.)    (1 +. )..=  1 +(7). +('»).= +Q.3+... 

fiü-  —  1  <  .r  +  1.  [§  43,  Gl.  (19.)  und  (20.)] 

96.)    {a-^b)'"=a"^  +  r^y"'   '^»-f('^^«'»-2Ä'^ +  ('^)a'»   ^^3+ . . . 

für  I  6  1  <  I  a  I  .  [§48,  Gl.  (31.)] 

97.)    (a  +  5)"'  =  i"'  +  ('"^fli"'    »  +(2)"'"'^'""'  +(3)"'^""'  +••  ■ 

für  1  ^^  I  >  I  a  1  .  [§  43,  Gl.  (32.)] 

N     ,                 X         X        x^    ,    x^       x'^    , 
98.)    ln(l+.r)-  ^---H-  3       j  + 

für  —  1  <  a:  ^  +  1 
99.)    ln2  =  j;-2+3-4+- 

100.)    ln(«  +  .y)  =  ln^^  +  -^-£  +  ^-4;^ 

für  I  y  I  <  1  «  I .  [§  44,  Gl.  (9.)] 

101.)    M« +1)  =  In« +^-2^.  +^3- i^ +  -•••• 

[§  44,  GL  (9a.)] 


- 1. 

[§  44,  Gl.  (8.)] 

• 

[§  44,  Gl.  (8a.)] 

y3 

y'  . 
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102.)    ln(y  +  s)  =  lny  +  2 \~^      +  „7--^ 5  +  — ^- 1 1 

^*^r  -  1  <  2^^,  <  +  1-  [§44.  Gl.  (12:)] 


103.)    ln(i/  +  l)=%+2 


L2y  +  1^3(2y+l)3^5(2y+l)5  ^ 


[§  44,  Gl.  (12a.)] 

104.)    arctga;  =  -— ^-+  -  — y  + 

für  —  1  <  .^  <  +  1 .  [§  48,  GL  (4.)] 

[§  49,  Gl.  (1.)  und  §  53,  Beispiel  -2  auf  Seite  240  und  241.] 

-■):=G+8)-3(l+i)  +  5(.>i)-^-- 

[§  19,  Gl.  (14.)] 

1Ö7-)  4^'^V5"~3T5^  +  5".li5~  +  "7^(239~"3.2393"'"  )* 

[§  49,  Gl.  (23.)] 

,  ^„  ,  .  .r        1   .7:3       1  .  3  .r^       1  .  3  .  5  a:' 

108.)    arcsm.r  =     +  -       A A -\ — 

'  1^2    3^2.45^2.4.67^ 

f  iir  —  1  <  rr  <  +  1 .  [§50,  Gl.  (3.)] 

109.)  Eine  Eeilie  mit  lauter  iDOsitiven  Gliedern  convergirt,  wenn 
von  einer  bestimmten  Stelle  ab  eine  der  folgenden  Bedingungen 
erfüllt  ist: 

IL  ^lin  ^  /^;  <  1, 
III.  n(\  —  "^^  )^;J  >  1.  [§  52,  Satz  5,  7  und  12.] 

110.)  Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  (xliedem  cUvergirt,  wenn 
von  einer  bestimmten  Stelle  ab  eine  der  folgenden  Bedingungen 
erfüllt  ist: 
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I. 

W„+i 

>.  1 

Un 

=  J^) 

n. 

11/ 

^1, 

in. 

n(\ 

w-n+l' 

1  •  [§  52,  Satz  6,  8  und  13.] 

111.)  Eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  con- 
vergirt,  wenn  die  Summe  der  absoluten  Beträge  convergirt. 

[§  53,  Satz  1;  vergl.  auch  Formel  Nr.  113.] 

112.)  Eine  alternirende  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute 
Betrag  der  einzelnen  Glieder  immer  kleiner  und  schliesslich  un- 
endlich klein  wiid.  [§  53,  Satz  2.] 
113.)  Eine  Reihe  ist  unbedingt  convergent,  wenn  die  Summe  der 
Absoluten  Beträge  convergirt.  [§  54  und  1O6,  Satz  1.] 
114.)    Sind 

ü  —u^-\-  Ui  +  Wo  +  •  •  •     und     F  =  fo  +  Vi  +  ^'2  +  ■  •  • 
zwei  unbedingt  convergente  Reihen,  und  ist 

Wq  =  ?/ofo, 

Wi  =  tCoVi  4-  «li'O  , 

W'a  =  Wo^"2  +  Wiüi  +  UoDq, 


so  ist  auch  die  Reihe 

«^0  +  ^i  -f  ^6•2  +  •  •  • 

unbedingt  convergent,  und  ihre  Summe  W  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  UV  der  Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

[§  55,  Satz  3  und  106,  Satz  3.] 

115.)  Eine  Potenzreihe  convergirt  unbedingt  für  alle  Werthe  von 
r ,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  die  positive  Grösse  r, 
wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

ist,  wobei  g  eine  bestimmte  endliche  Grösse  bedeutet. 

[§  57,  Satz  2.J 

1 16.)  Wenn  die  Grössen  oo,  «i,  «2,  «3, .  •  •  positiv  sind  und  eine 
bis  Urs  unendlich  Kleine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die 
Reihe 
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^«0  +  «iCOSa:  +  aoC0S(2a:)  +  «3COS  (3a:)  +  •  •  • 
convergent  für  alle  Werthe  von  x,  welche  von  0.  zb  27t,  =fc  47r, . . . 
verschieden  sind;  und  die  Eeihe 

-|öo  —  «1  COSa;  +  ö2C0s(2ic)  — ■  a3COS(3:i-)  -\ • 

ist  convergent  für  alle  Werthe  von  a-,  welche  von  ±itt,  ±:  Stt, 
±571 .. .  verschieden  sind.  [§  58.) 

117.)  Wenn  die  Grössen  bj,  bo,  h, . . .  positiv  sind  und  eine  bis 
in's  unendlich  Kleine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  sind  die 
Reihen 

hl  sin-r  +  bi  sm(2a:)  +  b-i  sin  (Sa:)  +  bt  sin  (4a;)  +  •  •  • 
und 

hl  sina:  —  b-i  sin  (2a:)  +  bz  sin  (3a:)  —  A4  sin  (4a:)  -\ 

für  alle  Werthe  von  x  convergent.  [§  58.] 

118.)  Um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen,  füi'  welche /(a:)  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird,  bestimme  man  die  Werthe  von 
a-,  für  welche /'(a:)  gleich  Null  wird.  Ein  solcher  Werth  sei  x, 
und/(")(a:)  sei  die  erste  spätere  Ableitung,  welche  für  diesen 
Werth  von  x  nicht  verschwindet;  dann  ist /(a:)  ein  Maximum, 
wenn  n  gerade  und  f^"\x)  negativ  ist;  f(x)  ist  ein  Minimum, 
wenn  ?i  gerade  und  f^"\x)  positiv  ist.  Dagegen  tritt  weder  ein 
2\laximum  noch  ein  Minimimi  ein,  wenn  n  ungerade  ist.  [§  61.] 
119.)     Ist 

so  wird  für  alle  Werthe  von  x,  für  welche  P{x)  verschwindet, 

■^"^^'=lw'  K  «3,  Gl.  (3.11 

120.)  lim?.("Ultog;^', 

x=a  ^{X)  ^^ap\x) 

wenn 

lim^(a:)  =  0,     limy'(a:)  =  0,     ...  lim7-("-^(a:)  =  0, 

lim/(a:)  =  0,     lim/'(.r)  =  0,     ...  lim/("-i)(a:)  =  0 ; 

[§  65,  Gl.  (19.),  (20.)  und  (24.)] 

oder  wenn 
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lmi(p(x)  =  oo,     ]im(p'{x)  =  00,     ...  lim^("-^)(a:)  =  00, 

x=a  x=a  x=a 

]m\f{x)  =  00,     \m\f\x)  =00,     ...  \un.f(»-%x)  =  00 . 

ar=a  x=a  .c=a 

[§  <J7,  Gl.  (12.)] 
121.)     Ist 

z  =  F{u,v), 
SO  wird 

^    =  lim  -^ ^^     =  Fi(u,  c), 

dz       -.     F(u,  c  +  Jv)  —  F(u,  v)       ^  .       , 

[§  76,  Gl.  (ö.)  und.  (6.)] 

122.)     Ist 

z=F{u,v), 

und  sind  ^^  und  0  beide  Fimctionen  von  a:,  so  wird 


cfe ös  du       dz  dv 

dx      du  dx       do   dx 


oder 


d^  =  ^l  du  +  ^j^  de.    [§  TG,  Gl.  (16.)  und  (16a.)] 
.  c?ln(wü)       1   du      1   (/ü 

^,  .  Vü/       1  du       1   </ü 

12*-)  -^=„ä.-?5.-  l§  ™.  Gl.  (26.)] 

«/(m")  ,  f/w    .  ,       do 

126.)     Ist  c  =  F{x,  ij)  und  y  =/(x),  so  wii^d 

rfz       02       dz  dy 

dx      dx       dy  dx 
oder 

dz  =  |||  dx  +  ^^  c/y.  [§  77,  Gl.  (6.)] 

127.)     Ist  F(x,  y)  =  0,  so  wii^d 

dy  Fi{x,  y) 

p  =  i=-'F^lj-        (§".«.(12.)] 
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driJ        dp        dp 
128-)  ?  =  Ä^  =  öi+öi^''-  BW.  Gl-  (2a.)] 

.  (Py       da    .   da 

129.)  '•  =  <^  =  Ö7+Öy''-  B".0U3a.)l 

130.)     Sind  r  und  y  so  bestimmt,  dass 

-^(^j  S/)  =  0    und    Fx{x,  y)  =  0 
werden,    so  ist  y  ein  Maximum  oder  Minimum,  jenachdem  Fo 
und  Jii  gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben.     [§  81.] 

130  a.)     Sind  x  und  y  so  bestimmt,  dass 

F{r,  y)  —  0     und     F<i{x,  y)  =  0 
werden,    so  ist  x  ein  Maximum  oder  Minimum,  jenachdem  Fi 
und  i^22  gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben.      [§  81.] 

131.)    Ist  X  =  rp{t),  y  =  xp{t),  so  wird 

dy 
_  dy  _  W'i^)  __  dt   _dy    dt 
dx       (p\t)        dx       dt     dx 
dt 

dp 

d-y  dp        dt         dp  dt 

dx^       dx        dx       dt   dx ' 
dt 

oder 

_<^_  (p'{t)ip"{f)  —  xp'{t)(f'"{t)  __  dxd'-y  —  dyd'-x 
^~~  dx^~  (p\tf  "  d7? 

[§  83,  Gl.  (11.),  (12.),  (12a.)  und  (12b.)] 

132.)     ;,=^  =  i-     und^^^'!=--t-V 
'     ^        dx       dx  ^        dx-  /dx^ 

dy  \dij) 


_  dh/ dy  dy^  \dy'^/ 


d^  = :fd~^~  "^  •         t§  85.  Gl.  (4.)  und  (7.)] 


\dy 
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dx 1      (P-x q       d^x pr  —  fiq^ 

''    dy      p      dy'^  p^      dy^  p^ 

[§  85,  Gl.  (5.)  und  (8.)] 

134.)    Gleichung  der  Tangente: 

^'  ~  ^  ""  ^  ^^'  ^^  ''^'  f§  ^^'  ^^-  ^^•-'^ 

135.)     Gleichung  der  Normale: 

y'  —  y  =  ~^^{x'~  x).  [§  87,  Gl.  f  7.)J 

136.)    Siibnormale  (S/i)  =  y^~^-  [§  87,  Gl  (9.)] 

137.)    Subtangente  (St)  =  y -r  ■  [§87,  Gl.  (10.)] 

138.)     du"'  —  dx"-  +  dy"-, 

(dj^_  /M;     MV       ,    ,    /^V  l§  87,  Gl.  (13.) 

139.)    Normale  (iV)  =  y  ,*  •  [§  87,  Gl.  (14.)] 

140.)     Tangente  (T)  =  y~  =  N  -^  ■  [§  87,  Gl.  (14.)] 

141.)  Eine  CiuTe  y  —fix)  ist  nach  oben  concav  oder  convex, 
jenachdem  -~^=f"{x)  grösser  oder  kleiner  als  Null  ist.  Vor- 
ausgesetzt ist,  dass  die  positive  Eichtung  der  Y-Axe  nach  oben 
geht;  wird  das  Coordinaten- System  um  180°  gedieht,  so  muss 
man  das  Wort  „obeu'^  mit  „unte?i^'  vertauschen. 

[§  89,  Gl.  (8.)  und  Gl.  (10.)] 

142.)  Em  Wendepunkt  tritt  ein,  wenn  für  den  zugehörigen 
Werth  von  x 

wird  und  ausserdem  das  Zeichen  wechselt.  [§  89.] 

143.)    Zwei  Curven  y  =f{.r)  und  y  =  y{x)  haben  im  Punkte  P 

eine  Berührung  (oder  Osculation)  von   der  u^'"  Ordnung,  wenn 

für  den  zugehörigen  Werth  von  x 

/(^)  =  9{^),  f\^)  =  y\x\  fix)  =  9"{x\  . .  .ß%x)  =  y^x). 

l§  91.1 
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144.)  Der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  hat  die  Coordinaten 

^         (1  +  f)p         \dxr 

t  ■=  X — -  =  X 1 

9.  q 

'  \dx) 


y^'r-^- , 


oder 


ds^  dy 

dt  ds-dy 


/dsV  c 

^  \dt)  c 

s  —  ^  — —  ^ 

dx  d^y      dy  d'^x  dxd^y  —  dyd^x 

dt  dt^  ^  dt  dP- 

(dsS^  dx 

\dt)  dt  ,  ds'-dx 


dx  d'^y       dy  d^x  dxd-y  —  dyd^x 

dt  lU^       dt  df- 

[§  92.  Gl.  (21.')  und  (20.);  §  94.] 

145.)    Der  Halbmesser  des  Krümmungskreises  ist 


g 

oder 

'ds^^ 


(I) 


ds^ 


dx  d^y       dy  d'x  dxd^y  —  dyd-x 

dt  'dt-  ^~  ~dt  dt- 

[§  92,  Gl.  (21.)  lind  (25.);  §  94.] 

146,)    Der  Krümmimgslvi'eis  hat   im  Punkte  P  mit  der  Curve 
eine  Berührung  dritter  Ordnung,  wenn 

dhj  ^  __  Sq%x^^)  ^  ^^^^^  dH^      ^Q\y~^i) . 

dx^  (y  —  j/)^  dy'^  {x  —  §)^ 

[§  92,  Gl.  (23.)  und  (23a.)] 

147.)    Der  Contingenzwinkel  da  wird  erklärt  durch  die  Glei- 
chungen 

du  _  ^x'  <^«  _  1  .  [§  93,  Gl.  (9.) 

dx  ~  /^Y        "^^       ds  ~  Q  und  (11.)] 

\dx) 
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148.)     ds^  —  dr-  +  r-d(f\  [§  93,  Gl.  (6.)] 

149.)    Nennt  man  den  Winkel,  den  eine  Tangente  mit  dem  zu- 
gehörigen Radius  vector  bildet,  //,  so  ist 


rd(p 

[§  98,  Gl.  (7a.l] 

150.) 

Polar -Siibnormale  (Sn)  =  —  • 

[§  98,  Gl.  (10.)] 

151.) 

Polar -Subtangente  (Sf)  =  rtg.a  =  -j  r  ' 

[§  98,  Gl.  (11.)] 

152.) 

ds 
Polar -Normale  (N)  =    -• 

[§  98,  Gl.  (12.)] 

153.) 

Polar- Tangente  (T)  =  NAg{.i  =  -£  - 

[§  98,  GL  (13.)] 

154.) 

Der  Mittelpunkt  des  Ki^ümmungskreises 

hat  die  Coordi- 

•c  _ 

ds^dy 

dx  d'^y  — ■  dy  d^x 

__  ds-{r  cos  (fdcp  -{-  dr .  sin  (f) 

—  rcoscp  ~  (^fp-r^cfr'^rd^'dff   ' 

ds^dx 
'^  =  'J  '^  dxd'y  —  dyWx 

_      .  ds\ —  v&mifdff'  +  fZr.coSf/') 

und  der  Halbmesser  des  Krümmungskreises  ist 

ds^  _  ds^ 

dxci'^y  —  dyd'-x  [r~d(f~  -]-  2dr^  —  rdh)d(f 

[§  100,  Gl.  (8.)  und  (9.)] 
155.)  (a  -f  hi)  -f  (c  +  di)  =  {a  +  c) -\-  {b  +  d)i.  [§  102,  Gl  (2.)] 
156.)  {a  -\-  hi)  —  (c  +  di)  =  (a  -  -  c)  +  (i  —  d)i.  [§  lu2,  Gl.  (3.)] 
157.)  [a  +  bi)  (c  -f  di)  =  (ac  -  bcT)  -\-  {ad  +  Äc)e.  [§  102,  Gl.  (1.)] 
158.)     {a  +  J?)  (a  —  hi)  =  a^  +  i^  [§  102,  Gl.  (5.)] 

159.)     N{a  -f  6?")  r=  .Y(a  —  bi)  =  «^  +  bK  [^  102,  Gl.  (8.)] 

160.)      1  a  -f  ie)  1  =  1«  —  bi    =  -{-Ya^^  +  ^--  [§  102,  Gl.  (9.)] 
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161.) 
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a  —  hi 


a  -\-  bi       a^  -\-  b"^ 


.    ^  N    c  +  di       ac  -\-  bd       ad  —  bc  . 

162.     -^-v--  =     -,  T  >  2  +  ^o-3-A2^  ^- 
a  -\-  bt        «   +  b^         a-  +  o^ 


[§  102,  Gl.  (10.)] 
[§  102,  Gl.  (ll.)l 


163 


+ Kl)"'"'*  "^  G)""''^'  -^  -•■•]''• 

[§  102,  Gl.  (12.)] 
164.)  a  +  bi  =  r(cosy  +  /sin^); 

wobei 

b 


=  +  ]/«'  +  b'\   COS cp  =  -,     sin y-  = 


oder 


a  -}-  bi  =  r [cos (ff)  +  2Ä7r)  +  esin(^  +  2hn)], 
wobei  Ä  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist. 

[§  103,  Gl.  (5.),  (ö.),  (7.)  und  (7a.)] 
165.)     ri(cosyi  +  isiiKfi) .  ?'2(cosy2  +  isin9-2)  = 

=  rir2[cos(yi  +  yo)  +  ism(ffi  +  ^2)].  [§  103,  Gl.  (8.)] 

166.)     [r(cosy  +  isiny)]**  =  r*»  [005(^7^)  +  ism{n(f)] 

L§  103,  GL  (lO.j] 

167.)    cos(wy)  =  cos"7)  —  r^  j  cos"--  (f  &m^(p 

+  K  Jcos"-*^  sin*9 1 , 

sin(wy)  =  ( ,  )  cos"~*y  siny  —  (     ]  cos"~  V  sin^f/  H •  •  •  . 

[§  103,  Gl.  (11.)  und  (12.  )J 

168.) 7    -^--^  =  -  [cos(yi  —  ^2)  +  «sm(9"i  —  9-2)]. 

"^    r2(,coscf2  4- «sm9-2)       7-2'-^^         ^^  ^ 

[§  103,  Gl.  (13.)1 

X    n/ r-; ,./      r         /Cf-\-2/l7T\  .    .      /f/-  +  2/i7rVl 

169.)  yr(cosy +  *smy)=y  r   cosf j+  ismi 1  > 

wobei  Ä  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  [§  103,  Gl.(l6.)] 
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170.)    Ist  f{z)  =f{x  +  yi)  =  u  -f  vi    eine  Function  der    com- 
plexen  Veränderlichen  x  +  yi,  so  wird 

du      dv      du  dv 

dx  =  m/     dy  =  -^x'  [§  107,  Gl.  (7.)] 

171.)     ey*  —  co^y  -\-  i^my,     e  'V'  =  cosy  —  isiny. 

[§  108,  Gl.  (6.)  und  (7.)] 

172.)     COSjy  =  2 '    smy  = ^ [§  108,  Gl.  (8.)] 

173.)  e^+J"'  =  e'{cosy  -f  ?'siny).  [§  iu8,  GL  (9.)] 

174.J  e"^*«'  =  1,  wenn  h  eine  ganze  Zahl  ist.  [§  lOS,  Gl.  (16.)] 

175.)  ^^+2*7»  =  e\  wenn  h  eine  ganze  Zahl  ist.  [§  los,  Gl.  (17.)] 
176.)                                    22"(;cos^)2"  = 

2 008(2^9;)  H-  (  "'  J2cos(2//  —  '2)ff  +.  "   j2cos(2w  —  4)y  + 

•••  +  (,,  ^  j2C0S(2^j  +  Q'^^  •  [§  108,  Gl.  20.)] 

177.)  2''^"+'(COSf/-02'»+i  = 

2cos(2w  +  1)(/)  +  r  ''  "^  ^^  2cos(^2w  —  l)y  + 

.•.  +  f;+/)2cos(3yO-ff';>cos^. 

[§  108,  Gl.  (21.)] 
178.)  (— l)"22»(sinr/-)2«  = 

2cos(2?i(/)j  —  (^"\  2cos(2»  --  2)y  +  (  .-j^)  2cos(2«  —  4)y h 

•••  +  (—  lY''{f^  J2cos(29))  4-  ^— l'"(^J')'     [§  1^*'  <^1-  (22.)] 

179.)  (—  1)"  2^"+*  (sin  9-  )■-'» + *  = 

(2«  4-  1\ 
J    J  2  sin(2?^— !)(/■  + — 

...  +  (-l)"-^("^^^^^^)2sin(3^)  +  (-l)"('^'';^  ^)2siny. 

[§  108,  Gl.  (23.)] 

180.)    Aus  der  Gleichung 

e^+y  =  M  +  vi     folgt     hi(d/  +  ci)  =  z  -\-  yi  +  2hni. 
Kiepert,  Differential -Eechnung.  47 
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Dabei  ist  h  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  und 
X  =  -In (u^  4-  y2),     y  =  arctgf  —  j » 


und  zwar  ist 


TT 

0  <  y  <  —  j    wenn    w  >  0,  v  >  0, 


TC 

,         w  <  0,  y  >  0, 

37r 

M  <  0,  t;  <  0, 

37r 

—  <  y  <  27r,        . 

.           M  >  0,    ü  <  0. 

[§  109,  Gl.  (1.),  (3.)  und  (6.)J 
181.)     ln(-    1)  =  (2Ä  +  l)m.  [§  109,  Gl.  (8.)] 

182.)     In  (^: _  p)  =  2  e arctgy .  [§  no,  Gl.  (4.)] 

183.)    Hat  die  Gleichung 

f{x)  =  x^~-  \,x*^-'  +  fäz"-«  —  faa:"-'  + ±  fn  =  0 

die  Wurzeln  zi,  x^,  xz,...Xn,  so  ist 

fl  =  2-1   +  ^2  +  ^3  +  •  •  •  +  Xn, 

fa  =  XiXi   4-  Zx.Xz  +  ••-!-  Xn-tXn, 

\z  =  XiXiX^  +  ZiX^Xi  +   ■  •  •  +  Xn-^Xn-lXn, 


U=XiX2Xz...Xn.  [§114,61.(9.)] 

184.)    Die  ganze  rationale  Function  (n  —  1)*«*?  Grades 

(a^  —^2)  (^  — ^s)  .  .  •  JX X„)  (x--Xi){X'^X3)...{x-   Xn) 

{Xi—Xi){Xi~~X3)  . . .  {Xi'Xnf^  {X2~  Xi)(Xi—X3}  . .  .  (x^—Xn)  ^^ 

, ,     (^  —  g^l)  (X  —  Xj)...  (x  —  X„^i) 

{Xn Xi){Xn  —  Xi)   ...  (a"„ Xn-i)  ^^ 

_    fi^)-yi       ^     f{x)'yi       .  f{x)'yn 


{x  ~  x,)f\x,)  ^  {x  —  X2)f\x^)  ^        ^{x~x^)f\x„) 

nimmt  für  a:  =  a:i,  a-j,...a;„  bezw.  die  vorgeschriebenen  Werthe 
yi»  y2,...y»  an.    Dabei  ist 
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f[x)  =  {x—  ari)  {x  --  2-2)  {x  —  x^...{x  —  Xn). 
(Interpolationsfonnel  von  Lagrange)    [§  115,  Gl.  (2.)  und  (6.)) 

185.J     Ist  d^{x)  der  höchste  gemeinsame  Theiler  von  f{x)  und 
fix),  so  hat  die  Gleichung- 

»(X) 

dieselben  Wurzeln  wie  die  Gleichung /(a:)  =  0 ,   aber  jede  nui- 

einmal  [§  117,  Gl.  (8.)] 

fix) 
186.)     Ist  q{x)  der  höchste  gemeinsame  Theiler  von   ~—    und 

f'{x),  so  enthält  die  Gleichung 

q{x)  =  0 
um-  die  mehrfachen  Wurzeln  von  f{x)  =  ü,  und  jede  nur  ein- 
mal. [§  117.  Gl.  (9.)] 
187.)    Die  Gleichimg 

Ü[X)  .  Q[X} 

enthält  nur  die  einfachen  Wurzeki  von  /u)  =  0.  \^  117,  Gl.  (lu.)] 
188.)     Ist  in  der  Gleichung 

f{x)  =  2;"  +  ötia;"^!  +  •  •  ■      ^^a;"-"'  ±: bpX"''' dr  •  •  •  ±  «»  =  0 

—  bm  der  erste  und  öp  dem  absoluten  Betrage  nach  der 
fjrösste  negative  Coefficient,  so  ist 

die  obere  Grenze  aller  rellen  Wurzeln.  [§  118,  Gl.  (7.)] 

189.)    Die  Anzahl  der  positiven  Wui^zeln  der  Gleichung 

f{x)  =  a;»  +  flia;*'-»  -\-  u^x''-"^  +  a^x""-^  H 1-  a«_ia  +  a«  =  0 

kann  nie  grösser  sein  als  die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel,  und 
die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  derselben  Gleichung  kann  nie 
grösser  sein  als  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Gleichung 

f\{x)  =  ic"  —  a,a;"-i  +  0-22;"-*  —  030;"-^  H ^=  an-\X  ±  «n  =  0. 

Cartcsi'sche  Zeichenregel.     [§  119,  Satz  2.] 

190.)  Hat  die  Gleichung  fix)  =  0  nur  einfache  Wurzeln 
und  ist 

47* 
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.m=^Q^{x),f'{x)-ux), 

f'{x)  =  Q,{x).f,{x)-Mx), 
Mx)  =  Qz{x)  ,fz{x)  -Mx), 


f^-iix)  =  Q^-t{x)  .f^-r(x)  —fu(x), 
fu-i(x)  =  QJx)  .fnix), 

wobei  ffi{x)  eine  Constante  ist,  so  liegen  zwischen  x^  und  Xi 
genau  so  viele  reelle  Wurzeln,  wie  die  Reihe 

./^,  A-iCa^i),  •  •  -fzixx),  /2(r,) ,  f'{xx),  f{xi} 
Zeichenwechsel  mehr  hat  als  die  Reihe 

./u,     /,«-lN,     ..-MXü),    f2{xi),     f'{x2),     f{x^).  [§   12U.] 

191.)  Sind  die  Zahlen  a  und  b  so  bestimmt,  dass  zwischen  a 
und  h  nur  eine  AVurzel  der  Gleichung  f{x)  =  o  liegt,  und  dass 
die  Gleichungen  f\x)  —  0  und  f"{x)  =  0  in  diesem  Intervalle 
keine  Wurzel  haben,  so  setze  man 

oder 

jenachdem  y'(^)  ^^^  f'i^)  gleiches  oder  entgegengesetztes 
Zeichen  haben.  Die  Intervalle  von  a  bis  i,  a'  bis  b',  a"  bis 
b",...  werden  immer  kleiner  und  schliesslich  beliebig  klein. 

[§   121,  Gl.  (9.),  (14.),  (20.)  und  (27.  i] 

192.)     Die  Asymptoten  y'  =  mx'  +  ,«  einer  Curve 

F{x,  y)  =  U,ix,  y)+  Un-x{x,  y) +  ■■■-¥  U^{x,  y)  +  Uo  =  0 
findet  man,  indem  man  die  n  Werthe  von  m  aus  der  Gleichung 


Km 

T=00 
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f^njx,  y)  ^ 

=  am"  +  aim"-'  +  aitn^-^  + 


lim 


+  «««" 


+  a„  =  0 


ausrechnet  und  darauf  aus  der  Gleichung 

F{x,  mx  +  fi) 


lim 

x=oo 


die  zugehörigen  Werthe  von  ,u  bestimmt. 

Sind  a  Werthe  von  m  einander  gleich,  so  liegen  möglicher 
Weise  etliche  von  den  zugehörigen  Asymptoten  im  Unendlichen. 
Ist  das  nicht  der  Fall,  so  hndet  man  die  a  zugehörigen  Werthe 
von  //  aus  der  Gleichung 

-.     F(x,  mx  +  a) 
hm  ~    '       7  ^'  --=  0. 

^n — a 
a:=oo  •*- 

In  ähnliclier  Weise  erhält  man  darch  Vertauschung  von  x 
mit  y  auch  die  Asymptoten,  wenn  die  Gleichung  derselben  die 
Form  x'  =  ly  -\-  X  hat.  [§  123  und  124.] 


193.) 


wo 


J  = 


Uli  (Zi2 

Chi  (-hi 


«IM 

«2» 


«nl  O^ni 


a. 


^{ —  l)''ai««2,?ö3-/. 


.  ^/ct  ß  y  .  .  .  p\ 
^'~Vl2  3...  nJ 


die  Transpositionszalil  zwischen  den  Permutationsformen  a  ß  y  ...v 
und   1  2  3  ...  w  ist,  und  wo  sich  die  Summation  über  alle  n\ 


194.) 


ionsformen 

aßy. 

. .  r  der  Zahlen  1  2  3  ...  n  erstreckt. 

[§  128,  GL  (1.)  und  (2.)] 

Ufa  Uj^  Ujy  . 

.    .    (//v 

1  an  ai2  «13  .  •  •  «iw 

dga    Ogß  Ogy    . 

«Aa  «A^  ßAy  • 

.     .    agy 

•  •  «Av 

1   «21  «22  «23  •  •  .  (i2n 

=   (—1)^ 

^             ^         «31  «32  «33  .  •  •  «an 

««1  «n2  «n3  •  •  •  «n» 

) 

<*/a  Cilß  ttly   • 

.     .    «f,, 

wo 


\ei  ß  y  .  .  .v/ 


[§  129,  Satz  4  und  Gleichung  (9.),  (10.)  und  (17.)] 
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195.)    Entsteht  ^i  aus  /t  durch  Vertauschung  zweier  parallelen 
Reihen,  so  ist 

^i^—J.  [§129,  Satz  5.] 

196.)    Sind  die  Elemente  zweier  parallelen  Reihen   der  Deter- 
minante identisch,  so  ist 

^  =  0.  [§  1-29,  Satz  6.] 

197.) 


«11  <h.\   •  •  ■  ötnl 

012  «22   •  •  •  «»2    ! 


an  ai2  .  .  .  «in 

«21  Ö-22   •  •  •  Ö2n 


f§  129,  Satz 


198.)     Ist  «/r  der  Coefficient  von  a/r  in  J.  so  ist 

öll        •••      öl,r— 1      <^l,r4-l        ...      «in 


«/r  =  (-  1) 


/^-r      ^/— 1.  1  •  •  •  ^/-»,  »--1  '^/-i,  r+l  .  •  •  «/— 1,  « 
<V-|-1,1  •  •  •  <^/+l,r— lö/+l,r+l  .  •  •  %-|-l,  » 


a„i     .  .  .    a„^  r— 1       ön^  r+1       •  •  •      ('rtn 
^/+»,  '•+1  ^/+i,  r+2  •  •  •  üf/+i,  ,—1 

:=  (_  iyn+l){/+r)       "/+2,  r+1  «/+2,  r+-2  •  •  •  0/^-2,  r-1 

^/— 1,  r+1  <*/-!,  r+2  •  .  •  fl/-l,  r-1    | 

[§  130,  Gl.  (9.)  und  (lu.)] 
199.)      J  =  airttir  +  Ö2r«2r  +  •  •  •  +  a«,.«,,^.  [§  130,  Gl.  (12.)] 

200.)     J  =  üfi  a/1  +  %2  «/2  +  •  •  •  +  ajnOfn.  [§  130,  Gl.  (13.)] 

201.)  auCCir  +   a2»«2;    +    •  •  •   +  (InsCCnr  ^  0    fÜT    T^S. 

[§  130,  Gl.  (14a.)] 

202.)  ttgi  Ufi  +  aj,2«/2  +  •  •  •  +  agnUfn  =  0  für  f^  ff. 

[§  130,  Gl.  (15a.)] 

203.)    Sind  die  Gleichungen 

ailXi  +  0122-2   +  •  •  •  +  «In^«  =  Ci, 

«21^1  +  a22-'?"2  +  •  •  •  +  (hns:»  =  Ca, 


a„ia:i  +  a„2a;2  +  •  •  •  +  a„nX„  —  Cn 
gegeben,   so  wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Deteiini- 
nante  ^  der  Coefficienten  von  Null  veischieden  ist. 
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oder 


ttii  «12  •  •  •  <^lti 
021  ^22  •  •  •  ^2n 

<*nl  ^«2  •  •  •  ^nn 


\-  Xr  = 


«11  •  .  •  «l,r— 1  ^1  "l,  r+1  •  •  •  öl«    I 
«21   .  .  .  O?   r-1   ^2  a?^  r+l    •  •  •  ^n       ^ 

a„i .  .  .  «n,  r— 1  Cn<*f»,  r+l  •  •  •  <*nn   | 

[§  131,  Gl.  (10,  (7.)  und  (7a.)] 


204.) 


a\\  ai2  «13  •  •  •  ^in 
0  «22  <^23  •  •  •  ^2« 
0    «32  «33  .  .  .  «3» 

0    Ön2  ön3  •  •  •  ^nn 


=--  «11 


«22  ^23  •  •  •  02« 
ß32  <<f33  •  •  •  ^»n 

Om2  <*»»3  •  •  •  "nn 


205.) 


öii  (in  •  ' '  ßm 

«21  *^22  •  •  •  ^n 
ßnl  Ö)j2  •  •  .  (^nn 


l|l    $2    ...  'in 
0  «11  «12  .  .  .  «in 
^^    I    0  «21  «22  .  .  •  ^2» 

0  «nl  fl^n2  . .  •  ^nn 


206.) 


«II  «12  013.-.  ^In    i 
0    «22  «23  .  .  •  ö!2n 
0      0     «33  .  .  .  «3n 


=  «11  «22  ^3  .  •  .  ö„ 


0    0    0 


a„ 


207.) 


«11   .  .  .  »i«i,    .  •  •  öin 
^21...  ^«2»    •  •  .  ^2« 


«„,...  ma,, 


«11  .  .  .  «Ir 
«21   •  •  •  Ö2r 


208.) 


.  .  .  «f. 

Wai2  «12  •  .  •  <^ln 
^72022  «22  .  •  •  ^2n 

manidni  .  .  .  ttnn 


«nl 


=  0. 


[§  132,  Satz  1.] 


[§  132,  Satz  2.] 


[§  132,  Satz  3.] 


«1« 

«2« 


««,   .  •  Mr 


[§  132,  Satz  4.] 
[§  132,  Satz  5.] 


744 


Tabelle  der  wichtigsten  Fonneln. 


209.;   ;  A,  +ß,,  C'„  Z>„  .  .  .  A^  Ci  />»,... ,        ^i  d  />,... 

^2   +-B2,    C72,    7J2,  .  .  .  ^  I  ^2  ^2  A  .  .  .  I  ^2  C2  7^2    ..  . 


An  +XJ„,  Cnj  T^nj 


^f»  t/M  -/>'n  .  .  .  Jjn  (yn  JJn  •  •  •  | 

[§  132,  Satz  6.1 


210.) 


«11  «12  •  .  .  «in  «11   +  Wölr,  «12  •  .  •  «In 

«21  «22  ■  •  •  «2n  i    «21  +  ^«2r?  «22  -  •  ■  «2n 


«nl  ««2  •  •  •  «n»i  «Ml  +  '^«nr)  ««2  •  •  •  0,nn 


[§  132,  Satz  7.] 

Cii  C12  .  .  .  C\n 


211.)       I  «11  «12.  ..«in  bn^vi-bui  \ 

I    «21  «22  .  .  .  «2n  I    O21  W22  •  •  •  "2h      ,  1    ^21  ^22       •  '"2» 


WO 

oder 
oder 
oder 


«nl  «n2  .  •  •  Unn  "ml  «n2  •  -  •  Onn  Cnl  Cn2  •  ■  •  Cnn 

Cjr  =  «/i  hyx   +  «y2  Är2  +   •  •  •  +  «/«  hm  . 

Cjr  =^  «/l  ^Ir  +  «/2^2r  +  *  •  •  +  «/»  ^w)  • 

Cfr  =  «1/ÖrI   +  «2/^r2  +  •  *  '  +   ««/^rn  , 


C/r  =  aijbir  +   «2/*2r  +  •••  +  Cln/hnr- 

[§  133,  Gl.  (6.),  (7.)  and  (12.)  bis  (15.  )J 
212.)     Ist 

2  =/(a;,  y) 
eine  Functiou  von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  und  y,  so  wird 

dz  dz 

dyZ  =  -^    do:.     dyZ  =  -^r-  du, 
Ox  "         oy    "^ 

dz  dz 

^"^ ""  ix  "^""^  Wy'^y^  ^^"^  +  ^y^- 

[§  136,  Gl.  (8.),  (9.)  und  (14.)| 

213.)    Das  partielle  Diffierential  einer  Function 

Z  =^f[Ui.  U2,...  «„) 
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in  Bezug  auf  m«  ist  gleich  der  partiellen  Ableitung  von  z  nach 
Ua,  multiplicirt  mit  c?m«,  also 

[§  138,  Gl.  (13.)] 
214.)    Das  voüsiändige  (oder  totale)  Differential  von 

ist 

dz  =  3-     6?Mi   +    ^       c/Wo  + 1-    ^  dUn, 

und  zwar  gleich\iel,  ob  wi,  u-2,...Un  von  einander  unabhängig 
sind,  oder  ob  ut,  u^,  ...m«  selbst  wieder  Functionen  von  einer 
oder  von  mehreren  Veränderlichen  sind.  Wenn  z.  B.  wi,  <<t, . . .  m« 
sämmtlich  Functionen  einer  Veränderlichen  t  sind,  so  kann  man 
auch  schreiben 

dz  __   dz    dui         dz    dui  dz    dUn 

dt  ~~  dui    dt        du9    dt  dun    dt 

[ii;  138.  Gl.  (14.),  (17.)  und  (23.)] 

^\dx)  ^  ^\dy)        ^^^^       dh^   ^    02^ 

"^      -^  dy     ~      dz  dx  dy  ~~  dy  dx 

oder 

M3C,  y)  =/2i(a:,  y).     [§  139,  Gl.  (14.)  und  (16.)J 
•216.)     Ist 

und  sind  die  Veränderlichen  ih,  i^,... u,,  von  einander  miab- 
hängig,  so  ist 

-           r  dz   j          dz    -,       ,  ,     Ö2    ,     \("" 

ö^'s;  =  {  „      dux  +  ^    duo  + 1-  -1  ^  «Mn  )     • 

Diese  Formel  bleibt  noch  richtig,  A^enn  mi,  mo.  • .  •  w«  lineare 
Functionen  einer  Veränderlichen  t  sind,  wenn  also 

Ux  =  a\t  -\-  hx ,     u-i  =  «2^  +  ^2, . . .  w«  =  ttnt  +  d„; 
dann  kann  man  auch  schreiben 

d^'z  _  /  dz   dui       dz   dti<2  dz    <^w„Y»') 

dt^  ~  \dui  ^t  "^  dti2  dt  "^  dün   dty 

^(^  a,+  ^^a, +  ■-•-{- ^  «„V"^' 

[§  141,  Gl.  (20.),  (33.)  und  (39.)] 
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21 7. j     Aus  der  fTleichung 

F(x,  y,  z)  =  0 
findet  man 

dz  Fi      dz  Fi 

dx  =  'F,'    dy  =  '-M'    (§W2,Gl.(3..und(4.)] 

218.)    Gelten  die  Gleichungen 

F(x,  y,z)^  0     und     G{z.  y,  z^  =  0 
gemeinschaftlich,  so  wird 

dx  ■.dy:dz  =  ^FiG^  -^  ^36^2) :  {F^Gx  —  F^Gs) :  [FiG^  —  F^Gx). 

[§  143,  GL  (9.)] 

219.      Für  das  Bogenelement  d&  einer  Raumcurve   erhält  man 

ds^  =  dx^  -\-  dy^  +  d=-.  |§  144.  Gl.  f3.)] 

dr  ^       du  dz 

220.)  cosai:=-,    .    cos/?  =   ,    ?    cosy  =   ,-  • 

ds  df<  OS 

wo  a,  ß,  Y  die  Winkel  sind,  welche  das  Bogenelement  ds  mit  den 
positiven  Rirbtunc-fn  der  Cw>rdinaten- Axen  bildet. 

.'5j  144,  Gl.  (4.)1 
221.)     Sind 

Fix.  y,  z)  =  0     und     G[x.  y.  z)  =  0 

die    Gleichungen    einer   Raumcun^e.    so    hat    die   Tangeute   im 
Curvenpunkte  P  mit  den  Coordinaten  ./,  y,  z  die  Gleichungen 
x'  —  x      y'    -  y      2'  —  z 
dx  dy  dz 

oder 

x'  —  x       y'  —  y       z'  —z 


F^Gz—F^G.  '   FzG,  —  F,Gz      F^G^—F^G^ 

[§  144,  GL  (13.)  und  (13a.j] 

221a.)    Sind  ar,  y,  z  Functionen  einer  vierten  Veränderlichen  t, 
so  hat  die  Tangente  im  Curvenpunkte  P  die  Gleichungen 

dt  dt  dt 

222.)     Gleichung  der  Normalebene 

I  r'  —  x\  dx  +  {y"  —  y-dy  -\-  iz'  —  z)  dz  =  0, 
oder 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln.  747 

{F^G,  -  -  F,G2){x'  ~x)-\-  {FsG,  —  F,Gz){y'  —  y) 

-^{F,G^-F^G^){z'~z)  =  Q, 

[§  144,  Gl.  (16.)  und  (16a.)j 

222  a.t    Gleichung  der  Normalebene 

[§  144,  Gl.  (16  b.)) 

223.)    Die  Gerade 

x'  —  a:  =  m{z'    -  2),    y'  '-y  =  «(2'  —  2) 
ist  eine  Tangente  der  Fläche 

F{x,y,z)  =  {),     oder    z=f{x,y), 
wenn 

i'iw  +  Fi?/  -^  Fa  =  0.     oder     w^  +«^  —  1  =  0. 

[§  146,  Gl.  (10.)  und  (14.)) 

224.)    Die  Tangentialebene  der  Fläche 

F{x,  y,  z)  =  0,     oder    z  =f(x,  y) 
hat  die  Gleichung 

F,(cr'  ~x)^-  F^{y'  -^  y)  +  F,(z'  —  z)  =  0, 
oder 

z'^~^z  =  ~{x'^x)  +  ^y{y'-y). 

[§  146,  Gl.  (18.)  und  (l8a.)j 

225.)    Die  Enveloppe  (Umhüllungscurve)  der  Curvenschaar 

F{x,  y,  u)  =  0 
erhält  man  durch  Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen 

F{x,  y,  u)  =  0     und     ^-^^-'  "^  =  0.  [§  148.) 

226.)    Hat  die  Curve  F(X;  y)  —  Q>  im  Punkte  D  mit  den  Coor- 
dinaten  x,  y  einen  Doppelpunkt,  so  müssen  die  drei  Gleichungen 

F{x,y)^%     F,{x,y)  =  0,     F,{x,  y)  =  0 
gleichzeitig  befriedigt  werden.    Die  beiden  zugehörigen  Werthe 

yon  -~  findet  man  dann  aus  der  Gleichung 
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Fn  +  2i^.,  ^  +  i^^  (^^j  _  0,     Oder     (^  ^^  +  öy  ^J  -  ^- 
oder  

dz  Fit' 

lind  darauf  die  zugehörigen  Werthe  von  -j^  aus  der  Gleichung 

(dt      ÖF  dyf:        /  dU^'     ,ä^Fdy\d^_ 
\dx  "^  dy  dx)    "^     Vöaröy  "^  öy^  t/a:^  c/;?:*  ~ 

[§  150,  Gl.  (7.),  (8.1  und  (8a.):  §  151,  Gl.  (I6a.jj 

227.)  Hat  die  Curve  F{x^  yj  =  0  im  Punkte  T>  mit  den 
Coordinaten  .r,  y  einen  dreifachen  Punkt,  so  müssen  die  sechs 
Gleichungen 

gleichzeitig  befriedigt   werden.    Die   drei   zugehörigen  Werthe 

von  -j-  findet  man  dann  aus  der  Gleichung 

{dF       ÖF  dy-^^)      , 

Kdx  +  dy   dx)   =  ''■  t§  ^^2'  ^^-  ^•^•'J 

228.)  Hat  die  Curve  F{x,  yj  =  0  im  Punkte  I)  mit  den  Coor- 
dinaten x,  y  eine  Spitze  (einen  Rückkehrpunkt),  so  müssen  die 
\ier  Gleichungen 

i^(:r,  y)  =  0,  Fi{x,  yj  =  0,  F^{x,  y)  =  0.  und  i^jo^  _  jp^^;p^^  ^  q 
gleichzeitig  befriedigt  werden.  [§  153,  Gl.  (2.)] 

WO 

P_         1       (df(x-\-0h,y-\-ek)  df(x  +  0h,y-h0k),\-+') 

^-  (n  +  l)!V  Öi  "^  dy  ^) 

^  1^  r/dfix-^eih,y  +  0,k)  j^  df{x  +  0,h,y-h0ik)^\("^ 
n!  L\               dx  dy  ) 

[§  154,  Gl.  (8a.),  f9a.    und  (lua.jj 
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230.)  ~=^f{Xx,X^,...Xn) 

heisst  eine  Jwmogene  Function  w'*'*  Grades*^^  wenn 

/(tei ,  tea ,  . . .  txn)  =  t"lt\arx ,  X2,...Xn); 
dann  wird 

dz  dz  dz 

Xi  -7, (-  X2  w-     + \-  X,,  „        ==  7nz, 

doCi  dXi  OXn 

/     dz    ^       dz    ^         ,        ö-^V'^ 

y"'  ö^,  +  ^^ö^  +  •  •  •  +  ^"  ö^.  j  =  ^(^  - 1>- 

[§  155,  Gl.  (2.),  (10.)  und  (14.)' 
231.)     z=f{x,  y)  wird  ein  Minimum^  wenn 

/,(a:,  y)  =  0,    /^(r,  y)  =  0,    /„  >  0,    fnßn'M>0; 
z  —fix,  y)  wird  ein  Maximum,  wem 

^i(a:,  2/)  =  0,    f-ix,  y)  =  0,    /i,  <  0,    /i,/22  -   fn'  >  0; 
2  =f{x,  y)  wird  dagegen  ^üec?er  ein  Maximum  ?ioch  ein  Minimum, 
wenn  zwar 

f{x,y)^0,   f,{x,y)  =  o,     aber   f uf 22 -f vi' <  0. 

[§  156,  Gl.  (65.)  bis  (67.)] 

232.)     u  =  f{x,  y,  z)  wird  ein  Minimum,  wenn 

fi(x,  y,  z)  =  0,    Mt,  y,  z)  =  0,    fz{x,  y,  z)  =  0 , 

und  wenn 

^   ^  /11/12/13 

1;,  =/\,  >  0,  i>,  =  |-  "'\.*'     >  0,  Dz  =--  \UfiiUz    >  0; 

/'2\Tl2 

u  =f{x,  y,  z)  wird  ein  Maximum,  wenn 

/,(a:,  y,  z)  =  0,    /^(a:,  ?/,  z)  =  0,    /K-t,  y,  z)  =  0, 
und  wenn 

A  <  0,     A  >  0,     A  <  0.  [§158,  Gl.(;3.),  (.').),  (18.)  und  (19.)] 
233.)     </ =/(.ri,  a-2, . . .  .r«)  wird  ein  Minimum,  wenn 
/i(a;i.  Xi, ...  a:„)  =  0,  /2(ri,  Xi, . , .  a;„)  =  0,  . .  ./n(a;i,  .'?:2, . . .  ar„)  =  0, 
und  wenn 

Dl  >  0,     i>2  >  0,     i».,  >  0, . . .  Z>„  >  0, 
wobei 
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/11/12  ■'fs.a 

n     _  I  /2»/22  •  ■  -fla 
JJa  — 

u  =f{xi,  X2,  ...Xn)  wird  ein  Maximum,  wenn  wieder 

./l(a:i,  X2,...  Xn)  =  0,  fi(Xi,  X-,,  ...Xn)=0,  ..  .fni^i,  X2,  .  .  .  Xn)  =  0, 

und  wenn 

/^  +  1 


A^^i  <  0,     Dir  >  0     für     r  =  1,  2, 
jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 


oder 


[§  158. 


Druckfehler. 

Seite    69,  Zeile  6  v.  o.  lies  Q)    statt     Cj^ 
10  V.  0.  lies  (20  a.)  statt  (20.), 


114, 


132, 
166, 


2  V.  0.  lies 


statt 


l--x^  x^—1 

8  V.  u.  lies  150  25' 20"     statt     15«  25' 20, 

495,      ..      1  V.  u.  lies  Inf^-^^)    statt    Infl+^Y 

Vi  — (fit/  Vi  +  (pt/ 
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